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Acerca de los autores

Los autores de esta obra con frecuencia son cuestionados acerca de 
cómo fue que, estando uno en Lehigh y otro en la University of Con- 
necticut, empezaron a escribir sus libros juntos y cómo logran seguir 
colaborando en las revisiones subsecuentes.

La respuesta a estas preguntas es sencilla. Russ Johnston inició 
su carrera académica en el departamento de ingeniería civil y mecá
nica de Lehigh University y al& conoció a Ferd Beer, quien había co
menzado a trabajar en ese departamento dos años antes y estaba a 
cargo de los cursos de mecánica.

Ferd se sintió muy complacido al descubrir que el joven contratado 
para impartir cursos de ingeniería estructural a nivel de posgrado no só
lo estaba dispuesto, sino también ansioso por ayudarlo a reorganizar los 
cursos de mecánica. Ambos creían que dichos cursos deberían impar
tirse a partir de unos cuantos principios básicos, y que los distintos con
ceptos involucrados serían mejor comprendidos y recordados por los 
estudiantes si se les presentaban en forma gráfica. Juntos escribieron 
apuntes para las clases de estática y dinámica, a los cuales posterior
mente agregaron problemas que supusieron resultarían interesantes 
para los futuros ingenieros, y poco después produjeron el manuscrito 
de la primera edición de Mecánica para ingenieros.

Al publicarse la segunda edición de Mecánica para ingenieros y la 
primera de Mecánica vectorial para ingenieros, Russ Johnston estaba 
en el YVorcester Polvtechnic Institute y para las ediciones subsecuen
tes en la University de Connecticut. Mientras tanto, Ferd y Russ habían 
asumido funciones administrativas en sus respectivos departamentos y 
se dedicaban a la investigación, la consultaría, y a asesorar estudiantes 
de posgrado — Ferd en el área de procesos estocásticos y vibraciones 
aleatorias y Russ en la de estabilidad elástica y en diseño y análisis es
tructurales— . Sin embargo, su interés por mejorar la enseñanza de los 
cursos básicos de mecánica no había disminuido y continuaron impar
tiéndolos mientras revisaban sus libros y comenzaban a escribir el ma
nuscrito de la primera edición de Mecánica de materiales.

La colaboración entre estos dos autores lia abarcado muchos años 
y muchas revisiones exitosas de todos sus libros, y las contribuciones 
de Ferd v Russ a la educación en ingeniería los han hecho acreedo
res de numerosas distinciones y reconocimientos. Recibieron el Wes
tern Electric Fund Award por parte de sus respectivas secciones re
gionales de la American Society for Engineering Education por su 
excelencia en la instrucción de estudiantes de ingeniería y, además, 
el Distinguished Educator Award de la división de mecánica de esa 
misma asociación. A partir de 2001, el reconocimiento denominado 
New Mechanics Educator Award de la división de mecánica ha sido 
nombrado Beer and Johnston en honor a estos autores.
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Prefacio

OBJETIVOS

El objetivo principal de un primer curso de mecánica debe ser desa
rrollar en el estudiante de ingeniería la capacidad de analizar cual
quier problema en forma lógica y sencilla, y la de aplicar para su so
lución unos cuantos principios básicos perfectamente comprendidos. 
Se espera que este texto, diseñado para un primer curso de estática 
impartido en el segundo año de estudios, y el siguiente, Mecánica vec
torial para ingenieros: Dinámica, permitirán que el profesor alcance 
este objetivo.

ENFOQUE GENERAL

En la parte inicial del texto se introduce el análisis vectorial, el cual 
se utiliza en la presentación y exposición de los principios funda
mentales de la mecánica. Los métodos vectoriales se usan también 
para resolver diversos problemas, especialmente en tres dimensiones, 
donde estas técnicas permiten obtener la solución de un modo más 
conciso y simple. Sin embargo, el énfasis del libro se mantiene en 
el correcto aprendizaje de los principios de la mecánica y su aplica
ción para resolver problemas de ingeniería, por lo que el análisis 
vectorial se presenta, primordialmente, como una herramienta prác
tica^

Se introducen aplicaciones prácticas desde una etapa ini
cial. Una de las características del enfoque usado en estos tomos es 
que la mecánica de partículas se lia separado en forma clara de la me
cánica de cuerpos rígidos. Este enfoque hace posible considerar apli
caciones prácticas simples en una etapa inicial y posponer la intro
ducción de los conceptos más avanzados. Por ejemplo:

• En Estática, la estática de partículas se estudia primero (capítulo 
2), después de haber presentado las reglas para la suma y resta 
de vectores, y el principio de equilibrio de una partícula se aplica 
inmediatamente a situaciones prácticas que involucran sólo

’ F.n un libro relacionado, Mecánica para ingenieros: Estática, cuarta edición, el uso del 
álgebra vectorial se limita a la suma y resta de vectores.



fuerzas concurrentes. La estática de cuerpos rígidos se considera 
en los capítulos 3 y 4. En el capítulo 3 se introducen los produc
tos escalar y vectorial de dos vectores y se utilizan para definir el 
momento de una fuerza con respecto a un punto y a un eje. La 
presentación de estos nuevos conceptos es seguida por la exposi
ción rigurosa y completa de los sistemas de fuerzas equivalentes 
que conducen, en el capítulo 4, a muchas aplicaciones prácticas 
que involucran el equilibrio de cuerpos rígidos bajo la acción de 
sistemas generales de fuerzas.

• En Dinámica se observa la misma división. Se introducen los con
ceptos básicos de fuerza, masa y aceleración, de trabajo y ener
gía, y de impulso y momentum, y se aplican en primera instancia 
a la resolución de problemas que sólo involucran partículas. De 
esta forma, los estudiantes pueden familiarizarse por sí mismos 
con los tres métodos básicos utilizados en dinámica, v aprender 
sus respectivas ventajas antes de enfrentar las dificultades asocia
das con el moví miento de cuerpos rígidos.

Los conceptos nuevos se presentan en términos simples.
Como este texto está diseñado para un primer curso sobre estática, 
los conceptos nuevos se presentan en términos simples y cada paso 
se explica en forma detallada. Por otro lado, este enfoque alcanza una 
madurez definitiva al analizar los aspectos más relevantes de los pro
blemas considerados, y al ampliar los métodos de aplicabilidad gene
ral. Por ejemplo, los conceptos de restricciones parciales y de inde
terminación estática se introducen al principio del texto para ser 
usados en todo el libro.

Los principios fundamentales se ubican en e! contexto de 
aplicaciones simples. Se enfatiza el hecho de que la mecánica es, 
esencialmente, una ciencia deductiva que se basa en algunos princi
pios fundamentales. Las derivaciones se presentan siguiendo su se
cuencia lógica y con todo el rigor requerido a este nivel. Sin embar
go, en virtud de que el proceso de aprendizaje es primordialmente 
inductivo, las aplicaciones más simples se consideran primero. Por 
ejemplo:

• La estática de partículas antecede a la estática de cuerpos rígidos, 
y los problemas que involucran fuerzas internas se posponen has
ta el capítulo 6 .

• En el capítulo 4 se consideran primero los problemas de equili
brio que involucran sólo a fuerzas coplanares, y se resuelven por 
medio del álgebra ordinaria, mientras que los problemas que in
volucran fuerzas tridimensionales, los cuales requieren el uso 
completo del álgebra vectorial, se exponen en la segunda parte 
de dicho capítido.

Se emplean diagramas de cuerpo libre para resolver pro
blemas de equilibrio y expresar la equivalencia de sistemas de 
fuerzas. Los diagramas de cuerpo libre se introducen al principio 
y se enfatiza su importancia a lo largo de todo el texto. No sólo se em
plean para resolver problemas de equilibrio sino también para expre
sar la equivalencia de dos sistemas de fuerzas o, de modo más gene
ral, de dos sistemas de vectores. La ventaja de este enfoque se vuelve 
evidente en el estudio de la dinámica de cuerpos rígidos, donde se



utiliza para resolver problemas tridimensionales y bidimensionales. Se 
pudo lograr una comprensión más intuitiva y completa de los princi
pios fundamentales de la dinámica al poner mayor énfasis en las “ecua
ciones de diagramas de cuerpo libre” en lugar de en las ecuaciones 
algebraicas estándar de movimiento. Este enfoque, introducido en 
1962 en la primera edición de Mecánica vectorial para ingenieros, ha 
obtenido hasta la fecha una amplia aceptación entre los profesores de 
mecánica en Estados Unidos. Por tanto, para la resolución de todos 
los problemas resueltos de este libro, se prefiere su utilización en lu
gar del método de equilibrio dinámico y de las ecuaciones de movi
miento.

Se utilizan presentaciones en distintos tonos para distin
guir los vectores. El color se ha usado no sólo para mejorar la ca
lidad de las ilustraciones, sino también para ayudar a los estudiantes 
a distinguir entre los diversos tipos de vectores que pueden encon
trar. En virtud de que no había intención de establecer un código de 
color para el texto, en un capítulo dado se utiliza el mismo color pa
ra representar el mismo tipo de vector. Por ejemplo, a lo largo del to
mo de Estática, el rojo se utiliza en forma exclusiva para representar 
fuerzas y pares, mientras que los vectores de posición se muestran en 
azul y las dimensiones en negro. Esto vuelve más fácil para los estu
diantes identificar las fuerzas que actúan sobre una partícula o cuer
po rígido dados y comprender los problemas resueltos y otros ejem
plos proporcionados en el libro.

Se mantiene, en forma consistente, un cuidadoso balance 
entre las unidades SI y unidades de uso común en Estados Uni
dos. Debido a la tendencia que existe en la actualidad en el gobier
no y la industria estadounidenses de adoptar el Sistema Internacional 
de Unidades (unidades métricas SI), las unidades SI que se usan con 
mayor frecuencia en mecánica se introducen en el capítido 1 y se em
plean en todo el libro. Aproximadamente la mitad de los problemas 
resueltos y 60 por ciento de los problemas de tarea están planteados 
en este sistema de unidades, mientras que el resto se proporciona en 
las unidades de uso común en Estados Unidos. Los autores creen que 
este enfoque es el que se adecuará mejor a las necesidades de los es
tudiantes, quienes, como ingenieros, tendrán que dominar los dos sis
temas de unidades.

También se debe reconocer que el uso de ambos sistemas de uni
dades significa más que aplicar factores de conversión. Como el sis
tema de unidades SI es absoluto basado en el tiempo, la longitud y la 
masa, mientras que el sistema inglés es un sistema gravitacional ba
sado en el tiempo, la longitnd y la fuerza, se requieren diferentes en
foques para la solución de muchos problemas. Por ejemplo, cuando 
se usan las unidades SI, por lo general, un cuerpo se especifica me
diante su masa expresada en kilogramos; en la mayor parte de los pro
blemas de estática será necesario determinar el peso del cuerpo en 
newtons, para lo cual se requiere un cálculo adicional. Por otro lado, 
cuando se aplican las unidades de uso común en Estados Unidos, un 
cuerpo se especifica mediante su peso en libras y, en problemas de 
dinámica, se requerirá un cálculo adicional para determinar su masa 
en slugs (o Ib • s2/ft). Por tanto, los autores creen que los problemas 
que se les asignen a los estudiantes deben incluir ambos sistemas de 
unidades.



En las secciones opcionales se tratan temas avanzados o 
especializados. En el libro se incluye un gran número de secciones 
opcionales identificadas mediante asteriscos y, por tanto, se distinguen 
fácilmente de aquellas que constituyen la parte fundamental de un 
curso básico de estática. Estas secciones pueden omitirse sin peiju- 
dicar la comprensión del resto del texto.

Entre los temas cubiertos en las secciones adicionales se encuen
tran la reducción de un sistema de fuerzas a una llave de torsión, apli
caciones a hidrostática, diagramas de fuerza cortante y momento Héc
tor, equilibrio de cables, productos de inercia y círculo de Mohr, la 
determinación de los ejes principales y momentos de inercia de un 
cuerpo en forma arbitraria, y el método del trabajo virtual. Las sec
ciones sobre vigas son especialmente útiles cuando el curso de está
tica es seguido inmediatamente por un curso de mecánica de mate
riales, mientras que las partes que tratan acerca de las propiedades 
de inercia de cuerpos tridimensionales fueron pensadas primordial- 
mente para los estudiantes que después estudiarán, en dinámica, el 
movimiento tridimensional de cuerpos rígidos.

El material presentado en el libro y la mayor parte de los pro
blemas no requieren conocimiento matemático previo superior al ál
gebra, la trigonometría y el cálculo elemental; todos los conocimien
tos de álgebra elemental necesarios para comprender el texto se 
presentan con detalle en los capítulos 2 y 3. En general, se pone mayor 
énfasis en la comprensión adecuada de los conceptos matemáticos 
básicos incluidos que en la manipulación de fórmulas matemáticas. Al 
respecto, se debe mencionar que la determinación de los centroides 
de áreas compuestas precede al cálculo de centroides por integración, 
lo cual posibilita establecer firmemente el concepto de momento de 
un área antes de introducir el uso de integrales.

ORGANIZACIÓN DE LOS CAPÍTULOS 
Y CARACTERÍSTICAS PEDAGÓGICAS

Introducción del capítulo. Cada capítulo comienza con una 
introducción que establece el propósito y los objetivos del mismo, y 
en donde se describe en términos sencillos el material que será cu
bierto y sus aplicaciones en la resolución de problemas de ingeniería. 
Los lincamientos del capítulo proporcionan a los estudiantes una vi
sión previa de los tópicos que éste incluye.

Lecciones en el capítulo. El cuerpo del texto está dividido en 
unidades, cada una de las cuales consiste en una o más secciones de 
teoría, uno o varios problemas resueltos, y una gran cantidad de pro
blemas de tarea. Cada unidad corresponde a un tema bien definido 
que, por lo general, puede ser cubierto en una lección. Sin embargo, 
en ciertos casos el profesor encontrará que es deseable dedicar más 
de una lección a un tópico en particular.

Problemas resueltos. Los problemas resueltos se plantean de 
manera muy similar a la que usarán los estudiantes cuando resuelvan 
los problemas que se les asignen. Por tanto, estos problemas cumplen 
el doble propósito de ampliar el texto y demostrar la forma de traba
jo clara y ordenada que los estudiantes deben cultivar en sus propias 
soluciones.



Resolución de problemas en forma independiente. Entre los 
problemas resueltos y los de tarea, para cada lección se incluye una sec
ción titulada Resolución de 'problemas en form a independiente. El pro
pósito de estas secciones es ayudar a los estudiantes a organizar mental
mente la teoría ya cubierta en el texto y los métodos de resolución de los 
problemas resueltos, de manera que puedan resolver con mayor éxito 
los problemas de tarea. Además, en estas secciones también se incluyen 
sugerencias y estrategias específicas que les permitirán enfrentar de ma
nera más eficiente cualquier problema que se les asigne.

Series de problemas de tarea. La mayoría de los problemas 
son de naturaleza práctica y deben llamar la atención del estudiante 
de ingeniería. Sin embargo, están diseñados para ilustrar el material 
presentado en el texto y para ayudar a los estudiantes a comprender 
los principios de la mecánica. Los problemas se han agrupado de 
acuerdo con las partes del material que ilustran y se presentan en or
den de dificultad creciente. Los problemas que requieren atención 
especial están señalados con asteriscos. Al final del texto se proporcio
nan las respuestas correspondientes a un 70 por ciento de los proble
mas propuestos; y aquellos para los cuales no se da respuesta se indi
can en el libro escribiendo su número en cursivas.

Repaso y resumen del capítulo. Cada capítulo finaliza con 
un repaso y un resumen del material cubierto en el mismo. Las notas 
al margen se utilizan para ayudar al estudiante a organizar su trabajo 
de revisión, además se han incluido referencias cruzadas para ayudar
los a encontrar las partes de material que requieren atención especial.

Problemas de repaso. Al final de cada capítulo se incluye un 
grupo de problemas de repaso. Estos problemas proporcionan a los 
estudiantes una oportunidad adicional de aplicar los conceptos más 
importantes presentados en el capítulo.

Problemas de computadora. Cada capítulo incluye un grupo 
de problemas diseñados para ser resueltos mediante programas de 
computadora. Muchos de estos problemas son importantes para el 
proceso de diseño. En estática, por ejemplo, pueden implicar el aná
lisis de una estructura para diferentes configuraciones y cargas o la de
terminación de las posiciones de equilibrio de un mecanismo que 
puede requerir un método iterativo de solución. El desarrollo del al
goritmo necesario para resolver un problema de mecánica dado bene
ficiará a los estudiantes en dos formas diferentes: 1) les ayudará a lo
grar una mejor comprensión de los principios de la mecánica involu
crados; 2) les proporcionará la oportunidad de aplicar sus habilidades 
con la computadora para encontrar la solución de un problema rele
vante de ingeniería.

MATERIALES DE APOYO

Esta obra cuenta con interesantes complementos que fortalecen los 
procesos de enseñanza-aprendizaje, así como la evaluación de éstos, 
mismos que se otorgan a profesores que adoptan este texto para sus 
cursos. Para obtener más información y conocer la política de entrega 
de estos materiales, contacte a su representante McGraw-Hill.
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a Constante; radio; distancia
A B C . . . Reacciones en apoyos y uniones
A, B, C , . . . Puntos
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b Ancho; distancia
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e Base de logaritmos naturales
F Fuerza; fuerza de fricción
o Aceleración de la gravedad
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i , j ,k Vectores unitarios a lo largo de los ejes coordenados
1, h , - . . Momentos de inercia
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J Momento polar de inercia
k Constante de un resorte

kx> kt/, ka Radios de giro
k Radios de giro centroidal
l Longitud

L Longitud; claro
m Masa
M Momento par

M o Momento con respecto al punto O
Mg Momento resultante con respecto al punto O

M Magnitud de un par o de un momento; 
masa de la Tierra

Mol Momento con respecto al eje OL
N Componente normal de una reacción
O Origen de coordenadas
V Presión
P Fuerza; vector
Q Fuerza; vector
r Vector de posición
r Radio; distancia; coordenada polar
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R  . Fuerza resultante; vector resultante; reacción Lista de símbolos xx i
R Radio de la Tierra
s Vector de posición
s Longitud de arco; longitud de un cable
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T Tensión
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W, W  Peso; carga
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17 Eficiencia
0 Coordenada angular; ángulo; coordenada polar
¡x Coeficiente de fricción
p Densidad
(f) Angulo de fricción; ángulo



I C A P I T U L O

A finales del siglo xvii, Sir Isaac Newton estableció los principios fundamentales de la mecánica, los cuales 
constituyen la base de gran parte de la ingeniería moderna. El diseño y análisis de casi todos los instrumentos 
y sistemas requieren del conocimiento de estos principios.



Conceptos y principios 
fundamentales 
Sistemas de unidades 
Conversión de un sistema de 
unidades a otro 
Método para la solución de

1.1. ¿QUE ES LA MECANICA?

La mecánica se puede definir como la ciencia que describe y predice 
las condiciones de reposo o movimiento de los cuerpos bajo la acción 
de fuerzas. Se divide en tres partes: la mecánica de cuerpos rígidos, la 
mecánica de cuerpos deformables y la mecánica de fluidos.

La mecánica de cuerpos rígidos se subdivide en estática y dinámi
ca; la primera estudia los cuerpos en reposo y la segunda los cuerpos en 
movimiento. En esta parte del estudio de la mecánica se supone que los 
cuerpos son perfectamente rígidos. Sin embargo, las estructuras y las 
máquinas reales nunca lo son y se deforman bajo las cargas a las que 
están sometidas. Estas deformaciones casi siempre son pequeñas y no 
afectan de manera apreciable las condiciones de equilibrio o de movi
miento de la estructura en consideración. Pero son importantes cuando 
se tiene en cuenta la resistencia de la estructura a las fallas y se estudian 
en la mecánica de materiales, que es una parte de la mecánica de cuer
pos deformables. La tercera parte de la mecánica, la de fluidos, se sub
divide en el estudio de los fluidos incompresibles y el de los fluidos com
presibles. La hidráulica es una subdivisión importante en el estudio de 
los fluidos incompresibles y trata problemas relativos a los líquidos.

La mecánica es una ciencia física puesto que estudia fenómenos fí
sicos. Sin embargo, algunos la asocian con las matemáticas, mientras que 
otros la consideran un tema de ingeniería. Ambos puntos de vista se jus
tifican parcialmente. La mecánica es la base de la mayoría de las cien
cias de la ingeniería y es un requisito indispensable para estudiarlas. Sin 
embargo, no tiene el carácter empírico propio de algunas ciencias de la 
ingeniería, es decir, no se basa sólo en la experiencia u observación; por 
su rigor y la importancia que da al razonamiento deductivo se parece a 
las matemáticas. Pero tampoco es una ciencia abstracta, ni siquiera una 
ciencia pura ; es una ciencia aplicada. Su propósito es explicar y prede
cir los fenómenos físicos y poner las bases para aplicarlas en ingeniería.

Fotografía 1.1 Sir Isaac Newton

1.2. CONCEPTOS Y PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

Aunque el estudio de la mecánica se remonta a los tiempos de Aristó
teles (384-322 a.C.) y de Arquímedes (287-212 a.C.), se tuvo que es
perar hasta Newton (1642-1727) para encontrar una formulación satis
factoria de sus principios fundamentales, los cuales fueron expresados 
después en forma modificada por d’Alembert, Lagrange y Hamilton. 
Su validez permaneció incólume hasta que Einstein formuló su teoría 
de la relatividad (1905). Si bien ahora se han reconocido las limitacio
nes de la mecánica newtoniana, ésta aún es la base de las actuales cien
cias de la ingeniería.

Los conceptos básicos que se emplean en la mecánia son espacio, 
tiempo, masa y fuerza. Estos conceptos no pueden ser definidos en for
ma exacta; deben aceptarse sobre las bases de nuestra intuición y ex
periencia y emplearse como un marco de referencia mental en el es
tudio de la mecánica.

El concepto de espacio se asocia con la noción de posición de un 
punto P. La posición de éste puede definirse por tres longitudes me
didas desde cierto punto de referencia u origen, en tres direcciones da
das. Estas longitudes se reconocen como coordenadas de P.

Para definir un evento, no es suficiente con indicar su posición en 
el espacio sino que debe darse también el tiempo del evento.

El concepto de masa tiene la función de caracterizar y comparar 
los cuerpos con base en ciertos experimentos mecánicos fundamenta
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les. Por ejemplo, dos cuerpos que tengan la misma masa serían atraí
dos por la Tierra de igual forma; también presentarán la misma resis
tencia a un cambio en su movimiento traslacional.

Una fuerza  representa la acción de un cuerpo sobre otro y puede 
ejercerse por contacto real o a distancia, como en el caso de las fuer
zas gravitacionales y magnéticas. Una fuerza se caracteriza por su pun
to de aplicación, magnitud y dirección y se representa con un vector 
(sección 2.3).

En la mecánica newtoniana, espacio, tiempo y masa son concep
tos absolutos e independientes entre sí (esto no es así en la mecánica 
relativista, donde el tiempo de un evento depende de su posición y la 
masa de un cuerpo varía con su velocidad). Por otra parte, el concep
to de fuerza no es independiente de los otros tres. En realidad, uno de 
los principios fundamentales de la mecánica newtoniana, que se enun
cian más adelante, indica que la fuerza resultante que actúa sobre un 
cuerpo se relaciona con la masa de éste y con la forma en que varía su 
velocidad en el tiempo.

Se estudiarán las condiciones de reposo o movimiento de partícu
las y cuerpos rígidos a partir de los cuatro principios básicos que se han 
expuesto. Por partícula se entiende una pequeñísima cantidad de ma
teria que ocupa un punto en el espacio. Un cuerpo rígido es la combi
nación de un gran número de partículas que ocupan posiciones fijas 
entre sí. El estudio de la mecánica de las partículas es un requisito pre
vio al de los cuerpos rígidos. Además, los resultados obtenidos para una 
partícula pueden usarse directamente en muchos problemas que tra
tan de las condiciones de reposo o movimiento de cuerpos reales.

El estudio de la mecánica elemental descansa sobre seis principios 
fundamentales basados en la evidencia experimental.

La ley del paralelogramo para la adición de fuerzas. Esta
blece que dos fuerzas que actúan sobre una partícula pueden ser susti- 
tuidas por una sola fuerza llamada resultante, que se obtiene al trazar 
la diagonal del paralelogramo que tiene los lados iguales a las fuerzas 
dadas (sección 2.2).

El principio de transmisibilidad. Establece que las condicio
nes de equilibrio o de movimiento de un cuerpo rígido permanecerán 
inalteradas si una fuerza que actúa en un punto del cuerpo rígido se 
sustituye por una fuerza de la misma magnitud y la misma dirección, 
pero que actúe en un punto diferente, siempre que las dos fuerzas ten
gan la misma línea de acción (sección 3.3).

Las tres leyes fundamentales de Newton. Fueron formula
das por Sir Isaac Newton a finales del siglo XVII y  pueden enunciarse 
como sigue:

PRIMERA LEY. Si la fuerza resultante que actúa sobre una par
tícula es cero, la partícula permanecerá en reposo (si originalmente es
taba en reposo) o se moverá con velocidad constante en línea recta (si 
originalmente estaba en movimiento) (sección 2 .10).

SEGUNDA LEY. Si la fuerza resultante que actúa sobre una par
tícula no es cero, la partícula tendrá una aceleración proporcional a la 
magnitud de la resultante y en la dirección de ésta.

Como se verá en la sección 12.2 esta ley puede expresarse así

1.2. Conceptos y principios fundamentales 3
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^  Introducción

Figura 1.1

donde F, m y a representan, respectivamente, la fuerza resultante que 
actúa sobre la partícula, la masa de ésta y la aceleración de la misma, 
expresadas en un sistema congruente de unidades.

! ERCERA LEY. Las fuerzas de acción y reacción de cuerpos en 
contacto tienen la misma magnitud, la misma línea de acción y senti
dos opuestos (sección 6.1).

La ley de gravitación de Newton. Establece que dos partícu
las de masa M y rn se atraen mutuamente con fuerzas iguales y opues
tas F  y - F  (figura 1.1), de magnitud F dada por la fórmula

F  = G Mm
Otr

(1.2)

donde r = la distancia entre las dos partículas
G -  la constante universal llamada constante de gravitación

La ley de gravitación de Newton introduce la idea de una acción ejer
cida a distancia y extiende el alcance de aplicación de la tercera ley: la 
acción F  y la reacción — F  en la figura 1.1 son iguales y opuestas y tie
nen la misma línea de acción.

Un caso de gran importancia es el de la atracción que la Tierra ejer
ce sobre una partícula situada en su superficie. La fuerza F  ejercida por 
la Tierra sobre la partícula se define como el peso W de la partícula. To
mando M igual a la masa de la Tierra, rn igual a la masa de la partícula, 
y r  igual al radio R de la Tierra e introduciendo la constante

c: m

R2
(1.3)

la magnitud W  del peso de una partícula de masa m puede expresar-
se como1

W  — mg (1.4)

Fotografía 1.2 Cuando están en la órbita 
terrestre, se dice que las personas y los objetos 
no tienen peso, aun cuando la fuerza 
gravitacional que actúa sobre ellos es 
aproximadamente 90% de la que se experimenta 
en la superficie de la Tierra. Esta aparente 
contradicción se resolverá en el capítulo 12, 
cuando se aplica la segunda ley de Newton al 
movimiento de partículas.

El valor de R en la fórmula (1.3) depende de la elevación del punto 
considerado; también depende de su latitud, puesto que la Tierra no 
es realmente esférica. Así que el valor de g varía con la posición del 
punto en cuestión. Mientras el punto permanezca sobre la superficie 
de la Tierra, en la mayoría de los cálculos de ingeniería es suficiente
mente preciso suponer que g es igual a 9.81 m/s o 32.2 ft/s2.

Los principios que se acaban de enunciar se irán explicando en el 
curso del estudio de la mecánica conforme sea necesario. El estudio 
de la estática de partículas se realiza en el capítulo 2 y se basa sólo en 
la ley del paralelogramo para la adición y en la primera lev de New
ton. El principio de transmisibilidad se expondrá en el capítulo 3, al 
comenzar el estudio de la estática de cuerpos rígidos, y la tercera ley 
de Newton se expone en el capítulo 6, cuando se analicen las fuerzas 
ejercidas entre los diferentes elementos que forman una estructura. En 
el estudio de la dinámica se introducirán la segunda ley de Newton v 
la ley de gravitación. Allí se mostrará que la primera ley de Newton es 
1111 caso particular de la segunda ley (sección 12.2), y que el principio 
de transmisibilidad podría derivarse de los otros principios y por lo mis-

'Una definición más precisa del peso W debe tomar en cuenta la rotación de la Tierra.



mo quedar eliminado (sección 16.5). Por ahora, las primera y tercera 1-3- Sistemas de unidades 5
leyes de Newton, la ley del paralelogramo para la adición y el princi
pio de transmisibilidad proporcionarán las bases necesarias y suficien
tes para el estudio completo de la estática de partículas, de cuerpos rí
gidos y de sistemas de cuerpos rígidos.

Como se dijo antes, los seis principios fundamentales enunciados 
antes se basan en la evidencia experimental. A excepción de la primera 
ley de Newton y el principio de transmisibilidad, todos son principios in
dependientes y no se pueden obtener matemáticamente de los demás ni 
de cualquier otro principio físico elemental. En ellos descansa la mayor 
parte de la intrincada estructura de la mecánica newtoniana. La aplica
ción de estos principios fundamentales ha permitido resolver, por más 
de dos siglos, un gran número de problemas relacionados con las condi
ciones de reposo y movimiento de cuerpos rígidos, cuerpos deformables 
y fluidos. Muchas de las soluciones obtenidas pueden comprobarse me
diante experimentos que proporcionan una verificación ulterior de los 
principios en que se basaron. Fue sólo hasta el siglo pasado que se en
contró que la mecánica de Newton tiene deficiencias en el estudio del 
movimiento de los átomos y en el de ciertos planetas, y que debe com
plementarse con la teoría de la relatividad. Pero en la escala humana o 
en la escala de la ingeniería, donde las velocidades son mucho más pe
queñas que la velocidad de la luz, la mecánica de Newton aún no ha si
do refutada.

1.3. SISTEMAS DE UNIDADES

Con los cuatro conceptos fundamentales introducidos en la sección an
terior se asocian las llamadas unidades cinéticas, es decir, las unidades 
de longitud, tiempo, masa y fuerza. Estas unidades no pueden escoger
se de manera independiente si la ecuación (1.1) ha de satisfacerse. Tres 
de ellas pueden definirse en forma arbitraria; se les llama unidades bá
sicas. La cuarta unidad, en cambio, debe escogerse de acuerdo con la 
ecuación (1.1) y se le identifica como unidad derivada. Se dice que las 
unidades cinéticas así seleccionadas forman un sistema congruente de 
unidades.

Sistema Internacional de Unidades (Unidades del SI).' En
este sistema, que será de viso universal cuando Estados Unidos com
plete su conversión, las unidades básicas son las de longitud, masa v 
tiempo, y se llaman, respectivamente, metro (m), kilogramo (kg) y se
gundo (s). Las tres están definidas de manera arbitraria. El segundo, 
que de manera original se eligió para representar 1/86 400 del día so
lar medio, se define ahora como la duración de 9 192 631 770 ciclos 
de la radiación emitida en la transición entre dos niveles del estado 
fundamental del átomo de ccsio-133. El metro, definido en forma ori
ginal como la diezmillonésima parte de la distancia del ecuador a un 
polo, se define ahora como 1 650 763.73 longitudes de onda de la luz 
naranja-roja correspondiente a cierta transición en un átomo de crip- 
tón-86. El kilogramo, que es aproximadamente igual a la masa de 0.001 
m3 de agua, se define como la masa de 1111 patrón de platino-iridio que 
se conserva en la Oficina Internacional de Pesos v Medidas en Sévres, 
cerca de París, Francia. La unidad de fuerza es una unidad derivada y 
se llama newton (N). Se le define como la fuerza que proporciona una

'S I significa Systéme International d ’Unités (francés).



g  Introducción aceleración de 1 m/s2 a una masa de un kilogramo (figura 1.2). A par
tir de la ecuación (1.1) se escribe

1 N = (1 kg)(l m/s2) = 1 kg • m/s2 (1.5)

Se dice que las unidades del SI forman un sistema absoluto de unida
des; esto significa que las tres unidades básicas seleccionadas son in
dependientes del lugar en donde se utilicen las medidas. El metro, el 
kilogramo y el segundo se pueden usar en cualquier lugar de la Tierra; 
incluso pueden usarse en otro planeta y siempre tendrán el mismo sig
nificado.

El peso de un cuerpo, o la fuerza de gravedad ejercida sobre él, 
debe expresarse en newtons, como cualquier otra fuerza. De la ecua
ción (1.4) se obtiene que el peso de un cuerpo de masa 1 kg (figura 
1.3) es

\V = mg
=  (1 kg)(9.81 m/s2)
= 9.81 N

Los múltiplos y submúltiplos de las unidades fundamentales del SI 
se pueden obtener con el uso de los prefijos que se definen en la ta
bla 1.1. Los múltiplos y submúltiplos de las unidades de longitud, ma
sa y fuerza de mayor uso en ingeniería son, respectivamente, el kiló
metro (km) y el milímetro (mm); el megagramo' (Mg) y el gramo (g); 
y el kilonewton (kN). De acuerdo con la tabla 1.1, se tiene

Figura 1.3 1 km = 1 000 m 1 mm = 0.001 m
1 Mg = 1 000 kg 1 g = 0.001 kg 

1 kN = 1 000 N

La conversión de estas unidades a metros, kilogramos y newtons, res
pectivamente, puede realizarse con sólo recorrer el punto decimal 
tres lugares a la derecha o a la izquierda. Por ejemplo, para convertir 
3.82 km en metros, se recorre el punto decimal tres lugares a la dere
cha:

3.82 km = 3 820 m

En forma semejante, 47.2 mm se convierten en metros recorriendo el 
punto decimal tres lugares a la izquierda:

47.2 mm = 0.0472 in

Con el uso de la notación científica, se puede escribir

3.82 km = 3.82 X 103 m
47.2 mm = 47.2 X 10 3 m

Los múltiplos de la unidad de tiempo son el minuto (min) y la hora 
(h). Puesto que 1 min = 60 s y 1 li =  60 min = 3 600 s, estos múlti
plos no pueden convertirse tan fácilmente como los otros.

a  -  1 m/s2

Figura 1.2

'También conocida como tonelada métrica.



Tabla 1.1. Prefijos del SI 1.3. Sistemas de unidades "J

Factor multiplicativo Prefijo Símbolo

1 000 000 000 000 = 1012 tera T
1 000 000 000 = 10S) g>ga C

1 000 000 = 10fi mega M
1 000 = 103 kilo k

100 - 102 hecto' h
10 = 10' deca1 da

0.1 = 10-1 deci' d
0.01 = 10-2 centi' c

0.001 — 10-3 m ili m
0.000 001 — 10-8 micro

0.000 000 001 = io ~ 9 nano n
O.(XX) 000 000 001 = 10-12 pico P

0.000 (KK) 000 000 001 = 10- '3 femto f
0.000 (KK) (KK) (KX> 000 001 = 10“ 18 ato a

’Debe evitarse el uso de estos prefijos, excepto en las medidas de áreas y volúmenes y para 
el uso no técnico del centímetro, como en las medidas referentes a la ropa y al cuerpo.

Con el uso del múltiplo o submúltiplo adecuado de cierta unidad, 
se puede evitar la escritura de números muy grandes o muy pequeños. 
Por ejemplo, por lo general se escribe 427.2 km en lugar de 427 200 
m, y 2.16 mm en lugar de 0.002 16 m.1

Unidades de área y volumen. La unidad de área es el rnetro 
aladrado  (m2), que representa el área de un cuadrado de 1 m de la
do; la unidad de volumen es el metro cúbico (m3), que es igual al vo
lumen de un cubo de 1 m de lado. Para evitar valores numéricos ex
cesivamente pequeños o demasiado grandes en el cálculo de áreas y 
volúmenes, se usan sistemas de subunidades que se obtienen elevan
do, respectivamente, al cuadrado y al cubo no sólo el milímetro sino 
también dos submúltiplos intermedios del metro, llamados decímetro 
(dm) y centímetro (cm). Entonces, por definición,

1 dm = 0.1 m =  10“1 m 
1 cm = 0.01 m = 10 2 m 
1 mm = 0.001 m = 10“3 m

los submúltiplos de la unidad de área son

1 dm2 = (1 dm)2 = (10“1 m)2 = 10~2 m2 

1 cm2 =  (1 cm)2 = (10-2 m)2 = 10~4 m2 

1 mm2 = (1 mm)2 = (10~3 m)2 = 10 6 m2

y los submúltiplos de la unidad de volumen son

1 dm3 = (1 dm)3 = (10“ ' m)3 = 10~3 ni3 

1 cm3 =  (1 cm)3 =  (10~2 m)3 =  10“ 6 m3 

1 mm3 =  (1 mm)3 =  (10 "3 m)3 =  10“ 9 m3

f Debe observarse que cuando se usan más de cuatro dígitos a ambos lados del punto de
cimal para expresar una cantidad en unidades del SI (como en 427 200 m o en 0.002 16 m) 
deben usarse espacios, no comas, para separar los dígitos en grupos de tres. Esto es con 
el fin de evitar contusiones con la coma, que se usa en muchos países en lugar del punto de
cimal.



8 introducción . Debe notarse que cuando se mide el volumen de un líquido, el decí
metro cúbico (dm3) se conoce en forma usual como un litro (L).

En la tabla 1.2 se muestran otras unidades derivadas del SI, que 
se usan para medir el momento de una fuerza, el trabajo de una fuer
za, etc. Aunque estas unidades se introducirán en capítulos posterio
res conforme se vayan necesitando, es necesario describir una regla im
portante en esta fase: cuando se obtiene una unidad derivada con la 
división de una unidad básica entre otra unidad básica, debe usarse un 
prefijo en el numerador de la unidad derivada pero no en su denomi
nador. Por ejemplo, la constante k de un resorte que se elonga 
20 mm bajo una carga de 100 N se expresará como

100 N 100 N
k = — ------  = — ■ —  = 5 000 N/rn o k = 5 kX/m

20 mm 0.020 m

pero nunca como k = 5 N'/mm.

Unidades de uso común en Estados Unidos. La mayoría de 
los ingenieros practicantes estadounidenses todavía utiliza un sistema en 
el que las unidades básicas son las unidades de longitud, fuerza y tiempo. 
Estas unidades son, respectivamente, el pie (ft), la libra (Ib) y el segundo 
(s). El segundo es idéntico a la correspondiente unidad del SI. El pie se 
define como 0.3048 m. La libra se define como el peso de un patrón 
de platino, llamado libra estándar, que está en el National Institute

Tabla 1.2. Principales unidades del SI usadas en mecánica

Cantidad Unidad Símbolo Fórmula

Aceleración Metro por segundo 
al cuadrado

m/s2

Angulo Radián rad »

rad/s2Aceleración angular Radián por segundo 
al cuadrado

Velocidad angular Radián por segundo rad/s
Area Metro cuadrado m2
Densidad Kilogramo por 

metro cúbico
kg/m'5

Energía Joule .1 N • m
Fuerza Newton N kg • rn/s2
Frecuencia Hertz Ilz s-1
Impulso N ewton-segundo kg • m/s
Longitud Metro m i
Masa Kilogramo k§

i
Momento do una fuer/a Newton-metro N • m
Potencia Watt W J's
Presión Pascal Pa N/m2
Esfuerzo Pascal Pa N/m2
Tiempo Segundo s t

Velocidad Metro por segundo m/s
Volumen

Sólidos Metro cúbico
I .líquidos Litro L 10 m3

Trabajo Joule J N • m

1 Unidad suplementaria (1 revolución =  2 t t  rad =  360°.!. 
'Unidad básica.



of Standards and Technology en las afueras de Washington, su masa es 
de 0.453 592 43 kg. Como el peso de un cuerpo depende de la atracción 
gravitacional de la Tierra, la cual varía con la ubicación, se especifica 
que la libra estándar debe estar localizada al nivel del mar y a una la
titud de 45° para definir en forma apropiada una fuerza de una libra. 
Es claro que las unidades de uso común en Estados Unidos no forman 
un sistema de unidades absoluto. Por su dependencia de la atracción 
gravitacional de la Tierra constituyen un sistema de unidades gravita
cional.

Aun cuando la libra estándar se emplea también como unidad de 
masa en transacciones comerciales en Estados Unidos, no puede usar
se así en cálculos de ingeniería, debido a que no sería consistente con 
las unidades básicas definidas en el apartado anterior. De hecho, cuan
do una fuerza de 1 Ib actúa sobre la libra estándar, es decir, cuando es
tá sujeta a la gravedad, recibe la aceleración de la gravedad, g = 32.2 
ft/s (figura 1.4), ésta no es la unidad de aceleración que se requiere 
según la ecuación (1.1). La unidad de masa consistente con el pie, la 
libra y el segundo es la masa que recibe una aceleración de 1 ft/s2 al 
aplicársele una fuerza de 1 Ib (figura 1.5). Esta unidad, algunas veces 
llamada slug, puede derivarse de la ecuación F  = ma después de sus
tituir 1 Ib y 1 ft/s para F y a, respectivamente. Se escribe

1.3. Sistemas de unidades

Figura 1.4

F = ma 1 Ib = (1 slug)(l ft/s2)

se obtiene

1 slug
1 Ib
1 ft/s'2

= 1 Ib • s2/ft ( 1.6)

Comparando las figuras 1.4 y 1.5 se concluye que el slug es una masa 
32.2 veces mayor que la masa de la libra estándar.

El hecho de que en el sistema de uso común en Estados Unidos, 
los cuerpos se caractericen por su peso en libras en lugar de por su ma
sa en singa, será ventajoso en el estudio de la estática, en donde se tra
tará en forma continua con pesos u otras fuerzas, y sólo en ocasiones 
con masas. Sin embargo, en el estudio de la dinámica, donde intervie
nen fuerzas, masas y aceleraciones, la masa m de un cuerpo se expre
sará en slugs cuando su peso W  este dado en libras. Recordando la 
ecuación (1.4) se escribe

m =
W

g
(1.7)

donde g es la aceleración de la gravedad (g = 32.2 ft/s2).
Otras inidades de uso común en Estados Unidos que se presentan 

en forma frecuente en problemas de ingeniería son la milla (mi), igual 
a 5 280 ft; la pulgada (in.), igual a 4  ft; y la kilolibra (kip), igual a una 
fuerza de 1 000 Ib. La tonelada se usa con frecuencia para represen
tar una masa de 2 000 Ib pero, al igual que la libra, debe convertirse a 
slugs en los cálculos de ingeniería.

La conversión en pies, libras y segundos de cantidades expresadas 
en otras unidades de uso común en Estados Unidos, en forma general 
es más complicada y requiere mayor atención que la operación corres
pondiente en las unidades del SI. Por ejemplo, si se da la magnitud de

Fotografía 1.3 La unidad de masa es la única 
unidad básica que aún se define con un patrón 
físico. En la actualidad se trabaja para 
reemplazar este patrón por uno basado en un 
fenómeno natural inalterable.

a  = I Ít/S2

Figura 1.5



10 Introducción una velocidad como v = 30 mi/h, se convierte en ft/s de la siguiente 
manera. Primero se escribe

Fotografía 1.4 No se puede exagerar la impor
tancia de incluir unidades en todos los cálculos. 
Se encontró que el satélite climatológico para 
Marte, con un costo de 125 millones de dólares, 
falló al ingresar a la órbita alrededor de Marte 
porque el principal contratista había proporciona
do el equipo de navegación con datos operativos 
basados en unidades de uso común en Estados 
Unidos, en lugar de las especificaciones del SI.

mi
v =  S O -  

li

Puesto que se quieren convertir millas en pies, se debe multiplicar el 
miembro derecho de la ecuación por una expresión que contenga mi
llas en el denominador y pies en el numerador. Pero, como no se quie
re cambiar el valor del miembro derecho, la expresión implicada debe 
tener un valor igual a uno; el cociente (5 280 ft)/(l mi) es una expre
sión de este tipo. Haciendo una operación semejante para transformar 
la unidad hora en segundos, se escribe

mi \/5 280 ft\/ 1 li 
3 0 -

1 mi J\ 3 000 s

Realizando los cálculos numéricos y cancelando las unidades que apa
recen tanto en el numerador como en el denominador, se obtiene

ft
c = 44 — = 44 ft/s 

s

1.4. CONVERSIÓN DE UN SISTEMA DE UNIDADES A OTRO

Existen muchas situaciones en las que un ingeniero necesita convertir 
en unidades del SI un resultado numérico obtenido en unidades de uso 
común en Estados Unidos o viceversa. Como la unidad de tiempo es 
la misma en ambos sistemas, sólo se necesita convertir dos unidades 
cinéticas básicas y, puesto que todas las otras unidades cinéticas pue
den derivarse de estas unidades básicas, sólo se requiere recordar dos 
factores de conversión.

Unidades de longitud. Por definición, la unidad de longitud de 
uso común en Estados Unidos es

1 ft = 0.3048 m (1.8)

De aquí se tiene que

1 mi = 5 280 ft = 5 280(0.3048 in) = 1 609 m

o bien

1 mi = 1.609 km (1.9)

También

1 in. = ±  ft =  ¿(0.3048 m) = 0.0254 m

o bien

1 in. = 25.4 mm (1.10)

Unidades de fuerza. Recordando que la unidad de fuerza de 
uso común en Estados Unidos (la libra) se define como el peso de una 
libra estándar (de masa 0.4536 kg) al nivel del ruar y a una latitud de 
45° (donde g = 9.807 m/s2) y usando la ecuación (1.4), se escribe



W  = mg
1 Ib = (0.4536 kg)(9.807 m/s2) = 4.448 kg • m/s2

o, recordando la ecuación (1.5),

1 Ib = 4.448 N (1.11)

Unidades de masa. La unidad de masa de uso común en Es
tados Unidos (el slug) es una unidad derivada. Así, con el uso de las 
ecuaciones (1.6), (1.8) y (1.11), se puede escribir

y por medio de la ecuación (1.5),

1 slug = 1 Ib • s2/ft =  14.59 kg (1.12)

Aunque no puede usarse como unidad consistente de masa, recordan
do que la masa de la libra estándar es, por definición,

1 libra masa = 0.4536 kg (1.13)

Esta constante se puede usar para determinar la masa en unidades del 
SI (kilogramos) de un cuerpo que esté caracterizado por su peso en 
unidades de uso común en Estados Unidos (libras).

Para convertir una unidad derivada de uso común en Estados Uni
dos en unidades del SI, simplemente se multiplica o se divide por los 
factores de conversión apropiados. Por ejemplo, para convertir el mo
mento de una fuerza que ha sido encontrada como M = 47 Ib • in. en 
unidades del SI, se usan las fórmulas (1.10) y (1.11) y se escribe

M = 47 Ib • in. = 47(4.448 N)(25.4 mm)
= 5 310 N • mm = 5.31 N • m

L< >s factores de conversión dados en esta sección se pueden usar 
también para convertir un resultado numérico obtenido en las unida
des del SI a unidades de uso común en Estados Unidos. Por ejemplo, 
si el momento de una fuerza se encontró como M = 40 N • m, con el 
procedimiento usado en el último párrafo de la sección 1.3, se escribe

M = 40 N • m = (40 N • m)| 1 lb V  1 ft
4.448 N )\ 0.3048 m

Al realizar los cálculos numéricos y cancelar las unidades que apare
cen tanto en el numerador como en el denominador, se obtiene

M = 29.5 lb • ft

Las unidades de uso común en Estados Unidos que se emplean 
con mayor frecuencia en la mecánica, y sus equivalentes en las unida
des del SI, se enlistan en la tabla 1.3.

1.5. MÉTODO PARA LA SOLUCIÓN DE PROBLEMAS

Un problema en mecánica debe abordarse de la misma manera en que se 
plantearía un problema real de ingeniería. Si se toma como base la 
experiencia y la intuición propias, será más fácil entender y formular el 
problema. Sin embargo, una vez que el problema se ha establecido en for
ma clara, no hay sitio para suposiciones particulares. La solución se debe 
basaren los seis principios fundamentales establecidos en la sección 1.2 o

1.5. Método para la solución de problemas 11



■J 2  Introducción • Tabla 1.3. Unidades de uso común en Estados Unidos 
y sus equivalencias en unidades del SI

Cantidad Unidad de uso común en EU Equivalente del SI

Aceleración ft/s2 0.3048 m/s2
in./s2 0.0254 m/s2

Area ft2 0.0929 m2
in.2 645.2 mm2

Energía ft • lb 1.356 J
Fuerza kip 4.448 kN

Ib 4.448 N
oz 0.2780 X

Impulso II) -s 4.448 N • s
Longitud ft 0.3048 m

in. 25.40 mm
mi 1.609 km

Masa oz masa 28.35 g
lb masa 0.4536 kg
slug 14.59 kg
ton 907.2 kg

Momento de una fuerza lb • ft 1.356 N • m

Momento de inercia
lb ■ in. 0.1130 N • m

de un área in.4 0.4162 X 10fi mm4
de una masa Ib • ft - s2 1.356 kg • m2

Cantidad de movimiento lb - s 4.448 kg • m/s
Potencia ft • Ib/s 1.356 W

lip 745.7 W
Presión o esfuerzo lb/ft2 47.88 Pa

Ib/in.2 (psi) 6.895 kPa
Velocidad ft/s 0.3048 m/s

in./s 0.0254 m/s
mi/h (mph) 0.4470 m/s
mi/h (mph) 1.609 km/li

Volumen ft3 0.02832 m3
in.5 16.39 cm3

Líquidos gal 3.785 L
qt 0.9464 L

Trabajo ft • Ib 1.356 |

en los teoremas derivados de éstos. Cada paso debe estar justificado con 
estas bases. Deben seguirse reglas estrictas que conduzcan a la solución 
de una manera casi automática, sin dejar lugar para la intuición o “senti
mientos” particulares. Después de obtener una respuesta, ésta debe veri
ficarse. Aquí, de nuevo, se puede utilizar el sentido común y la experien
cia personal. Si el resultado obtenido no es completamente satisfactorio, 
debe verificarse en forma cuidadosa la formulación del problema, la vali
dez del método utilizado para su solución y la exactitud de los cálculos.

El planteamiento de un problema debe ser claro y preciso y con
tener los datos proporcionados, así como indicar la información que se 
requiere. Debe incluirse un dibujo claro que muestre todas las canti
dades involucradas, así como un diagrama para cada uno de los cuer
pos que participan, que indique en forma clara las fuerzas que actúan 
sobre ellos. A estos diagramas se les conoce como diagramas de cuer
po libre y se describirán en detalle en las secciones 2.11 y 4.2.

Los principios fundamentales de la mecánica que se eidistan en la 
sección 1.2 se emplean para escribir ecuaciones que expresen las con-



(liciones de reposo o movimiento de los cuerpos considerados. Cada 
ecuación debe estar relacionada en forma clara con uno de los diagra
mas de cuerpo libre. Después se procederá a resolver el problema, ob
servando en forma estricta las reglas usuales de álgebra y con el regis
tro minucioso de los diferentes pasos dados.

Después de haber obtenido la respuesta, ésta debe comprobarse 
con todo cuidado. Con frecuencia se pueden detectar errores en el ra
zonamiento mediante la verificación de las unidades. Por ejemplo, pa
ra determinar el momento de una fuerza de 50 N sobre un punto a
0.60 m de su línea de acción, se escribiría (sección 3.12)

M = Fd =  (50 N)(0.60 m) = 30 N • in

La unidad N • m que se obtiene al multiplicar newtons por metros es 
la unidad correcta para el momento de una fuerza; si se hubiera obte
nido alguna otra unidad, se sabría que se cometió un error.

Los errores de cálculo por lo general se encontrarán al sustituir los 
valores numéricos en una ecuación que no haya sido usada y verificar 
si la ecuación es correcta. No es posible exagerar la importancia de los 
cálculos correctos en ingeniería.

1.6. EXACTITUD NUMÉRICA

La exactitud en la solución de un problema depende de dos factores: 
1) la exactitud de los datos proporcionados y 2) la de los cálculos de
sarrollados.

La solución no puede ser más exacta que el menos exacto de es
tos dos factores; por ejemplo, si se sabe que la carga de un puente 
es de 75 000 11) con un posible error de 100 lb, el error relativo que 
mide el grado de precisión del dato es

100 lb„ = 0.0013 = 0.13 por ciento 
75 000 lb 1

Entonces, al calcular la reacción en uno de los soportes del puente no 
tendría sentido anotarla como 14 322 lb. La exactitud de la solución 
no puede ser mayor de 0.13 por ciento, sin importar con qué exacti
tud se realicen los cálculos, y el error posible en la respuesta puede ser 
tan grande como (0.13/100)(14 322 Ib)5=5 20 lb. La respuesta debería 
escribirse como 14 320 ±  20 lb.

En los problemas de ingeniería los datos rara vez se conocen con 
una exactitud mayor a 0.2 por ciento, por lo que casi nunca se justifi
ca escribir las respuestas a dichos problemas con una exactitud mayor 
a 0.2 por ciento. Un criterio práctico es utilizar 4 cifras para registrar 
números que inicien con un “1” y 3 cifras en todos los otros casos. 
A menos que se indique otra cosa, los datos proporcionados en un 
problema deben asumirse como conocidos con un grado de exactitud 
comparable. Por ejemplo, una fuerza de 40 lb se debería leer 40.0 lb, 
y una fuerza de 15 lb se debería leer 15.00 lb.

Los ingenieros y estudiantes de ingeniería comúnmente usan las 
calculadoras electrónicas de bolsillo. La exactitud y velocidad de éstas 
facilita los cálculos numéricos en la solución de muchos problemas. Sin 
embargo, los estudiantes no deben registrar más cifras significativas de 
las que se pueden justificar, sólo porque éstas se pueden obtener fácil
mente. Como se mencionó con anterioridad, una exactitud mayor que
0.2 por ciento rara vez es necesaria o significativa en la solución de pro
blemas prácticos de ingeniería.

1.6. Exactitud numérica 13
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Figura 2.1

2.1. INTRODUCCIÓN

En este capítulo se estudiará el efecto de las fuerzas que actúan so
bre las partículas. Primero se aprenderá a sustituir dos o más fuerzas 
que actúan sobre una partícula por una sola fuerza que tenga el mis
mo efecto que ellas. Esta fuerza equivalente sola es la remítante de las 
fuerzas varias que actúan sobre la partícula. Después se derivarán las 
relaciones que existen entre las distintas fuerzas que actúan sobre una 
partícula en un estado de equilibrio y se usarán para determinar algu
nas de las fuerzas que actúan sobre dicha partícula.

El uso de la palabra partícula no significa que este capítulo se li
mite al estudio de pequeños corpúsculos. Quiere decir que el tamaño 
y la forma de los cuerpos en consideración no afectará en la solución 
de los problemas tratados en este capítulo, y que todas las fuerzas 
ejercidas sobre un cuerpo dado se supondrán aplicadas en un mismo 
punto. Puesto que tal suposición se verifica en muchas aplicaciones 
prácticas, se podrán resolver un buen número de problemas de inge
niería.

La primera parte de este capítulo está dedicada al estudio de las 
fuerzas obtenidas en un mismo plano y la segunda al anáÜsis de las fuer
zas en el espacio tridimensional.

FUERZAS EN UN PLANO

2.2. FUERZA SOBRE UNA PARTÍCULA. 
RESULTANTE DE DOS FUERZAS

Una fuerza representa la acción de un cuerpo sobre otro y se caracte
riza por su punto de aplicación, magnitud o módulo y dirección. Pero 
las fuerzas sobre una partícula tienen el mismo punto de aplicación. 
Por tanto, cada fuerza considerada en este capítulo estará completa
mente definida por su magnitud o módulo y dirección.

La magnitud o módulo de una fuerza se caracteriza por cierto nú
mero de unidades. Como se indicó en el capítulo 1, las unidades del 
SI usadas por los ingenieros para medir la magnitud de una fuerza son 
el newton (N) y su múltiplo el ldlonewton (kN), igual a 1 000 N, mien
tras que las unidades del sistema de uso común en Estados Unidos, 
empleadas con el mismo fin, son la libra (lb) y su múltiplo la kilolibra 
(kip), igual a 1 000 lb. La dirección de una fuerza se define por la lí
nea de acción y el sentido de la fuerza. La línea de acción es la línea 
recta infinita a lo largo de la cual actúa la fuerza; se caracteriza por el 
ángulo que forma con algún eje fijo (figura 2.1).
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La fuerza en sí se representa por un segmento de esa línea; me
diante el uso de una escala apropiada, puede escogerse la longitud de 
este segmento para representar la magnitud de la fuerza. Finalmente, 
el sentido de la fuerza debe indicarse por una punta de flecha. En la 
definición de una fuerza es importante indicar su sentido. Dos fuerzas 
como las mostradas en las figuras 2.1 a y b, que tienen la misma mag
nitud y la misma línea de acción pero diferente sentido, tendrán efec
tos opuestos sobre una partícula.

La evidencia experimental muestra que dos fuerzas P y Q que 
actúan sobre una partícula A (figura 2.2a) pueden sustituirse por 
una sola fuerza R que produce el mismo efecto sobre la partícula 
(figura 2.26'). A esta fuerza se le llama remítante de las fuerzas P 
y Q y puede obtenerse, como se muestra en la figura 2.2b. constru
yendo un paralelogramo con P y Q como lados. Tm diagonal que 
pasa por A representa la remítante. Esto se conoce como la ley del 
paralelogramo para la adición de dos fuerzas, y se basa en la eviden
cia experimental; no puede probarse ni derivarse de manera matemá
tica.

2.3. VECTORES

En apariencia las fuerzas no obedecen las reglas de la adición defini
das en la aritmética o en el álgebra ordinaria. Por ejemplo, dos fuer
zas que actúan formando un ángulo recto, una de 4 lb y otra de 3 II), 
suman una fuerza de 5 Ib v no una de 7 lb. La fuerzas no son las úni- 
cas cantidades que siguen la ley del paralelogramo para la adición. Co
mo se verá más adelante, los desplazamientos, velocidades, aceleracio
nes y momentos son otros ejemplos de cantidades físicas que poseen 
magnitud y dirección y que se suman siguiendo la ley del paralelogra
mo. Estas cantidades pueden representarse matemáticamente por vec
tores, mientras que aquellas cantidades físicas que no tienen direc
ción, como volumen, masa o  energía se representan por números ordi
narios o escalares.

Los vectores se definen como expresiones matemáticas que po
seen magnitud, dirección y sentido, los cuales se suman de acuerdo 
con la ley del paralelogramo. Los vectores se representan por fle
chas en las ilustraciones y se distinguen de las cantidades escalares 
en este texto mediante el uso de negritas (P). En la escritura a mano, 
un vector puede caracterizarse dibujando una pequeña flecha arriba 
de la letra usada para representarlo (P) o subrayando la letra (P). La 
magnitud de un vector determina la longitud de la flecha correspon
diente. En este libro se usarán letras cursivas para representar la 
magnitud de un vector. Así, la magnitud del vector P se representa 
como P.

Un vector con el que se representa una fuerza que actúa sobre una 
partícula tiene un punto de aplicación bien definido, a saber, la partí
cula misma. A tal vector se le llama vector fijo  o ligado, y no puede 
cambiarse su posición sin modificar las condiciones del problema. Sin 
embargo, otras cantidades físicas, como los pares (véase capítulo 3), se 
pueden representar por vectores que pueden moverse libremente en 
el espacio; a estos vectores se les conoce como libres. Existen otras can
tidades físicas, como las fuerzas sobre un cuerpo rígido (véase capítu
lo 3), que están representadas por vectores que pueden moverse o res-

2.3. Vectores 17
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Figura 2.4

-P

Figura 2.5

Figura 2.6

balar a lo largo de su línea de acción; a éstos se les conoce como vec
tores deslizantes. ’

Dos vectores de la misma magnitud, dirección y sentido se dice 
que son iguales, tengan o no el mismo punto de aplicación (figura 2 .4); 
los vectores iguales pueden representarse por la misma letra.

El vector negativo de un vector P se define como aquel que tiene 
la misma magnitud que P y una dirección opuesta a la de P (figura 2.5); 
el negativo del vector P se representa por — P. A los vectores P y - P  
se les llama vectores iguales y opuestos. Se tiene

P +  ( - P )  =  0

2.4. ADICION O SUMA DE VECTORES

En la sección anterior se vio que. por definición, los vectores se suman 
de acuerdo con la ley del paralelogramo. Así, la suma de dos vectores 
P y Q se obtiene uniendo los dos vectores al mismo punto A y cons
truyendo un paralelogramo que tenga por lados a P y a Q (figura 2.6). 
La diagonal que pasa por A representa la suma vectorial de P y Q, y 
se representa por P + Q. El hecho de que el signo + se use para re
presentar tanto la suma vectorial como la escalar no debe causar nin
guna confusión, si las cantidades vectoriales y escalares siempre se dis
tinguen con cuidado. De esta manera, se debe notar que la magnitud 
del vector P + Q rio es, en general, igual a la suma l’ + Q de las mag
nitudes de los vectores P y Q.

Puesto que el paralelogramo construido con los vectores P y Q no 
depende del orden en que P y Q se seleccionen, se concluye que la 
adición de dos vectores es conmutativa, y se escribe

P + Q =  Q + P (2.1)

A partir de la ley del paralelogramo se puede obtener otro mé
todo para determinar la suma de dos vectores. Este método llamado

'Algunas expresiones tienen magnitud y dirección pero no se suman de acuerdo con la 
ley del paralelogramo. Aunque tales expresiones se pueden representar por medio de fle
chas, «o se pueden considerar vectores.

Un grupo de expresiones de este tipo son las rotaciones finitas de un cuerpo rígido. 
Coloque un libro cerrado enfrente de usted sobre una mesa de manera que se encuentre 
en la forma Habitual, con la portada hacia arriba y el lomo hacia la izquierda. Ahora rote el 
libro 180° con respecto a un eje paralelo al lomo (figura 2.3o); esta rotación puede ser re
presentada por una flecha orientada, como se muestra en la figura, cuya longitud es igual 
a 180 unidades. Tomando el libro tal y corno se encuentra en su nueva posición, rótelo

180°
a) b)

Figura 2.3 Rotaciones finitas de un cuerpo rígido



regla del triángulo se obtiene corno sigue: considérese la figura 2.6 , 
donde la suma de los vectores P v Q ha sido determinada por la ley 
del paralelogramo. Puesto que el lado del paralelogramo opuesto a 
Q es igual y Q en magnitud y dirección, se podría dibujar sólo la 
mitad del paralelogramo (figura 2.1a). De esta manera, la suma de 
los dos vectores puede encontrarse colocando P y Q de punta a cola 
y uniendo la cola de P con la punta de Q. En la figura 2.7b  se con
sidera la otra mitad del paralelogramo y se obtiene el mismo resul
tado. Esto confirma el hecho de que la suma vectorial es conmuta
tiva.

La resta de un vector se define como la adición del vector negati
vo correspondiente. De manera que el vector P — Q que representa 
la diferencia de los vectores P y Q se obtiene agregándole a P el vec
tor negativo — Q (figura 2.8). Se escribe

2.4. Adición o suma de vectores 19

P - Q  = P + ( - Q ) (2 .2 )

Aquí se debe observar otra vez que aunque se usa el mismo signo pa
ra representar tanto la sustracción vectorial como la escalar, se evita
rán confusiones si se tiene cuidado en distinguir entre cantidades vec
toriales y escalares.

Ahora se considerará la suma de tres o más vectores. La suma de 
tres vectores P, Q y S se obtendrá por definición, sumando primero 
los vectores P y Q y agregando el vector S al vector P + Q. De mane
ra que

b)
Figura 2.7

a) b)

Figura 2.8

P + Q + S = (P + Q) + S (2.3)

En forma semejante, la suma de cuatro vectores se obtiene agregando 
el cuarto vector a la suma de los tres primeros. Por consiguiente, la su
ma de cualquier número de vectores se puede obtener al aplicar en 
forma repetida la ley del paralelogramo a pares sucesivos de vectores, 
hasta que todos los vectores sean sustituidos por uno solo.

ahora 180° alrededor de un eje horizontal perpendicular al lomo (figura 2.3b)\ esta segunda 
rotación puede ser representada por medio de una flecha cuya longitud es igual a 180 
unidades, orientada como se muestra en la figura. Sin embargo, el libro podría haberse 
colocado en esta posición final aplicando una sola rotación de 180° con respecto a un eje 
vertical (figura 2.3c). Se concluye que la suma de las dos rotaciones de 180° representadas 
por flechas rígidas, respectivamente, a lo largo de los ejes z y x, es una rotación de 180° 
representada por una flecha dirigida a lo largo del eje y (figura 2.3d). Es obvio que las rota
ciones finitas de un cuerpo rígido no obedecen la ley del paralelogramo para la adición; por 
tanto, óstas no pueden ser representadas por medio de vectores.

, 1 SO

d)

Fotografía 2.1 Como se ha mostrado, puede 
usarse la ley del paralelogramo o bien la regla 
del triángulo para determinar la fuerza resultante 
ejercida por los dos cables largos que cuelgan 
del gancho.



20 Estática de panículas Si los vectores dados son coplanares, es decir, si están contenidos 
en el mismo plano, su suma puede obtenerse fácilmente en forma grá
fica. En ese caso, se prefiere la aplicación repetida de la regla del trián
gulo en vez de la ley del paralelogramo. En la figura 2.9 la suma de los 
tres vectores P, Q y S se obtuvo de esta forma: la regla del triángulo se 
aplicó primero para obtener la suma P + Q de los vectores P y Q; 
y volvió a aplicarse para obtener la suma de los vectores P + Q y S. 
Sin embargo, la determinación del vector P + Q pudo haberse omiti
do; obteniéndose directamente la suma de los tres vectores, como se 
muestra en la figura 2.10, acomodando los vectores en lafortna de cola 
a punta y conectando la cola del primer vector con la punta del último. 
Esta se conoce como la regla del polígono para la adición de vectores.

Se observa que el resultado obtenido permanecerá sin cambio si, 
como se muestra en la figura 2.11, los vectores Q y S se hubieran reem
plazado por la suma de Q + S. Entonces se puede escribir

P +  Q  +  S =  (P +  Q) + S =  P +  (Q + S) (2.4)

esta ecuación expresa el hecho de que la adición de vectores es aso
ciativa. Es importante recordar que ya se demostró que la suma vec
torial de dos vectores es también conmutativa, por lo que se escribe

P + Q + S = (P + Q) + S = S + (P + Q) 
= S + (Q + P) = S + Q + P

(2.5)

Esta expresión, junto con otras que pudieran obtenerse en la misma 
forma, muestra que el orden en que se sumen varios vectores no im
porta (figura 2.12).

Producto de un escalar y un vector. Como es conveniente 
representar la suma P + P como 2P, a la suma P + P + P como 3P, 
y en general a la suma de n vectores P iguales como el producto nP, 
se definirá el producto nP de un entero positivo n y un vector P, co
mo un vector que tiene la misma dirección que P y magnitud ni’ (léa
se n veces P). Al ampliar esta definición para incluir a todos los esca
lares y si recordamos la definición de un vector negativo dada en la 
sección 2.3, se define el producto /cP de un escalar k y un vector P co
mo un vector que tiene la misma dirección y sentido que P (si k es po
sitivo), o la misma dirección pero sentido opuesto al de P (si k es ne
gativo) y una magnitud igual al producto de P y el valor absoluto de k 
(figura 2.13).

2.5. RESULTANTE DE VARIAS FUERZAS 
CONCURRENTES

Considérese una partícula A sujeta a varias fuerzas coplanares, es de
cir, a varias fuerzas contenidas en el mismo plano (figura 2 .14a). Co
mo todas estas fuerzas pasan por A, se dice que son concurrentes. Los 
vectores que representan las fuerzas que actúan sobre A pueden su
marse con la regla del polígono (figura 2.14//). Puesto que el uso de la 
regla del polígono es equivalente a la aplicación repetida de la ley del 
paralelogramo, el vector R obtenido representa la resultante de las fuer
zas concurrentes que intervienen, es decir, la fuerza que produce el 
mismo efecto sobre la partícula A que las fuerzas dadas. Como se in-



b)
Figura 2.14

2.6. Descomposición de una fuerza en sus 21 
componentes

dicó antes, no importa el orden en el que se sumen los vectores P, Q 
y S que representan las fuerzas sobre la partícula.

2.6. DESCOMPOSICIÓN DE UNA FUERZA 
EN SUS COMPONENTES

Se ha visto que dos o más fuerzas que actúan sobre una partícula pue
den sustituirse por una sola fuerza que produce el mismo efecto sobre 
la partícula. De la misma manera, una sola fuerza F  que actúa so
bre una partícula puede reemplazarse por dos o más fuerzas que pro
duzcan juntas el mismo efecto sobre la partícula. A estas fuerzas se les 
llama componentes de la fuerza original F, y al proceso de sustituirlas 
en lugar de F  se le llama descomposición de la fuerza F  en sus compo
nentes.

En este sentido, para cada fuerza F  existe un número infinito de 
conjuntos de componentes. Los conjuntos de dos componentes P )/ Q 
son los más importantes en cuanto a aplicaciones prácticas se refiere. 
Pero aun en este caso, el número de formas en las que una fuerza F  
puede descomponerse en sus componentes es ilimitado (figura 2.15). 
Dos casos son de especial interés:

1. Una de las dos componentes, P, se conoce. La segunda com
ponente, Q, se obtiene aplicando la regla del triángulo 
y uniendo la punta de P a la punta de F  (figura 2.16); la 
magnitud, la dirección y el sentido de Q se determinan 
gráficamente o por trigonometría. Una vez que Q se ha 
determinado, ambas componentes P y Q deben aplicarse 
en A.

2. Se conoce la línea de acción de cada una de las componentes. 
La magnitud y el sentido de las componentes se obtiene al 
aplicar la ley del paralelogramo y trazando líneas, por la pun
ta de F, paralelas a las líneas de acción dadas (figura 2.17). 
De esta forma se obtienen dos componentes bien definidas 
P y Q, que pueden determinarse gráficamente o por trigono
metría aplicando la ley de los senos.

Pueden encontrarse muchos otros casos; por ejemplo, cuando la 
dirección de una de las componentes se conoce y se busca que la mag
nitud de la otra sea lo más pequeña posible (véase problema resuelto 
2.2). En todos los casos se traza un triángulo o un paralelogramo ade
cuado que satisfaga las condiciones.

Figura 2.15

Figura 2.16

Figura 2.17
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Las dos fuerzas P y Q actúan sobre el pemo A. Determínese su resultante.
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SOLUCION
Solución gráfica. Dibuje a escala un paralelogramo con lados iguales 

a P y Q. La magnitud y la dirección de la resultante se miden y se encuen
tra que son

R = 98 N a  = 35° K = 98 N <Ü35° ^

También puede usarse la regla del triángulo. Las fuerzas P y Q se dibu
jan de punta a cola y otra vez se obtienen la magnitud y la dirección de la re
sultante por medición directa.

R = 98 N a  = 35° R = 98 N ¿¿35° <

Solución trigonométrica. Se usa otra vez la regla del triángulo; los 
dos lados y el ángulo de la resultante se conocen. Se aplica la ley de los co
senos.

R2 = P2 + Q2 -  2PQ eos B
R2 = (40 N)2 + (60 N)2 -  2(40 N)(60 N) eos 155°
R = 97.73 N

Ahora con la aplicación de la ley de los senos, se escribe

sen A _ senB sen A _ sen 155° ,
Q ~ R 6 N 97.73 N ( )

Al resolver la ecuación (1) para el seno de A, se tiene

(60 N) sen 155°
97.73 N

Con la calculadora se obtiene primero el cociente, luego su arco seno y el 
resultado es

A = 15.04° a  = 20° + A = .35.04°

Con el uso de tres cifras significativas para escribir el reultado (véase sección 
1.6):

R = 97.7 N ¿235.0° *

Solución trigonométrica alternativa. Se construye el triángulo rec
tángulo BCD y se calcula

CD = (60 N) sen 25° = 25.36 N 
BD = (60 N) eos 25° = 54.38 N

Al usar entonces el triángulo ACD, se obtiene

tan A = ¿  A = 15.04°
94.38 N

R = R = 97.73 N
sen A

Otra vez, a = 20° + A = a5.04° R = 97.7 N ^35.0° <
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PROBLEMA RESUELTO 2.2
Un lanchón es arrastrado por dos remolcadores. Si la resultante de las fuerzas 
ejercidas por los remolcadores es una fuerza de 5 ()00 lb dirigida a lo largo 
del eje del lanchón, determine: a) la tensión en cada una de las cuerdas, sa
biendo que a  — 45°, y b) el valor de a  tal que la tensión en la cuerda 2 sea 
mínima.
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SOLUCION
a) Tensión para a  = 45°. Solución gráfica. Se emplea la ley del 

paralelogramo; la diagonal (resultante) se sabe que es igual a 5 000 lb y que 
está dirigida hacia la derecha; los lados se dibujan paralelos a las cuerdas. Si 
el dibujo se hace a escala puede medirse

T, = 3 700 lb T., = 2 600 Ib <
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5 (XX) lb
•4*'
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•5 000 Ib

Solución trigonométrica. Puede usarse la regla del triángulo. Obsér
vese que el triángulo mostrado representa la mitad del paralelogramo que se 
presenta antes. Si se emplea la ley de los senos, se escribe

Ti 5 000 lb
sen 45° sen 30° sen 105°

Con la calculadora, primero se calcula y se almacena el valor del último 
cociente. Al multiplicar este valor sucesivamente por sen 45° y sen 30°, se 
obtiene

T, = 3 660 lb T2 = 2 590 Ib <

b) Valor de a  para T2 mínima. Para determinar el valor de a tal 
que la tensión de la cuerda 2 sea mínima se usa otra vez la regla del trián
gulo. En el esquema mostrado, la línea 1-1’ es la dirección de T|. Las líneas 
2-2’ indican varias direcciones posibles de T2. Observe que el mínimo va
lor de T2 ocurre cuando T i y T2 son perpendiculares. El valor mínimo de 
T2 es

T2 = (5 000 lb) sen 30° = 2 500 lb 

Los valores correspondientes de T\ y a  son

Ti = (5 000 lb) eos 30° = 4 330 lb 
a = 90° -  30° a  = 60°

¡ü



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

Las secciones anteriores estuvieron dedicadas a la ley del paralelogramo para la adi
ción de vectores.

Ahora se pedirá la resolución de problemas en forma independiente. Mientras que 
algunos problemas serán similares a los problemas resueltos otros no lo serán. Lo 
que tienen en común todos los problemas resueltos v los problemas propuestos co
rrespondientes a esta sección es que se pueden resolver con la aplicación directa 
de la ley del paralelogramo.

La solución de un problema propuesto debe basarse en los siguientes pasos:

1. Id en tifica r  cu áles  d e  las fu erz a s  son ap licad as  y cu á l es la  resultante. 
En muchas ocasiones es útil escribir la ecuación vectorial que muestra la forma en 
que las fuerzas están relacionadas entre sí. Por ejemplo, en el problema resuelto
2.1 se tendría

R = P + Q

Es deseable tener presente esta relación al momento de formular la siguiente parte 
de la solución.

2. D ibu jar  un p ara le log ram o  con  las fu erz a s  ap licad as  com o dos lad os  ad 
yacen tes y la  resu ltan te com o la  d iag on al q u e  p arte  d e l origen  d e  los d os  r e c 
tores (figura 2.2). Se puede usar la regla del triángulo, alternativamente, con las 
fuerzas aplicadas dibujadas con la unión de la parte terminal de uno de los vectores 
a la parte inicial del otro y dibujando la fuerza resultante extendiéndose desde la par
te inicial del primer vector hasta la parte terminal del segundo vector (figura 2.7).

3. S eñ alar todas las d im ensiones. Con el uso de uno de los triángulos del pa
ralelogramo, o el triángulo construido de acuerdo con la regla del triángulo, se de
ben señalar todas las dimensiones —ya sean lados o ángulos— y determinar las di
mensiones desconocidas ya sea en forma gráfica o por trigonometría. Si se usa 
trigonometría, debe recordarse que la ley de los cosenos se debe aplicar primero si 
dos lados y el ángulo que éstos forman son conocidos [problema resuelto 2.1], y la 
ley de los senos debe aplicarse primero si uno de los lados y todos los ángulos son 
conocidos [problema resuelto 2 .2 ],

Como es claro en las figuras de la sección 2.6, las dos componentes de una fuerza 
deben ser perpendiculares. Por tanto, cuando se requiera descomponer una fuer
za en dos componentes, es esencial alinear los dos lados adyacentes del paralelo- 
gramo con las líneas de acción especificadas de las componentes.

Si se tiene un estudio previo de mecánica, se podría estar tentado a ignorar las téc
nicas de solución de esta sección en favor de descomponer las fuerzas en sus com
ponentes rectangulares. A pesar de que este último método es importante y será 
considerado en la siguiente sección, el uso de la ley del paralelogramo simplifica la 
solución de muchos problemas y debe dominarse en estos momentos.



Problemas*

2.1 Dos fuerzas P y Q se aplican en el punto A del gancho que se 
muestra en la figura. Si P = 15 Ib y Q = 25 lb, determine en forma gráfica 
la magnitud y la dirección de su resultante empleando a) la ley del parale
logramo, b) la regla del triángulo.

2.2  Dos fuerzas P y Q se aplican en el punto A del gancho que se 
muestra en la figura. Si P = 45 lb y Q = 15 lb, determine gráficamente la 
magnitud y la dirección de su resultante empleando a) la ley del paralelo- 
gramo, b) la regla del triángulo.

2.3 Dos fuerzas son aplicadas a una armella sujeta a una viga. Deter
mine en forma gráfica la magnitud y la dirección de su resultante usando 
a) la ley del paralelogramo, b) la regla del triángulo.

skN
Figura P2.3

4 kN

2kN
Figura P2.4

2.4  Un automóvil descompuesto es jalado por medio de cuerdas suje
tas a las dos fuerzas que se muestran en la figura. Determine en forma grá
fica la magnitud v la dirección de su resultante usando a) la ley del parale
logramo, b) la regla del triángulo.

2.5  La fuerza de 200 N se descompone en componentes a lo largo de 
las líneas a-a' y b-b'. a) Determine por trigonometría el ángulo a  sabiendo 
que la componente a lo largo de a-a' es de 150 N. b) ¿Cuál es el valor co
rrespondiente de la componente a lo largo de b-b'?

2.6  La fuerza de 200 N se descompone en componentes a lo largo de 
las líneas a-a' v b-b’. a) Determine por trigonometría el ángulo a sabiendo 
que la componente a lo largo de b-b'es de 120 N. b) ¿Cuál es el valor co
rrespondiente de la componente a lo largo de a-a'?

2.7  Se aplican dos fuerzas en el gancho de apoyo que se muestra en 
la figura. Sabiendo que la magnitud de P es de 600 N, determine por 
trigonometría a) el ángulo a requerido si la resultante R de las dos fuerzas 
aplicadas en el gancho es vertical, y b) la magnitud correspondiente de R.

'Las respuestas para todos los problemas cuyo número está en un tipo de letra recta 
(como 2.1) se proporcionan al final del libro. ( ,as respuestas para los problemas cuyo número 
está en letra cursiva (como 2 .3) no se proporcionan.

Figura P2.7

Figura P2.1 y P2.2
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A
Figura P2.10

2.8  Dos varillas de control están unidas en A a la palanca Atí. Aplique 
trigonometría y, sabiendo que la fuerza en la varilla de la izquierda es Fx = 30 
lb, determine a) la fuerza F2 requerida en la varilla derecha si la resultante 
R de las fuerzas ejercidas por las varillas sobre la palanca es vertical, b) la 
magnitud correspondiente de R.

2.9 Dos varillas de control están unidas en A a la palanca AB. Aplique 
trigonometría y, sabiendo que la fuer/a en la varilla de la derecha es F2 = 20 
lb, determine a) la fuerza F, requerida en la varilla izquierda si la resultante 
R de las fuerzas ejercidas por las varillas sobre la palanca es vertical, b) la 
magnitud correspondiente de R.

2.10 Una banda elástica para hacer ejercicio está sujeta y se estira como 
indica la figura 2.10. Si la tensión en las porciones BC y DE es igual a 80 y 
60 N, respectivamente, determine, por trigonometría, «) el ángulo a re
querido si la resultante R de las dos fuerzas ejercidas en la mano en el punto 
A es vertical, b) la magnitud correspondiente de R.

2.11 Dos cables sujetan un anuncio en el punto A para mantenerlo es
table mientras es bajado a su posición definitiva. Sabiendo que a  = 25°, de
termine, por trigonometría, a) la magnitud requerida de la fuerza P si la re
sultante R de las dos fuerzas aplicadas en A es vertical, b) la magnitud 
correspondiente de R.

2.12  Dos cables sujetan un anuncio en el punto A para mantenerlo es
table mientras es bajado a su posición definitiva. Sabiendo que la magnitud 
de P es de 70 Ib, determine, por trigonometría, a) el ángulo a requerido si 
la resultante R de las dos fuerzas aplicadas en A es vertical, b) la magnitud 
correspondiente de R.

Figura P2.11 y P2.12

2.13 Como indica la figura P2.11, dos cables sujetan un anuncio en el 
punto A para mantenerlo estable mientras es bajado a su posición definitiva. 
Determine, por trigonometría, a) la magnitud y la dirección de la fuerza mí
nima P cuya resultante R de las dos fuerzas aplicadas en A es vertical, b) la 
magnitud correspondiente de R.

2.14 Una banda elástica para hacer ejercicio está sujeta y se estira como 
indica la figura P2.10. Si la tensión en la porción DE de la banda es igual a 
70 N, determine, por trigonometría, a) la magnitud y la dirección de la fuerza 
mínima presente en la porción BC para la que la resultante R de las dos 
fuerzas ejercidas sobre la mano en el punto A se dirige a lo largo de una línea 
que une los puntos A y W, b) la magnitud correspondiente de R.

2.15 Resuelva el problema 2.1 empleando trigonometría.

2.16 Resuelva el problema 2.2 empleando trigonometría.

2.17 Resuelva el problema 2.3 empleando trigonometría.



2.18 Para el gancho del problema 2.7 determine, por trigonometría, 
la magnitud y la dirección de la resultante de las dos fuerzas aplicadas en el 
gancho, si se sabe que P - 500 N y a  = 60°.

2.19 D( >s elementos estructurales A y B están remachados al apoyo 
que se muestra en la figura. Si ambos elementos están en compresión, y la 
fuerza presente en el elemento A es de 30 kN' y la del elemento B es de 20 
kN determine, por trigonometría, la magnitud y la dirección de la resultante 
de las fuerzas aplicadas al apoyo mediante los elementos A y B.

2.20 Dos elementos estructurales A y B están remachados al apoyo 
que so muestra en la figura. Si ambos elementos están en compresión y la 
fuerza presente en el elemento A es de 20 kN y la del elemento B es de 30 
kN determine, por trigonometría, la magnitud y la dirección de la resultante 
de las fuerzas aplicadas al apoyo mediante los elementos A y B.

2.7. COMPONENTES RECTANGULARES 
DE UNA FUERZA. VECTORES UNITARIOS1

En muchos problemas será conveniente descomponer una fuerza en 
sus dos componentes perpendiculares entre sí. En la figura 2.18, la 
fuerza F  se ha descompuesto en una componente F v a lo largo del eje 
x y una componente F (/ a lo largo del eje y. El paralelogramo trazado 
para obtener las dos componentes es un rectángulo, y las fuerzas F r y 
F (/ se llaman componentes rectangulares.

'J

Los ejes x y y suelen elegirse a lo largo de las direcciones hori
zontal y vertical, respectivamente, como se muestra en la figura 2.18; 
sin embargo, pueden seleccionarse en cualesquiera otras dos direc
ciones perpendiculares, tal como indica la figura 2.19. Para determinar 
las componentes rectangulares de una fuerza debe pensarse que las 
líneas de construcción mostradas en las figuras 2.18 y 2.19 son parale
las a los ejes x y y en lugar de perpendiculares a ellos. Esta práctica 
ayudará a evitar errores en la determinación de componentes oblicuas, 
como se vio en la sección 2.6.

1 Las propiedades establecidas en las secciones 2.7 y 2.8 se pueden extender fácilmente 
a las componentes rectangulares de cualquier otra cantidad vectorial.
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d-í*.
Magnitud = 1

Figura 2.20

Figura 2.22

En este punto se introducirán dos vectores de magnitud unitaria 
dirigidos a lo largo de los ejes positivos x y y. A estos vectores se les 
llama vectores unitarios y se representan por i v j, respectivamente 
(figura 2.20). Al recordar la definición del producto de un escalar y un 
vector dada en la sección 2.4, se observa que las componentes rectan
gulares F v y F (/ de una fuerza F  pueden obtenerse con la multiplicación 
de sus respectivos vectores unitarios i y j por escalares apropiados 
(figura 2.21). Se escribe

F  = Fx i + F¡j

(2.6)

(2.7)

Mientras que los escalares Fx y Ff/ pueden ser positivos o negativos, de
pendiendo del sentido de F , v F ;/, sus valores absolutos son respecti
vamente iguales a las magnitudes de las componentes de las fuerzas F v 
y F ?/. Los escalares Fx y FtJ se llaman componentes escalares de la fuerza 
F, mientras que las componentes reales de la fuerza F v y F,y son las 
componentes vectoriales de F. Sin embargo, cuando no existe alguna 
posibilidad de confusión, a los vectores y a las componentes escalares 
de F  puede llamárseles simplemente componentes de F. Se observa 
que la componente escalar Fx es positiva cuando la componente vec
torial F v tiene el mismo sentido que el vector unitario i (es decir, el 
mismo sentido que el eje x positivo) y es negativa cuando F v tiene 
el sentido opuesto. Una conclusión semejante puede obtenerse obser
vando el signo de la componente escalar F;/.

Si se representa con F la magnitud de la fuerza F  y con 6 el án
gulo entre F  y el eje x, medido en sentido contrario al movimiento de 
las manecillas del reloj desde el eje x positivo (figura 2.2.1), se pueden 
expresar las componentes escalares de F  como sigue:

Fx = F eos 0 Fy = F  sen Q (2.8)

Se observa que las relaciones obtenidas se satisfacen para cualquier 
valor del ángluo 6 entre 0 y 360° y que éstas definen tanto los signos 
como los valores absolutos de las componentes escalares Fx y F(/.

Ejemplo 1. Una fuerza de 800 N se ejerce sobre un perno A como se 
muestra en la figura 2.22a. Determínese las componentes horizontal y verti
cal de la fuerza.

Para obtener el signo correcto de las componentes escalares Fx y Fy, el 
valor 180° -  35° = 145° debe sustituirse por 9 en las ecuaciones (2.8). Sin 
embargo, es más práctico determinar por inspección los signos de Fx y F 
(figura 2.22b) y usar las funciones trigonométricas del ángulo a  = 35°. Por 
consiguiente se puede escribir

Fx = - F  eos a  = -(800 N) eos 35° = -655 N 
FtJ = + F sen a  = +(800 N) sen 35° = +459 N

Las componentes vectoriales de F son entonces

F, = -(655  N)i Fy = +(459 N)j

y F se puede escribir en la forma

F = -(655 N)i + (459 N)j



Ejemplo 2. Un hombre jala una cuerda atada a un edificio con una 
fuerza de 300 N, como se muestra en la figura 2.23a. ¿Cuáles son las com
ponentes horizontal y vertical de la fuerza ejercida por la cuerda en el pun
to A?

A partir de la figura 2.23b se ve que

Fx — +(300 N) eos a  Fy = —(300 N) sen a

Observando que AB = 10 m, a partir de la figura 2.23a se encuentra que

8 m 8 m 4 6 m 6 m 3eos a  = ——  = ——  -  — sen a  = ——  = ------- - —
AB 10 m 5 AB 10 m 5

Entonces se obtiene

Fx = +(300 N)f = +240 N Fy = -(300 N)f = -180  N

y se escribe

F = (240 N)i -  (180 N)j

Si una fuerza F  se define por sus componentes rectangulares Fx 
y Fy (véase figura 2 .21), el ángulo 6 que define su dirección puede 
obtenerse escribiendo

tan 0 =  4*- (2.9)
Fx

La magnitud F de la fuerza se obtiene con el teorema de Pitágoras y 
escribiendo

F = V f *  + Fy (2.10)

o bien resolviendo para F una de las fórmulas de las ecuaciones (2.8).

Ejemplo 3. Una fuerza F = (700 lb)i + (1 500 lb)j se aplica a un perno 
A. Determínese la magnitud de la fuerza y el ángulo 6 que forma con la 
horizontal.

Primero se dibuja un diagrama que muestra las dos componentes rec
tangulares de la fuerza y el ángulo 6 (figura 2.24). A partir de la ecuación
(2.9), se escribe

„ Fy 1 500 lb 
tan 6 -  ^  -  70{)]b

Con la calculadora,t se hace la división de 1 500 lb entre 700 lb; se cal
cula el arco tangente de este cociente y se obtiene 6 = 65.0°. Al resolver la 
segunda de las ecuaciones (2.8) para F, se tiene

„ Fy 1 500 lb , _  „
F = — ~  = ----- = 1 6o5 Ibsen 0 sen 65.0

El último cálculo se facilita si el valor de Fy se almacena en la memoria desde 
que se introduce, de manera que pueda ser llamado para dividirse entre sen 6.

1 Se supone que la calculadora que se está utilizando tiene teclas para el cálculo de fun
ciones trigonométricas y de funciones trigonométricas inversas. Algunas calculadoras tam
bién tienen teclas para convertir directamente de coordenadas rectangulares a coordenadas 
polares y viceversa. Este tipo de calculadoras eliminan la necesidad de calcular funciones 
trigonométricas en los ejemplos 1, 2 y 3 y en problemas del mismo tipo.

2.7. Componentes rectangulares de una fuerza.
Vectores unitarios

b)

Figura 2.23

Figura 2.24
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d)
Figura 2.25

2.8. ADICIÓN DE FUERZAS SUMANDO 
SUS COMPONENTES X Y  Y

En la sección 2.2 se estudió que las fuerzas deben sumarse de acuer
do con la lev del paralelogramo. A partir de esta ley se derivaron en las 
secciones 2.4 y 2.5 otros dos métodos más directos aplicables a la so
lución gráfica de los problemas: la regla del triángulo para la suma de 
dos fuerzas y la regla del polígono para la adición de tres o más fuer
zas. También se vio que el triángulo de fuerzas usado para definir la 
resultante de dos Tuerzas podría usarse para obtener una solución tri
gonométrica.

Cuando se van a sumar tres o más fuerzas, no puede obtenerse una 
solución trigonométrica práctica del polígono de fuerzas que define a 
la fuerza resultante. En este caso puede obtenerse una solución analí
tica del problema si se descompone cada fuerza en sus elementos rec
tangulares. Considere, por ejemplo, las tres fuerzas P, Q y S que ac
túan sobre una partícula A (figura 2.25«). Su resultante R está definida 
por la relación

R = P + Q + S (2.11)

Si se descompone cada fuerza en sus componentes rectangulares, se 
escribe

Rx i + /y = Px i + l\j  + QA + Q„j + S J + S J  
= (Px + Qx + Sx) i + (P„ + Qy + Saj

ele donde se tiene que

Rx = Px + Qx + Sx Rv =  Py + Qy + Sy (2 .12) 

o, en forma breve,

Rx = 2 F , Ry = ZFy (2.13)

Por tanto, se puede concluir que las componentes escalares Rx y Ry de 
la resultante R de varias fuerzas que actúan sobre una partícula se ob
tienen separando de manera algebraica las correspondientes compo
nentes escalares de las fuerzas dadas}

En la práctica, la determinación de la resultante R se realiza en 
tres etapas, como se ilustra en la figura 2.25. Primero, las fuerzas 
mostradas en la figura 2.25a se descomponen en sus componentes x y 
y (figura 2.25b). ("on la suma de estas componentes x y y de R (figura 
2.25c). Finalmente, la resultante R = Rxi + se determina aplicando 
la ley del paralelogramo (figura 2.25d). El procedimiento que se acaba 
de describir se realiza con más eficiencia si los cálculos se tabulan. 
Aunque éste es el único método analítico práctico para la adición de 
tres o más fuerzas, con frecuencia también se le prefiere sobre la solu
ción trigonométrica en el caso de la suma de dos fuerzas.

'Obviamente, este resultado se puede aplicar también a la adición de otras cantidades 
vectoriales, aceleraciones o cantidades de movimiento.



Cuatro fuerzas actúan sobre un perno A como se muestra en la figura. De 
termine la resultante de las fuerzas sobre el perno.

F, =150N

F. = KK) N

F,=  1 lfl N

;¡iP M K

SOLUCION
Las componentes x y y de cada fuerza se determinan por trigonometría, como 
se muestra en la figura y se escriben en la tabla. De acuerdo con la conven
ción adoptada en la sección 2.7, un número escalar que representa la com
ponente de una fuerza es positivo si la componente tiene el mismo sentido 
que el correspondiente eje de coordenadas. Entonces, las componentes x que 
actúan a la derecha y las componentes y que actúan hacia arriba se repre
sentan por números positivos.

Componente x, N Componente y, NMagnitud, N

+75.0
+75.2

- 110.0
-25.9

+ 129.9 
-27.4

+96.6
+ 199.1 + 14.3

R = K,.i + ñ ,j  R = (199.1 N)¡ + (14.3 N)j <

La magnitud y la dirección de la resultante ya puede determinarse. Del 
triángulo mostrado en la ñgura, se tiene

14.3 N
199.1 N

14.3 N
li = ---------- = 199.6 N R =  199.6 N ^24.10 <

sen a

El último cálculo puede facilitarse con el uso de calculadora, si el valor 
de Ry se almacena en la memoria al introducirse, de manera que pueda ser 
llamado para dividirse entre sen a. (Véase también la nota al pie de la página 
29.)



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

Como se vio en la lección anterior, la resultante de dos fuerzas puede ser determinada grá
ficamente o a partir de un triángulo oblicuo, con el uso de la trigonometría.

A. Cuando están involucradas tren o más fuerzas, la determinación de su resultante 
R se lleva a cabo de manera más sencilla descomponiendo primero cada una de las fuerzas 
en sus componentes rectangulares. Se pueden encontrar dos casos, que dependen de la for
ma en que esté definida cada una de las fuerzas dadas:

Caso 1. Im fuerza F está definida por medio de su magnitud F  y el ángulo a  que 
forma con el eje de las x. Las componentes x y y de la fuerza se pueden obtener, respec
tivamente, al multiplicar F por eos a v por sen a  [ejemplo 1 ].

Caso 2. La fuerza  F se define por medio de su magnitud F ij las coordenadas de 
dos puntos A y tí que se encuentran a lo largo de su línea de acción  (figura 2.23). Por 
medio de la trigonometría, primero se puede determinar el ángulo a que F forma con el 
eje x. Sin embargo, las componentes de F también se pueden obtener directamente a par
tir de las proporciones entre las diversas dimensiones involucradas, sin determinar realmente 
a  [ejemplo 2].

tí. Componentes rectangulares de la resultante. Las componentes Ry y Ry de la re
sultante se pueden obtener con la suma algebraica de las componentes correspondientes de 
las fuerzas dadas [problema resuelto 2.3].

La resultante se puede expresar en forma vectorial con los vectores unitarios i y j, los cuales 
están dirigidos, respectivamente, a lo largo de los ejes x y y:

R = ñ*i + Ryj

De manera alternativa, se pueden determinar la magnitud y la dirección de la resultante re
solviendo para R y para el ángulo que R forma con el eje x, el triángulo rectángulo de la
dos Rx y Ry.

En los ejemplos y en el problema resuelto de esta lección, los ejes x y y fueron, respectiva
mente, horizontal y vertical. Sin embargo, se debe recordar que, para algunos problemas, 
será más eficiente rotar los ejes para alinearlos con una o más fuerzas aplicadas.



2.21 Determine las componentes x y y de cada una de las fuerzas que 
se muestran en la figura.

2.22  Determine las componentes x y y de cada una de las fuerzas que 
se muestran en la figura.

y

7 kips

Figura P2.22

2.23 y 2 .24  Determine las componentes x v y de cada una de las 
fuerzas que se muestran en la figura.

Figura P2.24

2.25 El elemento BD ejerce sobre el miembro ABC una fuerza P 
dirigida a lo largo de la línea Bü. Si P debe tener una componente vertical 
de 960 N, determine a) la magnitud de la fuerza P. b) su componente hori
zontal.

Figura P2.23

Figura P2.21

A «  C

Figura P2.25

33



34 Estática de partículas 2.26 Mientras vacía una carretilla, una jardinera ejerce sobre cada
mango AB una fuerza P dirigida a lo largo de la línea CD. Si P debe tener 
una componente horizontal de 30 lb, determine a) la magnitud de la fuerza 
P. h) sil componente vertical.

2.27 Sobre el codo BCD, la varilla de activador AB ejerce una fuerza 
P dirigida a lo largo de la línea AB. Si P debe tener una componente de 100 
N perpendicular al brazo BC del codo, determine a) la magnitud de la fuerza 
P, b) su componente a lo largo de la línea BC.

2.28 El elemento CB de la prensa de banco mostrada en la figura 
ejerce, sobre el bloque B, una fuerza P dirigida a lo largo de la línea CB. Si 
la componente horizontal de P debe tener una magnitud de '260 lb, deter
mine a) la magnitud de la fuerza P, b) su componente vertical.

Figura P2.29 y P2.30

Figura P2.35

2.29 Se utiliza una garrocha para abrir una ventana como se mues
tra en la figura. Si la garrocha ejerce sobre la ventana una fuerza P dirigida 
a lo largo de la garrocha, y la magnitud de la componente vertical de P es 
de 45 N, determine a) la magnitud de la fuerza P, b) su componente hori
zontal.

2.30 Se utiliza una garrocha para abrir una ventana como se muestra 
en la figura. Si la garrocha ejerce sobre la ventana una fuerza P dirigida a lo 
largo de la garrocha, y la magnitud de la componente horizontal de P es de
18 N, determine a) la magnitud de la fuerza P, b) su componente vertical.

2.31 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.21.

2.32 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.22.

2.33 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.24.

2.34 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.23.

2.35 Si la tensión en el cable BC es de 145 lb, determine la resultante 
de las tres fuerzas ejercidas en el punto B de la viga AB.

Figura P2.26



2.36 U n collarín que puede deslizarse sobre una varilla vertical se 
somete a las tres fuerzas mostradas en la figura. Determine «) el valor del 
ángulo a  para el que la resultante de las tres fuerzas es horizontal, b) la mag
nitud correspondiente de la resultante.

2.9. Equilibrio de una partícula 35

400 N

600 N

300 N

Figura P2.37

2.37 Si a  = 65°, determine la resultante de las tres fuerzas que se 
muestran en la figura.

2.38 Si a  = 50° 
muestran en la figura.

determine la resultante de las tres fuerzas que se

:S00 \>

700 V

2.39 Para la viga del problema 2.35, determine a) la tensión requerida 
en el cable BC si la resultante de las tres fuerzas ejercidas en ol punto B 
debe ser vertical, b) la magnitud correspondiente de la resultante.

2.40 Para las tres fuerzas del problema 2.38, determine a) el valor re
querido de a  si la resultante debe ser vertical, b) la magnitud correspondien
te de la resultante.

2.41 Para el bloque del problema 2.37, determine a) el valor requerido 
de a  si la resultante de las tres fuerzas mostradas debe ser paralela al plano 
inclinado, b) la magnitud correspondiente de la resultante.

2.42 El aguilón AB se sostiene en la posición mostrada en la figura 
mediante tres cables. Si las tensiones respectivas en los cables AC y AD son 
de 900 y de 1 200 lb, determine a) la tensión en el cable AE si la resultante 
de las tensiones ejercidas en el punto A del aguilón debe estar dirigida a lo 
largo de AB, b) la magnitud correspondiente de la resultante.

eoo n

Figura P2.38

2.9. EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA

En las secciones anteriores se expusieron los métodos utilizados para 
determinar la resultante de varias fuerzas que actúan sobre una partí
cula. Aunque no lia ocurrido en ninguno de los problemas examinados 
hasta ahora, es posible que la resultante sea cero. En tal caso, el efec
to neto de las fuerzas dadas es cero, y se dice que la partícula está en 
equilibrio. Entonces se tiene la siguiente definición: si la resultante de 
todas las fuerzas que actúan sobre una partícula es cero, la partícula 
se encuentra en equilibrio.

Una partícula sometida a la acción de dos fuerzas estará en equi
librio si ambas fuerzas tienen la misma magnitud, la misma línea de ac
ción, pero sentidos opuestos. Entonces la resultante de las dos fuerzas 
es cero. En la figura 2.26 se ilustra este caso.

10011)

100 lb 

Figura 2.26



36 Estática de partículas Otro caso de una partícula en equilibrio se muestra en la figura 
2.27, donde aparecen cuatro fuerzas que actúan sobre A. En la figu
ra 2.28, la resultante de las fuerzas dadas se determina por la regla del 
polígono. Empezando en el punto O con Fx y acomodando las fuerzas 
punta a cola, se encuentra que la punta de F 4 coincide con el punto 
de partida O, así que la resultante R del sistema de fuerzas dado es 
cero y la partícula está en equilibrio.

El polígono cerrado de la figura 2.28 proporciona tina expresión 
gráfica del equilibrio de A. Para expresar en forma algebraica las condi
ciones del equilibrio de una partícula se escribe

R = S F  = 0 (2.14)

Descomponiendo cada fuerza F  en sus componentes rectangulares, se 
tiene

2(FX i + Fyj) =  0 o ( S F J i  + (ZF„)j = 0

Se concluye que las condiciones necesarias y suficientes para el equili
brio de una partícula son

(2.15)

Regresando a la partícula mostrada en la figura 2.27, se comprueba que 
las condiciones de equilibrio se satisfacen. Se escribe

2 F a. = 300 lb -  (200 lb) sen 30° -  (400 lb) sen 30°
= 300 lb -  100 lb -  200 Ib = 0

2 F y = -1 7 3 .2  lb 
= -1 7 3 .2  lb

(200 lb) eos 30° + (400 lb) eos 30°
173.2 lb + 346.4 lb = 0

2.10. PRIMERA LEY DEL MOVIMIENTO DE NEWTON

A finales del siglo xvm Sir Isaac Newton formtdó tres leyes funda
mentales en las que se basa la ciencia de la mecánica. La primera de 
estas leyes puede enunciarse como sigue:

Si la fuerza resultante que actúa sobre una partícula es cero, la 
partícula permanecerá en reposo (si originalmente estaba en reposo) o 
se moverá con velocidad constante en línea recta (si originalmente es
taba en movimiento).

De esta ley y de la definición de equilibrio expuesta en la sección 
2.9, se deduce que una partícula en equilibrio puede estar en reposo 
o moviéndose en línea recta con velocidad constante. En la siguiente 
sección se considerarán varios problemas concernientes al equilibrio 
de una partícula.

2.11. PROBLEMAS RELACIONADOS CON EL EQUILIBRIO 
DE UNA PARTÍCULA. DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE

En la práctica, un problema de ingeniería mecánica se deriva de una 
situación física real. Un esquema que muestra las condiciones físicas 
del problema se conoce como diagrama espacial.

Los métodos de análisis estudiados en las secciones anteriores se 
aplican a un sistema de fuerzas que actúan sobre una partícula. Un gran 
número de problemas que tratan de estructuras pueden reducirse a 
problemas concernientes al equilibrio de una partícula. Esto se hace



escogiendo una partícula significativa y dibujando 1111 diagrama sepa
rado que muestra a ésta y a todas las fuerzas que actúan sobre ella. Di
cho diagrama se conoce como diagrama de cuerpo libre.

Por ejemplo, considérese el embalaje de madera de 75 kg mostra
do en el diagrama espacial de la figura 2.29a. Éste descansaba entre 
dos edificios y ahora es levantado hacia la plataforma de un camión que 
lo quitará de ahí. El embalaje está soportado por un cable vertical unido 
en A a dos cuerdas que pasan sobre poleas fijas a los edificios en B y 
C. Se desea determinar la tensión en cada una de las cuerdas AB y AC.

Para resolver el problema debe trazarse un diagrama de cuerpo li
bre que muestre a la partícula en equilibrio. Puesto que se analizan las 
tensiones en las cuerdas, el diagrama de cuerpo libre debe incluir al 
menos una de estas tensiones y si es posible a ambas. El punto A parece 
ser un buen cuerpo libre para este problema. El diagrama de cuerpo 
libre del punto A se muestra en la figura 2.29b. Ésta muestra al punto 
A y las fuerzas ejercidas sobre A por el cable vertical v las dos cuerdas. 
La fuerza ejercida por el cable está dirigida hacia abajo v es igual al 
peso W del contenedor. De acuerdo con la ecuación (1.4), se escribe

2.11. Problemas relacionados con el equilibrio 07 
de una partícula. Diagramas de cuerpo libre

w (75 kg)(9.81 m/s ) = 736 N

y se indica este valor en el diagrama de cuerpo libre. Las fuerzas ejer
cidas por las dos cuerdas no se conocen, pero como son iguales en mag
nitud a la tensión en la cuerda AB y en la cuerda AC, se representan 
con Tah y T ac- y se dibujan hacia fuera de A en las direcciones 
mostradas por el diagrama espacial. No se incluyen otros detalles en el 
diagrama de cuerpo libre.

Puesto que el punto A está en equilibrio, las tres fuerzas que ac
túan sobre él deben formar un triángulo cerrado cuando se dibujan de 
punta a cola. Este triángulo de fuerzas ha sido dibujado en la figura 
2.29c. Los vectores TAH y TAC de las tensiones en las cuerdas pueden 
encontrarse gráficamente si el triángulo se dibuja a escala, o pueden en
contrarse mediante la trigonometría. Si se escoge el último método de 
solución, con la ley de los senos se escribe

Ta 736 N

= O S F y = O (2.15)

b) Diagrama de cuerpo libi 

Figura 2.29

736 N

) Triángulo de fuerzas

sen 60° sen 40° sen 80°
Tab = 647 N TAC = 48Ü N

Cuando una partícula está en equilibrio bajo tres fuerzas, el pro
blema siempre puede resolverse dibujando un triángulo de fuerzas. 
Cuando una partícula está en equilibrio bajo más de tres fuerzas, el 
problema puede resolverse gráficamente dibujando un polígono de 
fuerzas. Si se desea una solución analítica, se deben resolver las ecua
ciones de equilibrio dadas en la sección 2.9:

Estas ecuaciones pueden resolverse para no más de dos incógnitas; en 
forma semejante, el triángulo de fuerzas usado en el caso de equilibrio 
bajo tres fuerzas.puede resolverse para dos incógnitas.

Los tipos más comunes de problemas son aquellos donde las dos 
incógnitas representan 1) las dos componentes (o la magnitud y direc
ción) de una sola fuerza, 2) las magnitudes de las dos fuerzas, cada una 
de dirección conocida. También se encuentran problemas que requie
ren la determinación del valor máximo o mínimo de la magnitud de 
una fuerza (véanse problemas 2.59 a 2.63).

Fotografía 2.2 Como se ilustró en un ejemplo 
anterior, es posible determinar las tensiones en 
los cables que sostienen al eje que se muestra 
en la fotografía, considerando al gancho como 
una partícula y después aplicando las ecuaciones 
de equilibrio a las fuerzas que actúan sobre el 
gancho.

a) Diagrama espacial



PROBLEMA RESUELTO 2.4
En la operación de descarga de un barco, «in automóvil de 3 500 lb es so
portado por un cable. Se ata una cuerda al cable en A y se tira para centrar 
al automóvil sobre la posición deseada. El ángulo entre el cable y la vertical 
es de 2o, mientras que el ángulo entre la cuerda y la horizontal es de 30°. 
¿Cuál es la tensión en la cuerda?

W m

SOLUCION
Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el punto A como cuerpo libre 

y se dibuja el diagrama completo de cuerpo libre. TAH es la tensión en el ca
ble AB y Tac es la tensión de la cuerda.

Condición de equilibrio. Como sólo actúan tres fuerzas sobre el 
cuerpo libre, se dibuja un triángulo de fuerzas para expresar que éste se en
cuentra en equilibrio. Con la ley de los senos se escribe

Tah = J _  3 5001b 
sen 120° sen 2° sen 58°

Utilizando una calculadora, primero se calcula v se guarda el valor del 
último cociente. Se multiplica este valor en forma sucesiva por sen 120° y 
sen 2°, se obtiene

l i l i

ü É É I i
m sm M

PROBLEMA RESUELTO 2.5
Determine la magnitud, dirección y sentido de la fuerza F más pequeña que 
mantendrá, en equilibrio al paquete que se muestra al margen. Nótese que la 
fuerza ejercida por los rodillos sobre el paquete es perpendicular al plano in
clinado.

SOLUCION
Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el paquete como cuerpo li

bre, suponiendo que éste se puede tratar como partícula. Se dibuja el dia
grama de cuerpo libre correspondiente.

Condición de equilibrio. Puesto que sólo actúan tres fuerzas sobre 
el cuerpo libre, se dibuja un triángulo de fuerzas para expresar que está en 
equilibrio. La línea 1-1' representa la dirección conocida de P. Para obtener 
el valor mínimo de la fuerza F se escoge la dirección de F perpendicular a 
la de P. De la geometría del triángulo obtenido, se encuentra que

F = (294 N) sen 15° = 76.1 N a = 15°
F = 76 . 1X^15°

W  = (30 kg)(9.81 tn/s2) 
= 294 N



PROBLEMA RESUELTO 2.6
Como parte del diseño de un nuevo velero, se desea determinar la fuerza de 
arrastre que puede esperarse a cierta velocidad. Para hacerlo, se coloca un 
modela del casco propuesto en un canal de prueba y se usan tres cables para 
mantener su proa en el eje del centro del canal. Las lecturas de los di
namómetros indican que para una velocidad dada la tensión es de 40 lb en 
el cable AB y de 60 lb en el cable AE. Determine la fuerza de arrastre ejer
cida sobre el casco y la tensión en el cable AC.

ü ¡y¡

Ü Ü  -

SOLUCION
Determinación de los ángulos. En primer lugar se determinan los 

ángulos a  y ¡3 que definen las direcciones de los cables AB y AC. Se escribe

Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el casco como cuerpo libre, 
se traza el diagrama del cuerpo libre que incluye las fuerzas ejercidas por los 
tres cables sobre el casco, así como la fuerza de arrastre ejercida por el

Condición de equilibrio. Se expresa que el casco está en equilibrio 
y la resultante de todas las fuerzas se escribe como cero:

Como aparecen más de tres fuerzas, se obtendrán sus componentes ,t y ij

Tab = ~(40 lb) sen 60.26°i + (40 lb) eos 60.26°j 
=  -(3 4 .7 3  lb)i + (19.84 lb)j 

Ta c  = Tac sen 20.56°i + TAc eos 20.56°j 
= 0.3512TaCí + 0.9363TACj  

Tae = - ( 6 0  lb)j

Se sustituyen las expresiones obtenidas en la ecuación (l) y se factorizan los 
vectores unitarios i y j, por lo que se tiene

(-34.73 lb + 0.3512TAC + FD)i + (19.84 lb + 0.9363TAC -  60 lb)j = 0

Esta ecuación se cumplirá si, y sólo si, los coeficientes de i y j  son iguales a 
cero. Así se obtienen las siguientes dos ecuaciones de equilibrio, que expre
san, respectivamente, que la suma de las componentes x y la suma de las 
componentes y de las fuerzas dadas debe ser cero.

2F* = 0: -34.73 lb + 0.3512Tac + = 0 (2)
= 0: 19.84 lb + 0.93637 aC -  60 lb = 0 (3)

De la ecuación (3) se encuentra i\ c = +42.9 lb A

y sustituyendo este valor en la ecuación (2) se obtiene F¡, ~ +19.66 II) ^

Al dibujar el diagrama de cuerpo libre se supuso que había un sentido para 
cada fuerza desconocida. El signo positivo en la respuesta señala que el sen
tido supuesto era el correcto. Puede dibujarse el polígono de fuerzas com
pleto y así comprobar los resultados.



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

Cuando una partícula está en equilibrio, la resultante de todas las fuerzas que actúan sobre 
la partícula debe ser igual a cero. En el caso de una partícula sobre la que actúan fuerzas 
coplanares, expresar este hecho proporcionará dos relaciones entre las fuerzas involucradas. 
Como se vio en los problemas resueltos recién presentados, estas relaciones pueden uti
lizarse para determinar dos incógnitas —como la magnitud y la dirección de una fuerza o 
las magnitudes de dos fuerzas—.

Trazar un diagrama de cuerpo Ubre es el primer paso a seguir en la solución de 
un problema que involucre el equilibrio de una partícula. En este diagrama se muestran la 
partícula y todas las fuerzas que actúan sobre ella. En el diagrama de cuerpo libre debe in
dicarse la magnitud de las fuerzas conocidas, así como cualquier ángulo o dimensión que 
defina la dirección de una fuerza. Cualquier magnitud o ángulo desconocido deben desig
narse por medio de un símbolo adecuado. No tiene que incluirse ninguna otra información 
adicional en el diagrama de cuerpo libre.

Es indispensable trazar un diagrama de cuerpo libre claro y preciso para poder resolver 
cualquier problema de equilibrio. La omisión de este paso puede ahorrarnos lápiz y papel, 
pero es muy probable que nos lleve a una solución incorrecta.

Caso 1. Si sólo están involucradas tres fuerzas en el diagrama de cuerpo libre, el resto 
de la solución se lleva a cabo más fácilmente uniendo en un dibujo la parte terminal de una 
fuerza con la parte inicial de otra (punta), para formar un triángulo de fuerzas. Este trián
gulo puede resolverse gráficamente o por trigonometría para un máximo de dos incógnitas 
[problemas resueltos 2.4 y 2.5].

Caso 2. Si están involucradas más de tres fuerzas, lo más conveniente es emplear una 
solución analítica. Los ejes x y y se seleccionan y cada una de las fuerzas mostradas en el 
diagrama de cuerpo libre se descompone en sus componentes x y y. Al expresar que tanto 
la suma de las componentes en x como la suma de las componentes en j  de las fuerzas son 
iguales a cero, se obtienen dos ecuaciones que pueden resolverse para no más de dos in
cógnitas [problema resuelto 2.61.

Se recomienda firmemente que al emplear una solución analítica se escriban las ecuaciones 
de equilibrio en la misma forma que las ecuaciones (2) y (3) del problema resuelto 2.6. La 
práctica adoptada por algunos estudiantes de colocar al inicio las incógnitas del lado izquierdo 
de la ecuación y las cantidades conocidas del lado derecho puede llevar a una confusión al 
momento de asignar el signo correcto a cada uno de los términos.

Se ha señalado que, independientemente del método empleado para resolver un problema 
de equilibrio bidimensional, sólo puede determinarse un máximo de dos incógnitas. Si un 
problema bidimensional involucra más de dos incógnitas, deben obtenerse una o más rela
ciones adicionales a partir de la información contenida en el enunciado del problema.

Algunos de los siguientes problemas involucran pequeñas poleas. Se supondrá que las poleas 
están libres de fricción, por tanto, la tensión en la cuerda o cable que pase por una polea es 
la misma en cada uno de sus lados. En el capítulo 4 se analizará por qué la tensión os la 
misma. Por último, como veremos en el capítulo 10, la magnitud de la fuerza F ejercida so
bre un cuerpo por un resorte estirado o comprimido está dada por F = kx, donde k es la 
constante del resorte y * es una medida de su compresión o estiramiento con respecto a la 
longitud del resorte cuando éste no ha sido deformado.



Problemas

Figura P2.46
Figura P2.47

2.43  Si a = 50° y el agiiilón AC ejerce sobre la articulación C una 
fuerza dirigida a lo largo de la línea AC, determine a) la magnitud de la fuer
za, h) la tensión en el cable BC.

2.44  Dos cables se amarran juntos en C y se cargan corno indica la 
figura. Determine la tensión en a ) el cable AC, b) el cable BC.

------ 400 min — 4 ------------525 mm-------- -

Figura P2.44

2.45 Una componente de máquina con forma irregular se mantiene 
en la posición mostrada en la figura por medio de tres sujetadores. Si 
Fa — 940 N, determine las magnitudes de las fuerzas FB y Fc  ejercidas por 
los otros dos sujetadores.

2.46  Las cuerdas AB y AC son lanzadas a una persona cuya lancha se 
ha hundido. Si a  = 25° y la magnitud de la fuerza F/t ejercida por el río so
bre el lanchero es de 70 lb, determine la tensión en a) la cuerda AB, b) la 
cuerda AC.

Figura P2.45

il>

Figura P2.43

2.47  Un bote jala a un paracaídas y su pasajero a una velocidad cons
tante. Si el pasajero pesa 550 N y la fuerza resultante R ejercida por el pa
racaídas sobre la horquilla A forma un ángulo de 65° con la horizontal, de
termine a) la tensión en la cuerda de remolque AB. h) la magnitud de R.

41



42 Estática de partículas 2.48 Dos semáforos se cuelgan temporalmente de un cable como se 
muestra en la figura. Si el semáforo colocado en B pesa 300 N, determine el 
peso del semáforo en C.

Figura P2.49 y P2.50

Figura P2.51 y P2.52

2.49 Dos fuerzas de magnitud TA = 8 láps y Tr = 15 kips se aplican 
a una conexión soldada como indica la figura. Si la conexión está en equili
brio, determine las magnitudes de las fuerzas Tc  y Tn.

2.50 Dos fuer/as de magnitud TA = 6 kips y Tc = 9 kips se aplican a 
una conexión soldada como indica la figura. Si la conexión está en equili
brio, determine las magnitudes de las fuerzas TB y T D.

2.51 Los cuatro elementos de madera que se muestran en la figura es
tán unidos con una placa de metal y se encuentran en equilibrio sometidos 
a la acción de cuatro fuerzas. Si FA = 2.3 kN y FB = 2.1 kN, determine las 
magnitudes de las otras dos fuerzas.

2.52  Los cuatro elementos de madera que se muestran en la figura es
tán unidos con una placa de metal y se encuentran en equilibrio sometidos 
a la acción de cuatro fuerzas. Si FA = 1.9 kN y Fc  = 2.4 kN, determine las 
magnitudes de las otras dos fuerzas.

2.53  En un acto circense, un acróbata realiza un parado de manos so
bre una rueda mientras su asistente lo jala a lo largo del cable ABC de 8 m 
de largo que se muestra en la figura. Si la tensión en la cuerda DE es de 35 
N cuando el acróbata se sostiene en equilibrio en a = 2.5 m, determine a) 
el peso del acróbata, b) la tensión en el cable.

2.54  En un acto circense, un acróbata realiza un parado de manos so
bre una rueda mientras su asistente lo jala a lo largo del cable ABC de 8 m 
de largo que se muestra en la figura. Si el acróbata pesa 720 N y se sostiene 
en equilibrio en a = 3 m, determine a) la tensión en el cable, b ) la tensión 
en la cuerda DE.



2.55  Dos cables se amarran juntos en C y son cargados como indica 
la figura. Si W = 190 lb, determine la tensión en a) el cable AC, b) el cable 
BC.

2.56  Dos cables se amarran juntos en C y son cargados como indica 
la figura. Determine el rango de valores de W para los que la tensión no será 
mayor de 240 lb en cualquiera de los cables.

Problemas 43
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•12 in - -30  in.-

2.57  Una carga con peso de 400 N está suspendida de un resorte y 
dos cuerdas, las cuales se unen a dos bloques de pesos 3W y W como se 
muestra en la figura. Si la constante del resorte es de 800 N/m, determine
a) el valor de W, b) la longitud sin estirar del resorte.

2.58  Un bloque de peso W está suspendido de una cuerda de 25 in. 
de largo y de dos resortes cuyas longitudes sin estirar miden 22.5 in. cada 
una. Si las constantes de los resortes son kAH = 9 lb/in. y kAD = 3 lb/in., de
termine a ) la tensión en la cuerda, b) el peso del bloque.

2.59  Para las cuerdas v la fuerza del río del problema 2.46, determine
a) el valor de a  para el que la tensión en la cuerda AB es la mínima posible,
b ) el valor correspondiente de la tensión.



44 Estática de partículas 2 .60  Dos cables se amarran juntos en C y se cargan como indica la
figura. Si la tensión máxima permisible en cada cable es de 900 N, deter
mine á) la magnitud de la fuerza P máxima que puede aplicarse en C, h) el 
valor correspondiente de a.

2.61 Dos cables se amarran juntos en C y se cargan como indica la 
figura. Si la tensión máxima permisible en el cable AC es de 1 400 N y en el 
cable BC es do 700 N, determine a) la magnitud de la fuerza P máxima que 
puede aplicarse en C, h) el valor correspondiente de a.

2.62  Si las porciones AC y BC del cable ACB deben ser iguales, de
termine la longitud mínima que debe tener el cable para soportar la carga 
mostrada si la tensión en éste no debe ser mayor a 870 N.

2.63 Para la estructura y la carga del problema 2.43, determine a ) el 
valor de a  para el que la tensión en el cable BC es mínima, b) el valor co
rrespondiente de la tensión.

2.64 El collarín A puede deslizarse sin fricción en una barra vertical 
y está conectado a un resorte como indica la figura. La constante del resorte 
es de 4 lb/in. y éste no se encuentra estirado cuando h = 12 in. Si el sistema 
está en equilibrio cuando h = 16 in., determine el peso del collarín.

2.65  El collarín A de 9 lb puede deslizarse sin fricción en una barra 
vertical y está conectado a un resorte como indica la figura. El resorte no 
está estirado cuando h = 12 in. Si la constante del resorte es de 3 lb/in., de
termine el valor do h para el cual el sistema está en equilibrio.

2 .66  El aguilón AB está soportado por el cable BC y una bisagra co
locada en A. Si el aguilón ejerce sobre el punto B una fuerza dirigida a lo 
largo de sí mismo y la tensión en la cuerda BD es de 310 N, determine a) el 
valor de a  para el que la tensión en el cable BC es mínima, h) el valor co
rrespondiente de la tensión.

12 in.

Figura P2.64 y P2.65 Figura P2.66



2.67 La fuerza P se aplica a una pequeña rueda que gira sobre el ca
ble ACB. Si la tensión en ambas partes del cable es de 140 lb, determine la 
magnitud y la dirección de P.

2.68  Una caja de madera de 280 kg está sostenida por varios arreglos 
de poleas v cuerdas, según indica la figura. Determine la tensión en la cuerda 
para cada arreglo. (Sugerencia: La tensión es la misma en ambos lados do 
una cuerda que pasa por una polea simple. Esto puede comprobarse apli
cando los métodos del capítulo 4.)

2.12. Componentes rectangulares de una 
fuerza en el espacio

Figura P2.67

a)
Figura P2.68

2.69  Resuelva los incisos b) y d) del problema 2.68 suponiendo que el 
extremo libre de la cuerda está unido a la caja de madera.

2.70  U na carga Q se aplica a la polea C, la cual puede rodar sobre el 
cable ACB. La polea se sostiene en la posición mostrada en la figura mediante 
un segundo cable CAU que pasa por la polea A y sostiene una carga P. Si P = 
800 N, determine a) la tensión en el cable ACB, b) la magnitud de la carga Q.

2.71 Una carga Q de 2 000 N se aplica a la polea C, la cual puede rodar 
sobre el cable ACB. La polea se sostiene en la posición mostrada en la figura 
mediante un segundo cable CAD que pasa por la polea A y sostiene una carga 
P. Determine a) la tensión en el cable ACB, b) la magnitud de la carga P.

2.72  Se aplican tres fuerzas a una ménsula. Las direcciones de las dos 
fuerzas de 30 lb pueden variar, pero el ángulo entre ellas siempre es de 50°. 
Determine el rango de valores de a  para el que la magnitud de la resultante 
de las fuerzas aplicadas a la ménsula es menor a 120 lb.

Figura P2.72

FUERZAS EN EL ESPACIO

2.12. COMPONENTES RECTANGULARES 
DE UNA FUERZA EN EL ESPACIO

Los problemas considerados en la primera parte de este capítulo in
volucraron únicamente dos dimensiones y pudieron formularse y re
solverse en un solo plano. En esta sección y en las secciones siguientes 
del capítulo se analizarán problemas que comprenden las tres dimen
siones del espacio.

Considere una fuerza F  que actúa en el origen O del sistema de 
coordenadas rectangulares x, y, z. Para definir la dirección de F, se 
traza el plano vertical OBAC que contiene a F y  que se muestra en la 
figura 2.30«. Este plano pasa a través del eje vertical y\ su orientación

Figura P2.70 y P2.71
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o)

c)
Figura 2.30

Figura 2.31

está definida por el ángulo <¡) que forma con el plano xy, mientras que 
la dirección de F  dentro del plano está definida por el ángulo 6y que 
forma F  con el eje y. La fuerza F  puede descomponerse en una com
ponente vertical F (/ v una componente horizontal F>t; esta operación, 
mostrada en la figura 2.30b, se realiza en el plano OBAC de acuerdo 
con las reglas desarrolladas en la primera parte del capítulo. Las com
ponentes escalares correspondientes son

Fy = F  eos 0y F/, = F  sen 6tJ (2.16)
La F/, puede separarse en sus dos componentes rectangulares F v y F . a 
lo largo de los ejes x y  z, respectivamente. Esta operación, mostrada en 
la figura 2.30c, se realiza en el plano xz. De esta manera se obtienen las 
expresiones siguientes para las componentes escalares correspondientes:

Fx = Ff, eos (f> = F  sen 0y eos 4>
Fz = Fh sen (¡> = F  sen 6y sen <¡í> ' 1'

La fuerza F  se ha descompuesto en tres componentes vectoriales rec
tangulares Fx, F f/ y F-, dirigidas a lo largo de los tres ejes coordenados.

Si se aplica el teorema de Pitágoras a los triángulos OAB y OCD 
de la figura 2.30, se escribe

F2 =  (O A f = (O B f  + (B A f  = F * + F,?
F% = (O C f = (O D f  + (D C f  = F * + F t  

Si se eliminan F| de estas dos ecuaciones y se resuelve para F se ob
tiene la siguiente relación entre la magnitud de F  y sus componentes 
rectangulares escalares:

F = V F ?  + Ffy + F2z (2.18)

La relación que existe entre la fuerza F  y sus tres componentes F x, 
F y y F- se presenta más fácil si se traza “una caja” que tiene por aris
tas Fx, F y y F ,, como se muestra en la figura 2.31. La.fuerza F  está 
representada por la diagonal OA de esta caja. La figura 2.31/; muestra 
el triángulo rectángulo OAB empleado para deducir la primera de las 
fórmulas (2.16): FtJ = F eos 8,r  En las figuras 2.31a y c  se han trazado 
otros dos triángulos rectángulos: el OAD y OAE. Estos ocupan posi
ciones semejantes a la del triángulo OAB. Si representamos por 6X y 6Z 
los ángulos que forma F  con los ejes xy  z, respectivamente, se pueden 
escribir dos fórmulas semejantes a Fy = F  eos 0y. Entonces se escribe

Fx =  F  eos 6X Fy — F eos 9y F , = F  eos 6Z (2.19)

Los tres ángulos 6X, 9y y 6Z definen la dirección de la fuerza F; y son 
más usados que los ángulos 6y y 4> introducidos al comienzo de esta 
sección. Los cosenos de 6X, 8tJ y 9Z se conocen como los cosenos di
rectores de la fuerza F.

Con el uso de los vectores unitarios i, j  y k, dirigidos a lo largo de 
los ejes x, y y z, respectivamente (figura 2.32), se puede expresar F  en 
la forma

F  = Fxi + F J  + Fz k (2.20)

donde las componentes escalares Fx, Fy y F, están definidas por las rela
ciones (2.19).

Ejemplo 1. Una fuerza de 500 N forma ángulos de 60°, 45° y 120° con 
los ejes x, y y z, respectivamente. Encuentre las componentes Fx, Fy y F, de 
la fuerza.



Sustituyendo F  = 500 N, Bx = 60°, 6y = 45° y 0, = 120° en las fórmu
las (2.19), se escribe

F, = (500 N) eos 60° = +250 N 
FtJ = (500 N) eos 45° = +3,54 N 
Fz = (500 N) eos 120° = -250 N

Usando en la ecuación (2.20) los valores obtenidos para las componentes es
calares de F, se tiene

F  = (250 N)i + (3,54 N)j -  (250 N)k
Como en el caso de los problemas en dos dimensiones, el signo positivo in
dica que la componente tiene el mismo sentido que el eje correspondiente 
y el signo negativo tiene el sentido opuesto.

El ángulo que una fuerza F  forma con un eje debe medirse desde 
el lado positivo del eje y estará siempre comprendido entre 0 y 180°. 
Un ángulo 9X menor que 90° (agudo) indica que F  (que se supone uni
da al origen) está del mismo lado del plano yz que el eje x positivo, y 
eos 6X y Fx serán positivos. Un ángulo 9X mayor que 90° (obtuso) indi
cará que F  está al otro lado del plano yz\ entonces, eos 9X y Fx serán 
negativos. En el ejemplo 1 los ángulos 9X y 9y son agudos, mientras que 
9Z es obtuso; en consecuencia, Fx y FtJ son positivos, mientras que Fz es 
negativo.

Si se sustituye en la ecuación (2.20) las expresiones obtenidas para 
Fx, FtJ y F , en (2.19), se escribe

F  = F(cos 9X\ + eos 6,J +  eos 0.k) (2.21)
que muestra que la fuerza F  puede expresarse como el producto del 
escalar F y del vector

X = eos $xi + eos 9yj  + eos 9Zk (2.22)
El vector A. es evidentemente un vector de magnitud 1 y de la misma 
dirección que F  (figura 2.33). El vector unitario X se refiere al largo 
de la línea de acción de F. De (2.22) se deduce que las componentes 
del vector unitario X son, respectivamente, iguales a los cosenos di
rectores de la línea de acción de F:

Ax = eos 9X Ay =  eos 6y A, = eos 9Z (2.23)
Se debe observar que los valores de los tres ángulos 9X, 9y y 9Z no 

son independientes. Expresando que la suma de los cuadrados de las 
componentes de X es igual al cuadrado de su magnitud, se escribe

X̂  + X2 + X? — 1

o sustituyendo para \x, X(/ y X, de (2.23),

eos2 9X + eos2 9y + eos2 9Z — 1 (2.24)

En el ejemplo 1 se muestra que una vez que se han seleccionado los 
valores 9X =  60° y 9y = 45° el valor de 9Z debe ser igual a 60 o 120° 
para satisfacer la identidad (2.24).

Cuando las componentes Fx, Fy y F , de una fuerza F  están dadas, 
la magnitud F de la fuerza se obtiene de (2.18). Entonces las relaciones 
(2.19) pueden resolverse para los cosenos directores,

eos 9X =  y  eos 9y = ~ r  eos 9Z = -y- (2.25)

2.12. Componentes rectangulares de una 
fuerza en el espacio
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Ejemplo 2. Una fuerza F  tiene las componentes Fx = 20 lb, Fy = —30 
lb y Fz = 60 lb. Determine la magnitud de F y los ángulos 9X, Qy y 0- que 
forma con los ejes coordenados.

A partir de la fórmula (2.18) se obtiene1

F = V f?  + F¡ + F?
= V (20 lb)2 + (-3 0  Ib)2 + (60 lb)2 
= V 4 900 lb = 70 lb

Si se sustituyen los valores de las componentes y la magnitud de F en las 
ecuaciones (2.25), se escribe

Fx 201b „ Fu -301b „ F. 601b
eos 9X = —  = — „ eos 9U — ~=r — „  „— eos 0- = - f  = ——— F 70 Ib ■' F 70 lb F 70 Ib

Calculando sucesivamente cada cociente y su arco coseno, se obtiene

ex = 73.4° 0y = 115.4° 6Z = 31.0°

Estos cálculos pueden realizarse fácilmente con una calculadora.

2.13. FUERZA DEFINIDA EN TÉRMINOS DE SU MAGNITUD
Y DOS PUNTOS SOBRE SU LÍNEA DE ACCIÓN

En muchas aplicaciones la dirección de una fuerza F  está definida por 
las coordenadas de dos puntos M(xL, y ít zi) y N(xz, y 2, Zg), localizadas 
sobre su línea de acción (figura 2..34). Considere el vector MN que une

y

s Figura 2.34

a Ai y N y tiene el mismo sentido que F. Si se representan sus com
ponentes escalares por dx, dy y dz, respectivamente, se escribe

MN =  dx i + dyj  + dz k (2.26)

El vector unitario X a lo largo de la línea de acción de F  (es decir a lo 
largo de la línea MN) puede obtenerse al dividir el vector MN entre su 
magnitud MN. Se sustituye para MN de (2.26) y se observa que MN 
es igual a la distancia d  de M a N, se escribe

X = = ^-(<41 + dyj + dz k) (2.27)

'Con una calculadora programada para convertir coordenadas rectangulares en coorde
nadas polares, se verá que el siguiente procedimiento resulta más expedito para calcular 
F: primero se determina F¡, a partir de sus componentes rectangulares Fx y F, (figura 2.30c), 
después se determina F  a partir de sus componentes rectangulares F), y Fy (figura 2.30b). 
El orden en que se introduzcan las tres componentes Fx, F,f y F. resulta intrascendente.



Es importante recordar que F  es igual al producto de F  y X, por lo que 2'14' Adlc,on de berzas concurrentes 49
se tiene

F
F  = F k  = ~^(dJ + d ,J  + dz k) (2.28)

de la cual se sigue que las componentes de F  son, respectivamente,

Fdx „  Fd,, F d , ,
~d~ F' ~ T  (2 29)

Las relaciones (2.29) simplifican en forma considerable la deter
minación de las componentes de las fuerzas F  de magnitud F  cuando 
la línea de acción de F  está definida por dos puntos M y N. Restando 
las coordenadas de M de las de N se determinan primero las compo
nentes del vector MN y la distancia d  de M a N:

dx =  x2 -  * i  dy = í/2 ~  y\ dz = z2 ~ z 1

d  = V d *  + d% + d i

Sustituyendo los valores para F  y para dx, dy, d , y d  en las relaciones 
(2.29), se obtienen las componentes Fx, FtJ y Fz de la fuerza.

Los ángulos 6X, Gy y 6Z que forman F  con los ejes coordenados 
pueden obtenerse de las ecuaciones (2.25). Comparando las ecuaciones 
(2.22) y (2.27) también se puede escribir

T J  1
eos 6x — ~ f  eos 0,. =  j  eos 0Z =  (2.30)

d  J d  d

y determinar los ángulos 6X, 0y y 6Z directamente de las componentes y 
la magnitud del vector MÑ.

2.14. ADICIÓN DE FUERZAS CONCURRENTES EN EL ESPACIO

La resultante R de dos o más fuerzas en el espacio se calcula sumando 
sus componentes rectangidares. Los métodos gráficos o trigonométri
cos no son muy prácticos en el caso de fuerzas en el espacio.

El método seguido aquí es semejante al empleado en la sección
2.8 con fuerzas coplanares. Se establece que

R = 2 F

se descompone cada fuerza en sus componentes rectangulares y se es
cribe

R*i + Ryj + fl-k = 2(FX i + F J  + F,k) 
= (SFJi + (XFy)j + (2Fz)k

de la cual se desprende que

Rx — SFj. Ry = 2Fy Rz = 2 F Z (2.31)

La magnitud de la resultante y los ángulos 9X, 6y y 0Z que ésta forma 
con el eje de coordenadas se obtienen por el método de la sección 2.12. 
Se escribe

R =  V R *  + R?, + Rz (2.32)
D D

eos 9X = —  eos 0t. = ~~~ eos 9Z = —  (2.33) 
R * R R



PROBLEMA RESUELTO 2.7
El alambre de una torre está anclado en A por medio de un perno. La ten
sión en el alambre es de 2 500 N. Determine a) las componentes Fx, FtJ y F. 
de la fuerza que actúa sobre el perno y b) los ángulos 8X, 6y y 6Z que definen 
la dirección de la fuerza.

SOLUCIÓN
a) Componentes de la fuerza. La línea de acción de la fuerza que 

actúa sobre el perno pasa por Ay B y la fuerza está dirigida de A hacia B. Las 
componentes del vector AB, que tienen la misma dirección que la fuerza, son

<4 = ~40 in 

La distancia total de A a B es

d„ = +80 m <L = +30 m

AB -  d -  V d f T Z T r f f  = 94.3 m

Al representar por i, j  y k los vectores unitarios a lo largo de los ejes coor
denados, se tiene

AB = -(40  m)i + (80 m)j + (30 m)k 

Introduciendo el vector unitario \ = AB/AB, se escribe

~ * 2 500 N-
F = FX = F AB AB

AB 94.3 m

Si se sustituye la expresión encontrada para AB, se obtiene

F = 2 500 N [—(40 m)i94.3 m
F = -(1  060 N)i + (2 120 N)j 

Por consiguiente, las componentes de F son

(80 m)j + (30 m)k] 

(795 N)k

Fx = - 1  060 N 

b) Dirección de la fuerza.

Fy = +2 120 N F. = +795 X 

Con las ecuaciones (2.25), se escribe

m m *

eos 0r =
-1 060 N 
2 500 N COS dy = Fu +2120 N 

2 500 N

A zcos 6L = —  =
+795 N

F 2 500 N

Si se calcula sucesivamente cada cociente y su arco coseno, se obtiene

0* = 115.1° 0y = 32.0° 6Z = 71.5° 4

(Nota: El resultado también pudo haberse determinado con las componentes 
y la magnitud del vector AB en lugar de la fuerza F.)

m m

ip il



PROBLEMA RESUELTO 2.8
Una sección de una pared de concreto precolado se sostiene temporalmente 
por los cables mostrados. Se sabe que la tensión es de 840 lb en el cable AB 
y 1 200 lb en el cable AC, determine la magnitud y la dirección de la resul
tante de las fuerzas ejercidas por los cables AB y AC sobre la estaca A.

SOLUCION
Componentes de las fuerzas. La fuerza ejercida por cada cable so

bre la estaca A se descompondrá en sus componentes x, y y z. Primero 
se determinarán las componentes y la magnitud de los vectores AB y AC, 
midiéndolos desde A hacia la sección de la pared. Si se representa por i, j  y 
k a los vectores unitarios a lo largo de los ejes coordenados, se escribe

AB = -(16  ft)i + (8 ft)j + (11 ft)k AB = 21 ft
AC = -(16  ft)i + (8 ft)j -  (16 ft)k AC = 24 ft

Al representar por k AB al vector unitario a lo largo de la línea AB, se tiene

AB 8401b- 
ABTab — TAf¡KA,* — Ta b -

21 ft -AB

-rftSl A1 s
-  T  u = (1 200 ll>¡ X,vf

J 7¿—_

Al sustituir la expresión encontrada para AB, se obtiene 
840 lb ,

Tab — 21 ft
■ [—(16 ft)i + (8 ft)j + (11 ft)k]

Tab = “ (640 lb)i + (320 lb)j + (440 lh)k
16  ̂ Si se representa con kAC al vector unitario a lo largo de AC, se obtiene en 

forma semejante

Tac — Tac^ac — T
AC 1 200 lb

A C AC

R = V ñ ?  + fi2 + R~ = V ( - l  440)2 + (720)2 + (-360)2
R = 1 650 Ib

De las ecuaciones (2.33) se obtiene

°0S x = ~R =
-14401b 
1 650 lb

a Ry cos By = Y
+720 lb 
1 650 lb

AC 24 ft

Tac = “ (800 lb)¡ + (400 lb)j -  (800 lb)k
Resultante de las fuerzas. La resultante R de las fuerzas ejercidas 

por los dos cables es
R = Tab + T ac = ~U  440 lb)i + (720 lb)j -  (360 lb)k

La magnitud y dirección de la resultante se determinan por:

cos 6, - -360 lb
R 1 650 lb

Calculando en forma sucesiva cada cociente y su arco coseno, se obtiene
0, = 150.8" dy = 64.1° <h =102.6° <

SiSgi



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En esta lección se vio que las fuerzas en el espacio pueden ser definidas por su mag
nitud y su dirección o por las tres componentes rectangulares Fx, Fy y Fz.

A. C uando una fu e rz a  se d efin e  p o r  su m agnitud y su d irecc ión ,  sus com
ponentes rectangulares Fx, Fy y Fz se pueden determinar de la siguiente manera:

C aso 1. Si la dirección de la fuerza F  está definida por los ángulos 9y y <f> mostra
dos en la figura 2.30, las proyecciones de F  a través de estos ángulos o sus com
plementos proporcionarán las componentes de F  [ecuaciones (2.17)]. Obsérvese 
que las componentes x y z de F  se obtienen proyectando primero a F  sobre el plano 
horizontal; entonces, la proyección F/, obtenida de esta forma se descompone en 
las componentes F T y F z (figura 2.30c).

Cuando se resuelven problemas de este tipo, se recomienda dibujar primero la 
fuerza F  y después su proyección F/( y sus componentes Fx> Fy y Fz antes de ini
ciar la parte matemática de la solución.

C aso 2. Si la dirección de la fuerza F  está definida por los ángulos 6X, 9y y 9. que 
F  forma con los ejes coordenados, cada componente se puede obtener multiplicando 
la magnitud F  de la fuerza por el coseno del ángulo que le corresponde [ejemplo 1]:

Fx — F  cos 6X Fy = F cos 9y Fz — F  cos 6.

C aso 3. Si la dirección de la fuerza F  está definida por dos puntos M y N ubica
dos a lo largo de su línea de acción (figura 2.34), primero se expresa al vector MN 
dibujado desde M hasta N, en términos de sus componentes dx, dy y d , y de los 
vectores unitarios i, j  y k:

MN = dx i + d ,j  + dzk

Después se determina el vector unitario X a lo largo de la línea de acción de F  di
vidiendo al vector MN entre su magnitud MN. Si se multiplica a X por la magni
tud de F, se obtiene la expresión deseada para F  en términos de sus componentes 
rectangulares [problema resuelto 2.7]:

F  =  FX = (dx i + dtJ  + dz k)

Cuando se determinan las componentes rectangulares de una fuerza, es conveniente 
emplear un sistema de notación consistente y con significado. El método utilizado 
en este texto se ilustra en el problema resuelto 2.8 donde, por ejemplo, la fuerza 
TAB actúa desde la estaca A hacia el punto B. Obsérvese que los subíndices han 
sido ordenados para coincidir con la dirección de la fuerza. Se recomienda adoptar 
la misma notación ya que le ayudará a identificar al punto 1 (el primer subíndice) 
y al punto 2 (el segundo subíndice).



Cuando el vector que define la línea de acción de una fuerza se forma, puede pen
sarse en sus componentes escalares como el número de pasos que debe efectuar, 
en cada dirección coordenada, para ir desde el punto 1 hasta el punto 2. Es esen
cial que siempre se recuerde asignarle el signo correcto a cada una de las compo
nentes.

B. C uando una fu e r z a  está  d efin id a  p o r  sus com ponen tes rectan gu lares Fx, 
F tJ y y se puede obtener su magnitud F  así

F = V f * + Ffj + í f

Los cosenos directores de la línea de acción de F  se pueden determinar dividiendo 
las componentes de la fuerza entre F:

F  F„ F
cos 0X = ~=r cos 0,. = —  cos 6Z — ~~

F y F  F

A partir de los cosenos directores se pueden obtener los ángulos 6X, 6y y 8Z que F  
forma con los ejes coordenados [ejemplo 2].

C. P ara d eterm in ar la  resu ltan te  R d e  d os  o  m ás fu erz a s  en el espacio tridi
mensional, primero se determinan las componentes rectangulares de cada una de 
las fuerzas utilizando alguno de los procedimientos que se acaban de describir. Con 
la suma de esas componentes se obtendrán las componentes Rx, Ry y Rz de la re
sultante. Entonces, la magnitud y la dirección de la resultante se puede obtener 
como se señaló en los incisos anteriores para el caso de una fuerza F  [problema re
suelto 2.8].



Problemas

Figura P2.73 y P2.74

2.73 Para estabilizar un árbol arrancado parcialmente durante una 
tormenta, se le amarran los cables AB y AC a la parte alta del tronco y des
pués se fijan a barras de acero clavadas en el suelo. Si la tensión en el cable 
AB es de 950 lb, determine a) las componentes de la fuerza ejercida por es
te cable sobre el árbol, b) los ángulos 9X, 0y y 0, que forma la fuerza en A 
con los ejes paralelos a los ejes coordenados.

2.74 Para estabilizar un árbol arrancado parcialmente durante una tor
menta, se le amarran los cables AB y AC a la parte alta del tronco y después 
se fijan a barras de acero clavadas en el suelo. Si la tensión en el cable AC 
es de 810 lb, determine a) las componentes de la fuerza ejercida por este ca
ble sobre el árbol, b) los ángulos 6X, dy y 0- que forma la fuerza en A con los 
ejes paralelos a los ejes coordenados.

Figura P2.75 y P2.76

2.75 Determine a) las componentes x, y y
b) los ángulos 0

de la fuerza de 900 N,
9y y 0- que forma la fuerza con los ejes coordenados.

2.76 Determine a) las componentes x, y y z de la fuerza de 1 900 N,
b ) los ángulos 8X 6y y 6Z que forma la fuerza con los ejes coordenados.

2.77  Una pistola se apunta hacia un punto A ubicado 20° al oeste del 
norte. Si el cañón de la pistola forma un ángulo de 35° con la horizontal y la 
máxima fuerza del culatazo al disparar es de 180 lb, determine a) las com
ponentes x, y y z de dicha fuerza, b) los valores de los ángulos 6X> 8y y 0~ que 
definen la dirección de la fuerza del culatazo. (Suponga que x, y y z se diri
gen respectivamente al este, hacia arriba y hacia el sur.)

2.78 Resuelva el problema 2.77 suponiendo que el punto A se locali
za 25° al norte del oeste v que el cañón de la pistola forma un ángulo de 30° 
con la horizontal.

2.79 El ángulo entre el resorte AB y el poste DA es de 30°. Si la ten
sión en el resorte es de 220 N, determine a) las componentes x, y y z de la 
fuerza ejercida por este resorte sobre la placa, b) los ángulos 9X, 8y y 9Z que 
forma la fuerza con los ejes coordenados.

2.80 El ángulo entre el resorte AC y el poste DA es de 30°. Si la com
ponente x de la fuerza ejercida por el resorte AC sobre la placa es de 180 N, 
determine a) la tensión en el resorte AC, b) los ángulos 9X, 8y y 8Z que forma 
la fuerza ejercida en C con los ejes coordenados.

2.81 Determine la magnitud y la dirección de la fuerza F = (65 N)i — 
(80 N)j -  (200 N)k.

2.82 Determine la magnitud y la dirección de la fuerza F = (450 N)¡ + 
(600 N)j -  (1 800 N)k.

Figura P2.79 y P2.80
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2.83 Una fuerza actúa en el origen de un sistema coordenado en la di
rección definida por los ángulos 0X = 43.2° y Qz = 83.8°. Si la componente ij 
de la fuerza es de -50 lb, determine a) el ángulo 0,r  b) las componentes 
restantes y la magnitud de la fuerza.

2.84 Una fuerza actúa en el origen de un sistema coordenado en la di
rección definida por los ángulos 0X = 113.2° y 6tJ = 78.4°. Si la componente 
z de la fuer/a es de -35 lb, determine a) el ángulo 0Z, b ) las componentes 
restantes y la magnitud de la fuerza.

2.85 Una fuerza F con magnitud de 250 N actúa en el origen de un 
sistema coordenado. Si F, = 80 N, 0t/ = 72.4° y F, > 0, determine a) las 
componentes Fy y Fz, b) los ángulos tír y fíz.

2.86 Una fuerza F con magnitud de 320 N actúa en el origen de un 
sistema coordenado. Si 6X = 104.5°, F ,=  -120  N y Fy <  0, determine a ) las 
componentes Fx y FIJt b) los ángulos 6y y 6Z.

2.87 Una barra de acero se dobla para formar un anillo semicircular 
con 36 in. de radio que está sostenido parcialmente por los cables BD y BE, 
los cuales se unen al anillo en el punto B. Si la tensión en el cable BD es de 
55 lb, determine las componentes de la fuerza ejercida por el cable sobre el 
soporte colocado en D.

2.88 Una barra de acero se dobla para formar 1111 anillo semicircular 
con 36 in. de radio que está sostenido parcialmente por los cables BD y BE, 
los cuales se unen al anillo en el punto tí. Si la tensión en el cable BE es de 
60 lb, determine las componentes de la fuerza ejercida por el cable sobre el 
soporte colocado en E.

2.89 Una torre de transmisión se sostiene por medio de tres alambres 
anclados con pernos en B, C y D. Si la tensión en el alambre AB es de 2 100 
N, determine las componentes de la fuerza ejercida por el alambre sobre el 
perno colocado en B.

2.90 Una torre de transmisión se sostiene mediante tres alambres que 
están anclados con pernos en B, C y D. Si la tensión en el alambre AD es de 
1 260 N, determine las componentes de la fuerza ejercida por este alambre 
sobre el perno colocado en D.



56 Estática de partículas 2.91 Dos cables BG y BH están unidos al marco ACD como se mues
tra en la figura. Si la tensión en el cable BG es de 450 N, determine las 
componentes de la fuerza ejercida por el cable BG sobre el marco en el 
punto B.

2.92 Dos cables BG y BH están unidos al marco ACD como indica la 
figura. Si la tensión en el cable BH es de 60() N, determine las componentes 
de la fuerza ejercida por el cable BH sobre el marco en el punto B.

2.93 Determine la magnitud y la dirección de la resultante de las dos 
fuerzas mostradas en la figura, si P = 4 kips y Q = 8 kips.

2.94 Determine la magnitud v la dirección de la resultante de las dos 
fuerzas mostradas en la figura, si P = 6 kips y Q = 7 kips.



2.95 El aguilón OA soporta una carga P y está sostenido por dos ca
bles, según muestra la figura. Si en el cable AB la tensión es de 510 N y en 
el cable AC es de 765 N, determine la magnitud y la dirección de la resul
tante de las fuerzas ejercidas en A por los dos cables.

2.96 Suponga que en el problema 2.95 la tensión es de 765 N en el 
cable AB y de 510 N en el cable AC, y determine la magnitud y la dirección 
de la resultante de las fuerzas ejercidas en A por los dos cables.

2.97 Para el árbol del problema 2.73, si la tensión en el cable AB es 
de 760 lb y la resultante de las fuerzas ejercidas en A por los cables AB y AC 
yace en el plano yz, determine «) la tensión en el cable AC, b) la magnitud 
y la dirección de la resultante de las dos fuerzas.

2.98 Para el árbol del problema 2.73, si la tensión en el cable AC es 
de 980 lb y la resultante de las fuerzas ejercidas en A por los cables AB y AC 
yace en el plano yz, determine a) la tensión en el cable AB, h) la magnitud 
y la dirección de la resultante de las dos fuerzas.
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2.99 Para el aguilón del problema 2.95, si a  = 0°, la tensión en el ca
ble AB es de 600 N, y la resultante de la carga P y las fuerzas ejercidas en 
A por los dos cables se dirige a lo largo de OA, determine a) la tensión en 
el cable AC, b) la magnitud de la carga P.

2.100 Para la torre de transmisión del problema 2.89, determine las 
tensiones en los cables AB y AD si la tensión en el cable AC es de 1 770 N 
y la resultante de las fuerzas ejercidas por los tres cables en A debe ser ver
tical.

Figura P2.95

2.15. EQUILIBRIO DE UNA PARTÍCULA EN EL ESPACIO

De acuerdo con la definición dada en la sección 2.9, una partícula A 
está en equilibrio si la resultante de todas las fuerzas que actúan sobre 
A es cero. Las componentes Rx, Ry y Rz de la resultante están dadas 
por las relaciones (2.31); al expresar que las componentes de la resul
tante son cero, se escribe

2 F X =  0 IF y  =  0 1 F Z =  0 (2.34)

Las ecuaciones (2.34) representan las condiciones necesarias y sufi
cientes para lograr el equilibrio de una partícula en el espacio. Estas 
ecuaciones pueden usarse para resolver problemas que tratan con el 
equilibrio de una partícula y en los que intervienen no más de tres in
cógnitas.

Para resolver tales problemas, se traza un diagrama de cuerpo li
bre donde se muestre a la partícula en equilibrio y todas las fuerzas 
que actúan sobre ella. Deben escribirse las ecuaciones de equilibrio 
(2.34) y despejar las tres incógnitas. En los tipos de problemas más co
munes, esas incógnitas representan 1) las tres componentes de una sola 
fuerza o 2) la magnitud de tres fuerzas, cada una con dirección cono
cida.

Fotografía 2.3 Como la tensión presente en los 
cuatro cables que sostienen al contenedor de 
carga no se puede encontrar mediante las tres 
ecuaciones (2.34), es posible obtener una 
relación entre las tensiones considerando el 
equilibrio del gancho.



mam
PROBLEMA RESUELTO 2.9
Un cilindro de 2(X) kg se sostiene por medio de dos cables AB y AC que se 
amarran en la parte más alta de una pared vertical. Una fuerza horizontal P 
perpendicular a la pared lo sostiene en la posición mostrada. Determine la 
magnitud de P y la tensión en cada cable.

SOLUCIÓN
Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el punto A como cuerpo li

bre, este punto está sujeto a cuatro fuerzas, tres de las cuales son de magni
tud desconocida.

Con la introducción de los vectores unitarios i, j  y k, se descompone 
cada fuerza en sus componentes rectangulares.

(1)
P = Pi

W = -m gj = -{200 kg)<9.81 m/s2)j = -(1  962 N)j

En el caso de TAB y TAC, es necesario determinar primero las componentes 
y las magnitudes de los vectores AB y AC. Representando con XAB el vector 
unitario a lo largo de AB, se escribe

AB = -(1 .2  m)i + (10 m)j + (8 m)k AB = 12.862 m 
i b '

\AB = — —  = -0.09330Í + 0.7775Í + 0.6220k 
12.862 m 1

Tab = TABkAB = -0.09330rABi + 0.7775TABj  + 0.6220rAfik (2)
Al representar con XAc el vector unitario a lo largo de AC, se escribe en 
forma semejante

AC = -(1 .2  m)i + (10 m)j -  (10 m)k AC = 14.193 m 
AC

W  = ■rr~r—  = -0.08455Í + 0.7046j -  0.7046k 
14.193 m J

Tac = TacKkc  = —0.08455TAci + 0. (046TAcj — 0.7046TAck (3) 

Condición de equilibrio. Puesto que A está en equilibrio se debe tener 

2 F  = 0: TAB + Tac + P + W = 0
o con la sustitución de (1), (2) y (3) para las fuerzas y factorizando i, j  y k,

(—0.09330TAB -  0.08455Tac + P)i
+ (0.7775Tab + 0.7046Tac -  1 962 N)j

+ (0.6220Tab -  0.7046TAC)k = 0

Al hacer los coeficientes de i, j  y k iguales a cero, se escriben las tres ecua
ciones escalares que expresan que la suma de las componentes x, y y z de las 
fuerzas son, respectivamente, iguales a cero.
2FX = 0: -0.09330PAB -  0.08455Tac + P = 0

= 0: +0.7775Tab + 0.70467 AC -  1 962 N = 0
2F . = 0: +0.6220rAB -  0.7046Tac = 0

Con la solución de estas ecuaciones se obtiene

P = 235 N Tab = 1 402 N TAr = 1 238 N <

... ..



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

Anteriormente se vio que cuando una partícula está en equilibrio, la resultante de las fuerzas 
que actúan sobre la misma debe ser igual a cero. En el caso del equilibrio de una partícula 
en el espacio tridimensional, expresar este hecho proporcionará tres relaciones entre las 
fuerzas que actúan sobre la partícula. Estas relaciones se pueden utilizar para determinar 
tres incógnitas, que usualmente son las magnitudes de tres fuerzas.

La solución constará de los siguientes pasos:

/. Dibujar un diagrama de cuerpo libre de la partícula. Este diagrama muestra la 
partícula y a todas las fuerzas que actúan sobre la misma. En el diagrama se deben indicar 
tanto las magnitudes de las fuerzas conocidas, como cualquier ángulo o dimensión que de
fina la dirección de una fuerza. Cualquier magnitud o ángulo desconocido debe ser deno
tado por un símbolo apropiado. En el diagrama de cuerpo libre no se debe incluir infor
mación adicional.

2. Descomponer cada una de las fuerzas en sus componentes rectangulares. Con el 
método utilizado en la sección anterior, para cada fuerza F se determina el vector unitario 
X, que define la dirección de dicha fuerza y F se expresa como el producto de su magnitud 
F y el vector unitario A.. Así se obtiene una expresión con la siguiente forma

F  = FX = ^  (dx\ + dyj + d,k)

•tí

fe !

donde d, dx, d,, y dz son dimensiones obtenidas a partir del diagrama de cuerpo libre de la 
partícula. También mostramos la dirección de F, que puede definirse en términos de los án
gulos Oy y 4>. Si se conoce tanto la magnitud como la dirección de una fuerza, entonces F 
es conocida y la expresión obtenida para F está totalmente definida; de otra forma, F es una 
de las tres incógnitas a determinar.

3. Hacer igual a cero a la resultante o suma de las fuerzas que actúan sobre la 
partícula. Se obtendrá una ecuación vectorial que consta de términos que contienen los 
vectores unitarios i, j  o k. Los términos que contienen el mismo vector unitario se agru
parán v dicho vector se factorizará. Para que la ecuación vectorial sea correcta, se deben 
igualar a cero los coeficientes de cada uno de los vectores unitarios. Esto proporcionará tres 
ecuaciones escalares que se pueden resolver para un máximo de tres incógnitas [problema 
resuelto 2.9],



Problemas

Figura P2.101 y P2.102

2.101 Un contenedor se sostiene por medio de tres cables que están 
unidos al techo como se muestra en la figura. Determine el peso W del con
tenedor si la tensión en el cable AB es de 6 kN.

2.102 Un contenedor se sostiene por medio de tres cables que están 
unidos al techo como se muestra en la figura. Determine el peso W del con
tenedor si la tensión en el cable AD es de 4.3 kN.

2.103 Tres cables son usados para amarrar el globo que se muestra en 
la figura. Si la tensión en el cable Afí es de 259 N, determine la fuerza ver
tical P que ejerce el globo en A.

2.104 Tres cables son usados para amarrar el globo que se muestra en 
la figura. Si la tensión en el cable AC es de 444 N, determine la fuerza ver
tical P que ejerce el globo en A.

2.105 El montaje de apoyo que se muestra en la figura está atorni
llado al sitio en B, C y D y soporta en A una fuerza P dirigida hacia abajo. 
Si las fuerzas presentes en los elementos AB, AC y AD están dirigidas a lo 
largo de los elementos respectivos, y la fuerza en el elemento AB es de 29.2 
lb, determine la magnitud de P.

Figura P2.107 y P2.108 
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Figura P2.105 y P2.106

2.106 El montaje de apoyo que se muestra en la figura está atorni
llado al sitio en B, C y D y soporta en A una fuerza P dirigida hacia abajo. 
Si las fuerzas presentes en los elementos AB, AC y AD están dirigidas a lo 
largo de los elementos respectivos y P = 45 lb, determine las fuerzas pre
sentes en los elementos.

2.107 Una torre de transmisión se sostiene por medio de tres alam
bres que están unidos a una punta colocada en A y se anclan mediante per
nos en B, C y D. Si la tensión en el alambre AB es de 3.6 kN, determine la 
fuerza vertical P ejercida por la torre sobre la punta puesta en A.

2.108 Una torre de transmisión se sostiene por medio de tres alam
bres que están unidos a una punta colocada en A y se anclan mediante per
nos en B, C y D. Si la tensión en el alambre AC es de 2.6 kN, determine la 
fuerza vertical P ejercida por la torre sobre la punta puesta en A.

Figura P2.103 y P2.104



2.109 Una carga de madera de 320 lb se levanta usando un cabestro 
de tres ramas. Si en el instante mostrado la madera se encuentra en reposo, 
determine la tensión en cada rama del cabestro.

Problemas 61

2.110 Una carga de madera se levanta usando un cabestro de tres ra
mas. Si en el instante mostrado la madera se encuentra en reposo y la ten
sión en la rama AD es de 220 lb, determine el peso de la madera.

2.111 Una fuerza P se aplica sobre un cono uniforme como indica la 
figura; el cono está sostenido por tres cuerdas cuyas líneas de acción pasan 
a través del vértice A. Si P = 0 y la tensión en la cuerda BE es de 0.2 lb, de
termine el peso W del cono.

2.112 Una fuerza P se aplica sobre un cono uniforme como indica la 
figura; el cono está sostenido por tres cuerdas cuyas líneas de acción pasan 
a través del vértice A. Si el cono pesa 1.6 lb, determine el rango de valores 
de P para los cuales la cuerda CF está tensa.

2.113 Una placa triangular de 16 kg se sostiene mediante tres cables 
como indica la figura. Si a = 150 mm, determine la tensión presente en cada 
cable.

2.114 Una placa triangular de 16 kg se sostiene mediante tres cables 
como indica la figura. Si a = 200 mm, determine la tensión en cada cable.

Figura P2.113 y P2.114

2.115 Una torre de transmisión se sostiene por medio de tres alam
bres que están unidos a una punta colocada en A y se anclan mediante per
nos en B, C y D. Si la torre ejerce sobre la punta una fuerza vertical hacia 
arriba de 8 kN, determine la tensión presente en cada alambre.

Figura P2.115



62 Estática de partículas 2.116 Un aguilón de grúa se sostiene mediante los cables AC y AD. 
Un trabajador levanta un bloque de 20 kg jalando una cuerda que pasa por 
la polea colocada en A. Si el aguilón AB ejerce una fuerza en A que está di
rigida de B hacia A, determine dicha fuerza y la fuerza ejercida en cada uno 
de los dos cables.

Figura

2.117 Una placa circular horizontal con peso de 62 lb está suspendida por 
tres alambres que forman ángulos de 30° con respecto a la vertical y se encuentran 
unidos a un soporte en D. Determine la tensión presente en cada alambre.

2.118 Para el cono del problema 2.112, determine el rango de valores 
de P en los cuales la cuerda DG queda tensa cuando P se orienta en la di
rección —x.

2.119 Un hombre de 175 lb utiliza dos cuerdas AB y AC para tratar 
de moverse sobre una superficie congelada y resbaladiza. Si la fuerza ejer
cida sobre el hombre por la superficie congelada es perpendicular a dicha 
superficie, determine la tensión presente en cada cuerda.

y

Figura P2.119

2.120 Resuelva el problema 2.119 suponiendo que el hombre situado en 
A es ayudado por un amigo, quien jala hacia él con una fuerza P = —(45 lb)k.

2.121 Una fuerza P se aplica sobre un cono uniforme como indica la 
figura; el cono está sostenido por tres cuerdas cuyas líneas de acción pasan 
a través del vértice A. Si el cono pesa 10.5 N y P = 0, determine la tensión 
presente en cada cuerda.

2.122 Una fuerza P se aplica sobre un cono uniforme como indica la 
figura; el cono está sostenido por tres cuerdas cuyas líneas de acción pasan 
a través del vértice A. Si el cono pesa 10.5 N y P -  0.5 N, determine la ten
sión en cada cuerda.

2.123 Los escaladores situados en A y B han pasado una cuerda ADB a 
través de un anillo unido al paquete en D, pretenden bajar el paquete, con

~ X

Figura P2.117

P2.116



Figura P2.125 y P2.126

Figura P2.123 y P2.124

2.127 I ¿os collarines A y B unidos por medio de un alambre de 1 ni 
de largo pueden deslizarse libremente sin fricción sobre las barras. Si una 
fuerza P = (680 N)j se aplica en A, determine a) la tensión en el alambre 
cuando tj = 300 mm, b) la magnitud de la fuerza Q requerida para mantener 
el equilibrio del sistema.

2.128 Resuelva el problema 2.127 suponiendo que y = 550 mm. Figura P2.127

peso W, al escalador que se encuentra en C. El escalador en C está 64 
ft por debajo de A y guía el paquete usando la cuerda CD. Si en el 
instante mostrado en la figura el paquete está en reposo y la tensión en 
la cuerda CD es de 17 lb, determine la tensión presente en la cuerda 
ADB y el peso del paquete. (Sugerencia: Considere que la tensión es 
la misma en ambas porciones de la cuerda ADB.)

2.124 Los escaladores situados en A y B han pasado una cuerda 
ADB a través de un anillo unido al paquete en D. pretenden bajar el 
paquete, con peso W, al escalador que se encuentra en C. El escalador
en C está 64 ft por debajo de A y guía el paquete usando la cuerda CD. : 
Si W = 120 lb y en el instante mostrado en la figura el paquete está en 
reposo, determine la tensión en cada cuerda. (Sugerencia: Considere 
que la tensión es la misma en ambas porciones de la cuerda ADB.)

2.125 Una pieza de maquinaria de peso W está sostenida 
temporalmente por los cables AB,AC y ADE. El cable ADE está unido 
al anillo en A, pasa por la polea en D. y regresa al anillo para unirse 
después al soporte en E. Si W = 1 400 N", determine la tensión en ca
da cable. (Sugerencia: La tensión es la misma en todas las porciones del 
cable ADE.)

2.126 Una pieza de maquinaria de peso W está sostenida 
temporalmente por los cables AB, AC y ADE. El cable ADE está unido 
al anillo en A, pasa por la polea en D, y regresa al anillo para unirse 
después al soporte en E. Si la tensión en el cable AB es de 300 N, 
determine a) la tensión en AC, b) la tensión en ADE y c) el peso W. 
(Sugerencia: La tensión es la misma en todos los tramos del cable ADE.)

0.3 m

2.4 ni

2.4 m
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3.6 ni
2.7 m



R E P A S O  Y R E S U M EN 
D E L  C A P Í T U L O  2

Resultante de dos fuerzas

Componentes rectangulares.
Vectores unitarios

En este capítulo se estudió el efecto de fuerzas sobre partículas, 
es decir, sobre cuerpos de forma y tamaño tales que todas las fuer
zas que actúan sobre ellos se puede suponer que se aplican en el 
mismo punto.

Las fuerzas son cantidades vectoriales que se caracterizan por un 
punto de aplicación, una magnitud y una dirección, y se suman de 
acuerdo con la ley del paralelogramo (figura 2.35). La magnitud y di
rección de la resultante R  de dos fuerzas P y Q se pueden determi
nar ya sea gráficamente o por trigonometría, utilizando sucesivamen
te la ley de los cosenos y la ley de los senos (problema resuelto 2.1).

Cualquier fuerza dada que actúe sobre una partícula puede des
componerse en dos o más componentes, es decir, se puede reempla
zar por dos o más fuerzas que tengan el mismo efecto sobre la par- 
tícida. Se puede descomponer una fuerza F  en dos componentes P 
y Q al dibujar un paralelogramo que tenga a F  por su diagonal; en
tonces, las componentes P y Q son representadas por los dos lados 
adyacentes del paralelogramo (figura 2.36) y se pueden determinar 
ya sea en gráficas o por trigonometría (sección 2.6).

Se dice que una fuerza F  se ha dividido en dos componentes 
rectangulares si sus componentes F* y F y son perpendiculares en
tre sí y se dirigen a lo largo de los ejes coordenados (figura 2.37). 
Al introducir los vectores unitarios i y j  a lo largo de los ejes x y y, 
respectivamente, se escribe (sección 2.7)

F ,  = F J  Fy = F J (2.6)

(2.7)F  =  Fxi + F J

donde Fx y Fy son las componentes escalares de F. Estas compo
nentes, que pueden ser positivas o negativas, se definen por las rela
ciones

Fr =  F  cos 9 Fy = F sen 0 (2 .8 )

Cuando se dan las componentes rectangulares Fx y Fy de una 
fuerza F , el ángulo 9 que define la dirección de la fuerza se pue
de obtener al escribir

tan 9 L l (2.9)

Resultantes de varias fuerzas 
coplanares

La magnitud F de la fuerza se puede obtener al resolver una de 
las ecuaciones (2.8) o al aplicar el teorema de Pitágoras y escribir

F  = V F ?  + Ffj (2.10)

Cuando tres o más fuerzas coplanares actúan sobre una partí
cula, las componentes rectangulares de su resultante R se pueden

Figura

Componentes de una fuerza

Figura 2.36



obtener al sumar en forma 
clientes de las
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Se tiene

(2

La magnitud y dirección de R  se pueden determinar entonces por

*y iM&SA-fc&'.Ms. -ar ••■¿••tüÉi -r-'K-'-:
« ,  = 2 ? *  Hy =* (2.13)

Una fuerza F  en un espacio tridimensional se puede descom
poner en componentes rectangulares F*, Fy y F , (sección 2.12). Al 
simbolizar por medio de 0X, $g y 8Z, respectivamente, los ángulos 
que F  forma con los ejes x, y y z (figura 2.38), se tiene

F* = F cos 6X Fy = F  cos 0y Fz = F  cos %  (2.19)

Fuerzas en el espacio

Figura 2.38 a) b) c)

Cosenos directores

X

unitarios i,

F  = Fxi +  F J  +  F*k (2.20)
o

F  = F(cos 0xi + cos 0 J  +  cos 0Jk) (2.21)

lo que demuestra (figura 2.39) que F  es el producto de su magni
tud F  v del vector unitario

K  = eos 6xi +  eos e j  + cos 6zk

Puesto que la magnitud de A. es igual a la unidad, se tiene que

Cuando las componentes rectangulares Fx, FXj y Fz de una fuerza

Cuando una fuerza F  se define en un espacio tridimensional 
por medio de su magnitud F  y de dos puntos M y N sobre su línea

Figura 2.39
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Resultante de fuerzas en el espacio

Equilibrio en el espacio

de acción (sección 2.13), sus componentes rectangulares se pue
den obtener de la siguiente manera: primero se expresa el vector 
MN que une los puntos M y N  en términos de sus componentes 
d ,̂ dy y dz (figura 2.40); se escribe

MN = d x i + d j  + dzk  (2.26)

Después se determina el vector unitario X a lo largo de la línea de 
acción de F  al dividir MN entre su magnitud MN — d:

X =
MN
MN

=  - j ( d xi + d ,j  + d .  k) (2.27)

Recordando que F  es igual al producto de F y X, se tiene

F  =  FX = — ((4 i + d vj + dz k) (2.28)

de lo cual se desprende (problemas resueltos 2.7 y 2.8) que las 
componentes escalares de F  son, respectivamente,

Fdx Fd^ Fdz
d y d  d

(2.29)

Equilibrio de una partícula

Diagrama de cuerpo libre

Cuando dos o más fuerzas  actúan sobre una partícula en el es
pacio tridimensional, las componentes rectangulares de su resul
tante R  se pueden obtener al sumar en forma algebraica las com
ponentes correspondientes de las fuerzas (sección 2.14). Se tiene

Rx = 2F X R,j = ZFy Rz = SF Z (2.31)
La magnitud y dirección de R se pueden determinar entonces a 
partir de relaciones similares a las ecuaciones (2.18) y (2.25) (véase 
problema resuelto 2.8).

Se dice que una partícula está en equilibrio cuando la resultan
te de todas las fuerzas que actúan sobre ella es cero (sección 2.9). La 
partícula entonces permanecerá en reposo (si originalmente se en
cuentra en reposo) o se moverá con velocidad constante en una línea 
recta (si se encontraba originalmente en movimiento) (sección 2.10).

Para resolver un problema que se refiera a una partícula en equi
librio, primero se deberá dibujar un diagrama de cuerpo libre de la 
partícula que muestre todas las fuerzas que actúan sobre ella (sec
ción 2.11). Si sólo actiían tres fuerzas coplanares sobre la partícula, 
se puede dibujar un triángulo de fuerzas para expresar que la par
tícula se encuentra en equilibrio. Este triángulo se puede resolver 
gráficamente o por trigonometría para no más de dos incógnitas 
(véase problema resuelto 2.4). Si se incluyen más de tres fuerzas co
planares, se deberán utilizar y resolver las ecuaciones de equilibrio

2 F X = 0 2 F  = 0 (2.15)
■

Estas ecuaciones pueden ser usadas para no más de dos incógni
tas (problema resuelto 2.6).

Cuando una partícula está en equilibrio en el espacio tridimen
sional (sección 2.15), deberán usarse y resolverse las tres ecuacio
nes de equilibrio

2F* = 0 ZFy =  0 2F * = 0  (2.34)

Estas ecuaciones se pueden resolver para no más de tres incógni
tas (véase problema resuelto 2.9).



Problemas de repaso

2.129 Se aplican dos fuerzas en el gancho mostrado en la figura. Si la 
magnitud de P es de 14 lb determine, por trigonometría, a) el ángulo a re
querido si la resultante R de las dos fuerzas aplicadas en el gancho debe ser 
horizontal, b) la magnitud correspondiente de R.

2.130 Determine las componentes x 
que se muestran en la figura.

ij de cada una de las fuerzas

2.131 El alambre atirantado BD ejerce sobre el poste telefónico AC 
una fuerza P dirigida a lo largo de BD. Si P tiene una componente de 450 
N a lo largo de la línea AC, determine a) la magnitud de la fuerza P, b) su 
componente en una dirección perpendicular a AC.

2.132 Sabiendo que a  = 25°, determine la tensión en a) el cable AC,
b) la cuerda BC.

2.133 La cabina de un teleférico se desliza a velocidad constante por 
el cable DF. y se sostiene mediante un conjunto de poleas, las cuales pueden 
rodar libremente sobre el cable de soporte ACB. Sabiendo que a  = 42° v 
(i — 32°, que la tensión en el cable DE es de 20 kN, y que la tensión en el 
cable DF es insignificante, determine a) el peso combinado de la cabina, su 
sistema de soporte y sus pasajeros, b) la tensión en el cable de soporte ACB.

Figura P2.132

2.134 Una carga de 350 lb está sostenida mediante el arreglo de cuer
das y poleas mostrado en la figura. Si /3 = 25°, determine la magnitud y la 
dirección de la fuerza P que debe aplicarse en el extremo libre de la cuerda 
para mantener al sistema en equilibrio. (Vea la sugerencia del problema 2.68.)

.350 lb 

Figura P2.134
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Figura P2.135

0.72 m

Figura P2.138

2.135 Una placa circular horizontal se sostiene mediante tres alam
bres que forman ángulos de 30* con respecto a la vertical y se encuentran 
unidos a un soporte ubicado en el punto D. Si la componente x de la fuerza 
ejercida por el alambre AD sobre la placa es de 220.6 N, determine a) la ten
sión en el alambre AD, b) los ángulos 8X, 9y y 0Z que forma la fuerza ejer
cida en A con los ejes coordenados.

2.136 Una fuerza F con magnitud de 600 lb actúa en el origen de un 
sistema coordenado. Si F, = 200 lb, 0~ = 136.8° y F¡, < 0, determine a) las 
componentes Fy y F., b) los ángulos 6X y 6,r

2.137 Encuentre la magnitud y la dirección de la resultante de las dos 
fuerzas que se muestran en la figura, sabiendo que P = 500 lb y Q = 600 lb.

2.138 La caja de madera que se muestra en la figura se sostiene por 
medio de tres cables. Si la tensión en el cable AB es de 3 kN, determine el 
peso de la caja.

2.139 Una placa rectangular está sostenida por tres cables como se 
muestra en la figura. Si la tensión en el cable AD es de 120 lb, determine el 
peso de la placa.

2.140 Un contenedor de peso W está suspendido del aro A. El cable 
BAC pasa por el aro y se une a los soportes fijos en B y C. Dos fuerzas P = Pi 
y Q = ()k se aplican en el aro para mantener al recipiente en la posición 
mostrada. Si YV = 1 200 N, determine P y Q. (Sugerencia: Considero que la 
tensión es la misma en ambos tramos del cable BAC.)

Dimensiones en pulgadas 

Figura P2.139



Problemas de computadora

2.C1 Con el empleo de software, determine la magnitud y la direc
ción de la resultante de n fuerzas coplanares aplicadas en el punto A. Utili
ce este software para resolver los problemas 2.31, 2.32, 2.33 y 2.34.

x

Figura P2.C1

2.C2 Un trabajador planea subir una cubeta de pintura de 5 galones 
y 60 Ib de peso atando una cuerda al andamio en A, y después pasando la 
cuerda a través del asa de la cubeta en B y por la polea en C; a) grafique 
la tensión en la cuerda como una función de la altura y para 2 ft S  y s  
18 ft; h) evalúe el plan del trabajador.

2.C3 El collar A puede deslizarse libremente y sin fricción sobre la 
barra horizontal que se muestra en la figura. El resorte conectado al collar 
tiene una constante k y no sufre deformación cuando el collar está directa
mente abajo del soporte B. Exprese, en términos de k y la distancia c, la mag
nitud de ia fuerza P requerida para mantener el equilibrio del sistema. 
Grafique P como una función de c para los valores de c entre 0 y 600 mm 
cuando: a) k = 2 N/mm, b) k = 3 N/mm y c) k — 4 N/mm.

: p --- 8 ft — »|

Figura P2.C3

2.C4 Una carga P está sostenida por dos cables, como se muestra en 
la figura. Determine, empleando software, la tensión en cada cable como una 
función de P y 8. Para los siguientes tres conjuntos de valores numéricos 
grafique las tensiones para los valores de 6 que se encuentran desde 0\ = /3 
— 90° hasta 02 = 90° y a partir de las gráficas determine a ) el valor de 6 para 
el cual la tensión en los dos cables es mínima y b) el valor correspondiente 
de la tensión.

(1) a  = 35°, ¡3 = 75°, P = 1.6 kN
(2) a = 50°, (3 = 30°, P = 2.4 kN
(3) a = 40°, 13 = 60°, P = 1.0 kN
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70 Estática de partículas 2.C5 Los cables AC y  BC se amarran juntos en C y  se cargan como
se muestra en la figura. Se sabe que P = 100 lb, a) exprese la tensión en cada 
cable como una función de 6; b) grafique la tensión en cada cable para 0 £  
6 — 90°, y  c) a partir de la gráfica obtenida en el inciso a), determine el valor 
mínimo de 6 para el cual ambos cables se mantienen en tensión.

Figura P2.C5

2.C6 Un recipiente de peso W está sostenido del aro A al cual están 
conectados el cable AB, de 5 m de longitud v el resorte AC. La constante 
del resorte es de 100 N/m, y su longitud sin estiramiento es de 3 m. Deter
mine la tensión en el cable cuando a) W = 120 N y b) W = 160 N.

2.C7 Un acróbata se encuentra caminando sobre una cuerda tensa de 
longitud L = 80.3 ft que está unida a los soportes A y B, los cuales se en
cuentran separados por una distancia de 80 ft. El peso combinado del acró
bata y su garrocha de balance es de 200 lb v la fricción entre sus zapatos y 
la cuerda son suficientes para prevenir el deslizamiento. Despreciando el 
peso y cualquier tipo de deformación elástica de la cuerda, úsese software 
para calcular la deflexión y y la tensión en las porciones AC y BC de la cuer
da para los valores de x comprendidos entre 0.5 y 40 ft usando incrementos 
de 0.5 ft. De los resultados obtenidos, determine a) la deflexión máxima de 
la cuerda, b) la tensión máxima en la cuerda, y c) los valores mínimos de la 
tensión en las porciones AC y BC de la cuerda.

Figura P2.C7

2.C8 La torre de transmisión que se muestra en la figura está sostenida 
por tres cables, los cuales están conectados a una articulación en A y ancla
dos en los puntos B, C y D. El cable AD tiene 21 m de longitud y la tensión 
en el mismo es de 20 kN; a) exprese las componentes x, y y z de la fuerza



ejercida por el cable AD sobre el ancla en D y los ángulos 6X, 0y y 6. corres
pondientes en términos de a  y b) grafique las componentes de la fuerza y 
los ángulos 8X, dy y 9Z para 0 < a ^ 60°.

Problemas de computadora

y
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2.C9 Una torre está sostenida por los cables AB y AC. Un trabajador 
amarra una cuerda de 12 m de longitud a la torre en A y ejerce una fuerza 
constante de 160 N sobre la cuerda; a) exprese la tensión en cada cable como 
una función de 0 si la resultante de las tensiones en los cables y en la cuerda 
está dirigida hacia abajo; y b) grafique la tensión en cada cable como una 
función de d para 0 < < 180°, y a partir de la gráfica determine el rango 
de valores de 9 para los cuales los cables permanecen en tensión.

y

Figura P2.C9

2.C10 Los collares A y B están conectados por un alambre de 10 in. 
de longitud y pueden deslizarse libremente y sin fricción sobre las barras. Si 
se aplica una fuerza Q con una magnitud de 25 lb sobre el collar B, como se 
muestra en la figura, determine la tensión en el alambre y la magnitud co
rrespondiente de la fuerza P requerida para mantener el equilibrio. Grafique 
la tensión en el alambre y la magnitud de la fuerza P para 0 £  i  s  5 in.

Figura P2.C10

Figura P2.C8
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En el capítulo anterior se supuso que cada uno de los cuerpos conside
rados podía ser tratado como si fuera una sola partícula. Sin embargo, 
esto no siempre es posible y, en general, un cuerpo debe tratarse como 
la combinación de varias partículas. Tendrá que tomarse en considera
ción el tamaño del cuerpo y también el hecho de que las fuerzas actúan 
sobre distintas partículas y, por tanto, tienen distintos puntos de aplica
ción.

Al definir que un cuerpo rígido es aquel que no se defbnna, se supo
ne que la mayoría de los cuerpos considerados en la mecánica elemental 
son rígidos. Sin embargo, las estructuras y máquinas reales nunca son ab
solutamente rígidas y se deforman bajo la acción de las cargas que actúan 
sobre ellas. A pesar de ello, por lo general esas deformaciones son peque
ñas y no afectan las condiciones de equilibrio o de movimiento de la es
tructura en consideración. No obstante, tales deformaciones son impor
tantes en lo concerniente a la resistencia a la falla de las estructuras y es
tán consideradas en el estudio de la mecánica de materiales.

En este capítulo se estudiará el efecto de las fuerzas ejercidas sobre 
un cuerpo rígido y se aprenderá cómo reemplazar un sistema de fuerzas 
dado por un sistema equivalente más simple. Este análisis estará basa
do en la suposición fundamental de que el efecto de una fuerza dada so
bre un cuerpo rígido permanece inalterado si dicha fuerza se mueve a 
lo largo de su línea de acción {principio de transmisibilidad). Por tanto, 
las fuerzas que actúan sobre un cuerpo rígido pueden representarse por 
vectores deslizantes, como se mencionó en la sección 2.3.

Dos conceptos fundamentales asociados con el efecto de una fuer
za sobre un cuerpo rígido son el momento de una fuerza con respecto a 
un punió (sección 3.6) y el momento ríe una fuerza con respecto a un eje 
(sección 3.11). Como la determinación de estas cantidades involucra el 
cálculo de productos escalares y vectoriales de dos vectores, en este ca
pítulo se presentarán los aspectos fundamentales del álgebra vectorial 
aplicados a la solución de problemas que involucran fuerzas que actúan 
sobre cuerpos rígidos.

Otro concepto que se presentará en este capítulo es el de un par, 
esto es, la combinación de dos fuerzas que tienen la misma magnitud, 
líneas de acción paralelas y sentidos opuestos (sección 3.12). Como se 
verá, cualquier sistema de fuerzas que actúa sobre un cuerpo rígido 
puede ser reemplazado por un sistema equivalente que consta de una 
fuerza, que actúa en cierto punto, y un par. Este sistema básico recibe 
el nombre de sistema fuerza-par. En el caso de fuerzas concurrentes, 
coplanares o paralelas, el sistema equivalente fuerza-par se puede re
ducir a una sola fuerza, denominada la resultante del sistema, o a un so
lo par, llamado el p ar resultante del sistema.

3.2. FUERZAS EXTERNAS E INTERNAS

Las fuerzas que actúan sobre los cuerpos rígidos se pueden dividir en 
dos grupos: 1) fuerzas externas y 2) fuerzas internas.

1. Las fuerzas externas representan la acción que ejercen otros 
cuerpos sobre el cuerpo rígido en consideración. Ellas son las 
responsables del comportamiento externo del cuerpo rígido. 
Las fuerzas externas causan que el cuerpo se mueva o aseguran 
que éste permanezca en reposo. En el presente capítulo y en 
los capítulos 4 y 5 se considerarán sólo las fuerzas externas.
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2. Las fuerzas internas son aquellas que mantienen unidas las par
tículas que conforman al cuerpo rígido. Si éste está constituido 
en su estructura por varias partes, las fuerzas que mantienen 
unidas a dichas partes también se definen como fuerzas inter
nas. Este grupo de fuerzas se estudiará en los capítulos 6 y 7.

Como ejemplo de fuerzas externas, considérense las fuerzas que ac
túan sobre un camión descompuesto que es arrastrado hacia delante por 
varios hombres mediante cuerdas unidas a la defensa delantera (figura 
3.1). Las fuerzas externas que actúan sobre el camión se muestran en un 
diagrama de cuerpo libre (figura 3.2). En primer lugar, se debe conside
rar el peso del camión. A pesar de que el peso representa el efecto de la 
atracción de la Tierra sobre cada una de las partículas que constituyen 
al camión, éste se puede representar por medio de una sola fuerza W. 
El punto de aplicación de esta fuerza, esto es, el punto en el que actúa 
la fuerza, se define como el centro de gravedad  del camión. En el capí
tulo 5 se verá cómo se pueden determinar los centros de gravedad. El 
peso W hace que el camión se mueva hacia abajo. De hecho, si no fue
ra por la presencia del piso, el peso podría ocasionar que el camión se 
moviera hacia abajo, esto es, que cayera. El piso se opone a la caída del 
camión por medio de las reacciones R| y R2. Estas fuerzas se ejecen por 
el piso sobre el camión y, por tanto, deben ser incluidas entre las fuer
zas externas que actúan sobre el camión.

Los hombres ejercen la fuerza F  al tirar de la cuerda. El punto de 
aplicación de F  está en la defensa delantera. La fuerza F  tiende a hacer 
que el camión se mueva hacia delante en línea recta y, en realidad, logra 
moverlo puesto que no existe una fuerza externa que se oponga a dicho 
movimiento. (Para simplificar, en este caso se ha despreciado la resisten
cia a la rodadura.) Este movimiento del camión hacia delante, donde ca
da línea recta mantiene su orientación original (el piso del camión per
manece horizontal y sus lados se mantienen verticales), se conoce como 
traslación. Otras fuerzas podrían ocasionar que el camión se moviera en 
forma diferente. Por ejemplo, la fuerza ejercida por un gato colocado de
bajo del eje delantero podría ocasionar que el camión rotara alrededor 
de su eje trasero. Este movimiento es una rotación. Por tanto, se puede 
concluir que cada una de las fuerzas externas que actúan sobre un cuer
po rígido puede ocasionar un movimiento de traslación, rotación o am
bos, siempre y cuando dichas fuerzas no encuentren alguna oposición.

3.3. PRINCIPIO DE TRANSMISIBILIDAD. FUERZAS 
EQUIVALENTES

El principio de transmisibilidad establece que las condiciones de equi
librio o de movimiento de un cuerpo rígido permanecerán inalteradas si 
una fuerza F  que actúa en un punto dado de ese cuerpo se reemplaza 
por una fuerza F ' que tiene la misma magnitud y dirección, pero que ac
túa en un punto distinto, siempre y cuando las dos fuerzas tengan la mis
ma linea de acción (figura 3.3). Las dos fuerzas, F  v F ', tienen el mismo 
efecto sobre el cuerpo rígido y se dice que son equivalentes. Este prin
cipio establece que la acción de una fuerza puede ser transmitida a lo 
largo de su línea de acción, lo cual está basado en la evidencia experi
mental; no puede ser derivado a partir de las propiedades establecidas 
hasta ahora en este libro y, por tanto, debe ser aceptado como una ley 
experimental. Sin embargo, como se verá en la sección 16.5, el princi
pio de transmisibilidad puede ser derivado a partir del estudio de la di
námica de los cuerpos rígidos, pero dicho estudio requiere la introduc-

3.3. Principio de transmisibilidad.
Fuerzas equivalentes

Figura 3.3

Figura 3.1
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de fuerza

Figura 3.4

Figura 3.5

ción de la segunda y tercera leyes de Newton y también algunos otros 
conceptos. Por consiguiente, el estudio de la estática de los cuerpos rí
gidos estará basado en los tres principios que se han presentado hasta 
ahora, que son la ley del paralelogramo para la adición de vectores, la 
primera ley de Newton y el principio de transmisibilidad.

En el capítulo 2 se mencionó que las fuerzas que actúan en una par
tícula pueden ser representadas por vectores, los cuales tienen un pun
to de aplicación bien definido, la partícula misma y, por consiguiente, se
rán vectores fijos o adheridos. Sin embargo, en el caso de fuerzas que 
actúan sobre un cuerpo rígido el punto de aplicación de una fuerza no 
es importante, siempre y cuando su línea de acción permanezca inalte
rada. Por tanto, las fuerzas que actúan sobre un cuerpo rígido deben ser 
representadas por una clase de vector diferente, el vector deslizante, 
puesto que permite que las fuerzas se deslicen a lo largo de su línea de 
acción. Es importante señalar que todas las propiedades que serán de
rivadas en las siguientes secciones para las fuerzas que actúan sobre un 
cuerpo rígido serán, en general, válidas para cualquier sistema de vec
tores deslizantes. Sin embargo, para mantener la presentación más in
tuitiva, ésta se llevará a cabo en términos de fuerzas físicas en lugar de 
las entidades matemáticas conocidas como vectores deslizantes.

F

En el ejemplo del camión, en primer lugar se observa que la línea 
de acción de la fuerza F  es una línea horizontal que pasa a través de 
las defensas delantera y trasera del camión (figura 3.4). Por tanto, em
pleando el principio de transmisibilidad se puede reemplazar F por una 
fuerza equivalente F'que actúa sobre la defensa trasera. En otras pa
labras, las condiciones de movimiento y todas las demás fuerzas exter
nas que actúan sobre el camión (W, R, y R2) permanecen inalteradas 
si los hombres empujan la defensa trasera en lugar de tirar de la de
fensa delantera.

tienen limitaciones. Por ejemplo, considere una barra corta AB sobre la 
cual actúan dos fuerzas axiales iguales y opuestas Pi y P2 como se muestra 
en la figura 3.5a. De acuerdo con el principio de transmisibilidad, la fuerza 
P2 se puede reemplazar por una fuerza Pó que tiene la misma magnitud, 
misma dirección y misma línea de acción pero que actúa en A en lugar de 
en B (figura 3.5b). Las fuerzas Pi y P2 que actúan sobre la misma partícula 
pueden sumarse de acuerdo a las reglas del capítulo 2 y, como dichas

¡üü
V *  * P, : j Í:L.

a) h) c)

A tí A tí A ñ



fuerzas son iguales y opuestas, su suma es igual a cero. Por tanto, en 3-4- Producto vectorial de dos vectores 7 7

términos del comportamiento externo de la barra el sistema de fuerzas 
original mostrado en la figura 3.5a es equivalente a que no existiera fuerza 
alguna que actúe sobre la barra (figura 3.5c).

Considere ahora las dos fuerzas iguales y opuestas P, y P2 que ac
túan sobre la barra AB, como se muestra en la figura 3.5d. La fuerza P2 
puede ser reemplazada por una fuerza P2 que tiene la misma magnitud, 
misma dirección y misma línea de acción pero que actúa en B en lugar 
de en A (figura 3.5e). Entonces, las fuerzas P x y P2 pueden sumarse y, 
nuevamente, su suma es igual a cero (figura 3.5f) .  De esta manera, des
de el punto de vista de la mecánica de los cuerpos rígidos, los sistemas 
mostrados en la figura 3.5a y d  son equivalentes. Sin embargo, resulta 
obvio que \as fuerzas internas y las deformaciones producidas por los dos 
sistemas son diferentes. La barra de la figura 3.5a está en tensión y, si no 
es en su totalidad rígida, se incrementará ligeramente su longitud; la ba
rra de la figura 3.5d  está en compresión y, si no es rígida, disminuirá en 
poco su longitud. De esta forma, aunque el principio de transmisibili
dad se puede usar en forma libre para determinar las condiciones de mo
vimiento o de equilibrio de los cuerpos rígidos y para calcidar las fuer
zas externas que actúan sobre los mismos, debe evitarse, o por lo menos, 
emplearse con cuidado, al momento de determinar fuerzas internas y 
deformaciones.

3.4. PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES

Para entender mejor el efecto de una fuerza sobre un cuerpo rígido, a 
continuación se introducirá un nuevo concepto: el momento de una fuer
za con respecto a un punto. Este concepto se podrá entender más fácil
mente y podrá aplicarse en una forma más efectiva si primero se agrega 
a las herramientas matemáticas que se tienen disponibles, el producto 
vectorial de dos vectores.

El producto vectorial de los vectores P y Q se define como el vec
tor V que satisface las siguientes condiciones.

La línea de acción de V es perpendicular al plano que contie
ne a P y Q (figura 3.6a).
La magnitud de V es el producto de las magnitudes de P y Q 
por el seno del ángulo 6 formado por P y Q (cuya medida siem
pre deberá ser menor o igual a 180°); por tanto, se tiene

1.

2 .

íuil-•*i
V = PQ sen 0 (3.1)

La dirección de V se obtiene a partir de la regla de la mano de
recha. Cierre su mano derecha y manténgala de manera que sus 
dedos estén doblados en el primer sentido que la rotación a tra
vés del ángulo 0 que haría al vector P colineal con el vector 
Q; entonces, su dedo pulgar indicará la dirección del vector V 
(figura 3.6b). Obsérvese que si P y Q no tienen un punto de 
aplicación común, estos primeros se deben volver a dibujar 
a partir del mismo punto. Se dice que los tres vectores P, Q 
y V —tomados en ese orden— forman una tríada a mano de
recha}

b)
Figura 3.6

*Se debe señalar que los ejes x, y y z utilizados en el capítulo 2 forman un sistema de 
ejes ortogonales a mano derecha y que los vectores unitarios i, j  y k  definidos en la sección 
2.12 forman una tríada ortogonal a mano derecha.
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Figura 3.7

Figura 3.8

Como se mencionó anteriormente, el vector V que satisface estas 
tres condiciones (las cuales lo definen en forma única) se conoce co
mo el producto vectorial de P y Q y se representa por la expresión ma
temática

V ¿ P X Q  (3.2)

En virtud de la notación utilizada, el producto vectorial de dos vecto
res P y Q también se conoce como el producto cruz de P y Q.

A partir de la ecuación (3.1) se concluye que cuando dos vectores 
P y Q tienen la misma dirección, o direcciones opuestas, su producto 
vectorial es igual a cero. En el caso general, cuando el ángulo B forma
do por los dos vectores no es 0o ni 180°, a la ecuación (3.1) se le pue
de dar una interpretación geométrica simple: la magnitud V del pro
ducto vectorial de P y Q es igual al área del paralelogramo que tiene 
como lados a P y Q (figura 3.7). Por tanto, el producto vectorial P X Q 
permanece inalterado si Q se reemplaza por un vector Q' que sea co- 
planar a P y Q y tal que la línea que une a las partes terminales de Q 
y Q' sea paralelo a P. Así, se escribe

V = P x Q  = P x Q '  (3.3)

A partir de la tercera condición empleada para definir al producto 
vectorial V de P y Q, esto es, la condición que establece que P, Q v V 
deben formar una tríada a mano derecha, se concluye que los produc
tos vectoriales no son comunitarios, es decir, Q x P no es igual a P x  Q. 
De hecho, se puede verificar fácilmente que Q X P está representado 
por el vector —V, que es igual y opuesto a V, entonces se escribe

Q x P  = — (P X Q) (3.4)

Ejem plo. Calcúlese el producto vectorial V = P X Q cuando el vec
tor P tiene una magnitud de 6 y se encuentra en el plano zx que forma un 
ángulo de 30° con el eje x y el vector Q tiene una magnitud de 4 y se en
cuentra a lo largo del eje x (figura 3.8).

A partir de la definición del producto vectorial se concluye que el vec
tor V debe estar a lo largo del eje y, tener la magnitud

V = PQ sen 6 = (6)(4) sen 30° = 12 

y que debe estar dirigido hacia arriba.

Se vio que la propiedad conmutativa no es aplicable en el caso de 
productos vectoriales. Ahora se puede preguntar si la propiedad distri
butiva se cumple, esto es, si la relación

P X (Qi + Q2) = P X Qi + P X Q2 (3.5)

es válida. La respuesta es sí. Probablemente muchos lectores están dis
puestos a aceptar sin demostración formal una respuesta que de ma
nera intuitiva puede parecer correcta. Sin embargo, dado que la es
tructura del álgebra vectorial y de la estática depende de la relación 
(3.5), se debe tomar el tiempo necesario para su deducción.

Sin perder la generalidad se puede suponer que P está dirigida a 
lo largo del eje y (figura 3.9a). Representando con Q la suma de Qi y 
Q2, se trazan perpendiculares a partir de los extremos terminales de 
Q, Q j y Q2 hacia el plano zx, quedando definidos de esta forma los 
vectores Q\ Oí. Se hará referencia a estos vectores, respectiva
mente, como las proyecciones de la ecuación (3.3), se observa que el 
término del lado izquierdo de la ecuación (3.5) puede ser reemplaza
do por P X Q 'y  que, en forma similar, los productos vectoriales P X



Qi y P x  Q2 del lado derecho pueden ser reemplazados, respectiva
mente, por P X Q í y P x  Q 2. De esta forma, la relación que debe ser 
demostrada puede escribirse de la siguiente manera

P X Q' = P X Q i + P X (3.5')

3.5. Productos vectoriales expresados en 
términos de componentes rectangulares

Ahora se observa que P X Q' se puede obtener a partir de Q' mul
tiplicando a este vector por el escalar P y rotándolo 90° en el plano zx en 
el sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj (figu
ra 3.9b); los otros dos productos vectoriales en (3.5') se pueden obtener

en forma similar a partir de Qí y Q2, respectivamante. Ahora, en virtud 
de que la proyección de un paralelogramo sobre cualquier plano arbi
trario es otro paralelogramo, la proyección Q ' de la suma Q de Qx y Q2 
debe ser la suma de las proyecciones y Qí y Q2 de Qi y Q2 sobre el mis
mo plano (figura 3.9a). Esta relación entre los tres vectores Q ', Qí y Q2 
seguirá siendo válida después de que los tres vectores hayan sido multi
plicados por el escalar P y hayan sido rotados a través de un ángulo de 
90° (figura 3.9fo). Por tanto, se ha demostrado la relación (3.5') y se pue
de tener la certeza de que la propiedad distributiva es válida para los pro
ductos vectoriales.

Una tecera propiedad es la asociativa, la cual no es válida para los 
productos vectoriales; en general, se tiene que

(P x  Q) x  s *  P x  (Q x  S) (3.6)

3.5. PRODUCTOS VECTORIALES EXPRESADOS EN TÉRMINOS 
DE COMPONENTES RECTANGULARES

A continuación se procederá a determinar el producto vectorial de cual
quier par de los vectores unitarios i, j  y k, que fueron definidos en el 
capítulo 2. Considérese primero el producto i x j  (figura 3.10a). Co
mo ambos vectores tienen una magnitud igual a 1 y dado que éstos for
man ángulos rectos entre sí, su producto vectorial también deberá ser 
un vector unitario. Dicho vector unitario debe ser k, puesto que los 
vectores i, j  y k son mutuamente perpendiculares y forman una tríada 
a mano derecha. Por otra parte, a partir de la regla de la mano dere
cha presentada en el punto 3 de la sección 3.4, se concluye que el pro
ducto j  X i debe ser igual a — k (figura 3.10¿). Por último, se debe ob

Figura 3.9 a)

z

b)
Figura 3.10

X

X
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Figura 3.11

servar que el producto vectorial de un vector consigo mismo, como 
i X i, es igual a cero debido a que ambos vectores tienen la misma di
rección. Los productos vectoriales para los diversos pares posibles de 
vectores unitarios son

i x  i =  0  j  x  i = —k k x i = j
i x j  =  k j  X j  =  o k X j  = —i (3.7)

i x  k = -  j  j x k  = i k x  k = 0

Si se ordena las tres letras que representan a los vectores unitarios en un 
círculo en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj (fi
gura 3.11) se puede facilitar la determinación del signo del producto vec
torial de dos vectores unitarios: el producto de dos vectores unitarios se
rá positivo si éstos se siguen uno a otro en un orden contrario al movi
miento de las manecillas del reloj y será negativo si éstos se siguen uno 
al otro en un orden en el sentido de las manecillas del reloj.

Ahora se puede expresar fácilmente el producto vectorial V de dos 
vectores dados P y Q en términos de las componentes rectangulares 
de dichos vectores. Al descomponer a P y Q en sus componentes rec
tangulares, primero se escribe

V = F x Q  = (Pxi + P¿ + Pzk) X (Qxi + QJ + Qzk)

Con el uso de la propiedad distributiva, V se expresa como la suma de 
productos vectoriales, como Pxi x  Q J. Se observa que cada una de las 
expresiones obtenidas es igual al producto vectorial de dos vectores 
unitarios, como i x  j ,  multiplicados por el producto de dos escalares, 
como PxQy, y recordando las identidades (3.7) después de factorizar a
i, j  y k, se obtiene

V = (PyQz -  PzQy)i + (PZQX -  PXQZ)j + (PxQy -  PyQx)k (3.8)

Por tanto, las componentes rectangulares del producto vectorial V es
tán dadas por

Vx = PvQz ~ P zQy 
Vy = PZQX -  PXQZ (3.9)

De regreso a la ecuación (3.8), se observa que el término del lado de
recho representa el desarrollo de un determinante. Por tanto, el pro
ducto vectorial V puede expresarse de la siguiente forma, que es más 
sencilla de memorizar:t

V = PX Py ps
■Vi Qx Qy <?*.i

(3.10)

'Cualquier determinante que conste de tres renglones y tres columnas se puede evaluar 
repitiendo la primera y la segunda columnas, y formando productos a lo largo de cada línea 
diagonal. Entonces, la suma de los productos obtenidos a lo largo de la línea roja se resta 
de la suma de los productos obtenidos a lo largo de las líneas negras.



3.6. MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN PUNTO

Considere una fuerza F  que actúa sobre un cuerpo rígido (figura 3.12a). 
Como se sabe, la fuerza F  está representada por un vector que define la 
magnitud y su dirección. Sin embargo, el efecto de la fuerza sobre el cuer
po rígido también depende de su punto de aplicación A. La posición de 
A puede definirse de manera conveniente por medio del vector r  que une 
al punto de referencia fijo O con A; a este vector se le conoce como el 
vector de posición de A.* El vector de posición r y la fuerza F  definen el 
plano mostrado en la figura 3.12a.

El momento de F  con respecto a O se define como el producto vec
torial de r  y F:

M0  =  r  x  F ; (3.11)

De acuerdo con la definición del producto vectorial dada en la sec
ción 3.4, el momento M0 debe ser perpendicular al plano que contie
ne el punto O y a la fuerza F. El sentido de M0 está definido por el 
sentido de la rotación que haría al vector r colineal con el vector F; un 
observador localizado en el extremo de M0 ve a esta rotación como 
una rotación en sentido contrario al movimiento de las rmnecillas del 
reloj. Otra forma de definir el sentido de M0 se logra por medio de la 
regla de la mano derecha: cierre su mano derecha y manténgala de 
manera que sus dedos estén doblados en el mismo sentido de la rotación 
que F  le impartiría al cuerpo rígido alrededor de un eje fijo dirigido a 
lo largo de la línea de acción de M0 ; su dedo pulgar indicará el sen
tido del momento M0 (figura 3.12b).

Por último, representado con 6 el ángulo entre las líneas de acción 
del vector de posición r y la fuerza F, se encuentra que la magnitud 
del momento de F  con respecto a O está dada por

M0 = rF  sen 6 = Fd

donde d  representa la distancia perpendicular desde O hasta la línea de 
acción de F. En virtud de que la tendencia de la fuerza F  a hacer girar al 
cuerpo rígido alrededor de un eje fijo perpendicular a la fuerza depende 
tanto de la distancia de F  a dicho eje como de la magnitud de F, se ob
serva que la magnitud de M0 mide la tendencia de la fuerza F  a hacer ro
tar al cuerpo rígido alrededor de un eje fijo  dirigido a lo largo de M0 .

En el sistema de unidades del SI, donde la fuerza se expresa en 
newtons (N) y la distancia se expresa en metros (m), el momento de 
una fuerza estará expresado en newtons-metro (N • m). En el sistema 
de unidades de uso común en Estados Unidos, donde la fuerza se ex
presa en libras y la distancia en pies o en pulgadas, el momento de una 
fuerza se expresa en lb ■ ft o en lb • in.

Se puede observar que a pesar de que el momento M0  de una 
fuerza con respecto a un punto depende de la magnitud, la línea de 
acción y el sentido de la fuerza, dicho momento no depende de la po
sición que tiene el punto de aplicación de la fuerza a lo largo de su lí
nea de acción. En consecuencia, el momento M0 de una fuerza F  no 
caracteriza a la posición del punto de aplicación de F.

'se puede comprobar que los vectores de posición obedecen la ley de la adición de vec
tores y, por tanto, realmente son vectores. Considérese, por ejemplo, los vectores de posi
ción r  y r ‘ de A con respecto a dos puntos de referencia O y O' y al vector de posición s 
de O con respecto a O ' (figura 3.40a, Sec. 3.16). Se comprueba que el vector de posición 
r ' =  O'A puede obtenerse a partir de los vectores de posición s = O'O y r = O A aplicando 
la regla del triángulo para la suma de vectores.

3.6. Momento de una fuerza con respecto 
a un punto

b)
Figura 3.12
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Sin embargo, como se verá a continuación, el momento M0 de una 
fuerza F  de magnitud y dirección conocida define completamente a la lí
nea de acción de F. Además la línea de acción de F  debe estar en un pla
no que pasa por el punto O y es perpendicular al momento M0 - La dis
tancia d  medida desde O hasta la línea de acción de la fuerza debe ser 
igual al cociente de las magnitudes de M0 y F, esto es, debe ser igual a 
Mq/F. El sentido de M0 determina si la línea de acción debe trazarse 
del lado de F  del lado del punto O.

Recuérdese la sección 3.3, donde se señala que el principio de trans
misibilidad establece que dos fuerzas F  y F ' son equivalentes (esto es, tie
nen el mismo efecto sobre el cuerpo rígido) si tienen la misma magnitud, 
dirección y línea de acción. Este principio se puede expresar ahora de la 
siguiente forma: dos fuerzas F  y F ' son equivalentes si, y sólo si, son igua
les (es decir, tienen la misma magnitud y la misma dirección) y, además, 
tienen momentos iguales con respecto a un punto O. Las condiciones 
necesarias y suficientes para que dos fuerzas F  y F ' sean equivalentes son

M - M '  M i *F  — r  y Mq — M0  (3.13;

Debe señalarse que el enunciado anterior implica que si las relaciones 
(3.13) se cumplen para cierto punto O, también se cumplirán para cual
quier otro punto.

Problemas en dos dim ensiones. Muchas aplicaciones tratan 
con estructuras bidimensionales, es decir, estructuras cuyo espesor es 
despreciable en comparación con su longitud y su anchura, las cuales es
tán sujetas a fuerzas contenidas en su mismo plano. Dichas estructuras 
bidimensionales y las fuerzas que actúan sobre ellas pueden represen
tarse fácilmente sobre una hoja de papel o sobre una pizarra. Por tanto, 
su anáfisis es más simple que el correspondiente al caso de las estructu
ras y fuerzas tridimensionales.

a) M0 = + Fd b) M0 --F d
Figura 3.13

Considere, por ejemplo, una placa rígida sobre la que actúa una fuer
za F  (figura 3.13). El momento de F  con respecto a un punto O seleccio
nado en el plano de la figura está representado por el vector M0 de mag
nitud Fd, que es perpendicular a dicho plano. En la figura 3.13a el vector 
M0 apunta hacia afuera del plano de papel, mientras que en la figura 3.13b 
éste apunta hacia adentro del plano de papel. Como se observa en la figu
ra, en el primer caso, la fuerza de la figura 3.13a tiende a hacer rotar la 
placa en un sentido contrario al del movimiento de las manecillas del re
loj mientras que, en el segundo caso, la fuerza de la figura 3.13¿ tiende a 
hacer rotar la placa en el sentido del movimiento de las manecillas del re
loj. Por consiguiente, es natural referirse al sentido del momento F  con 
respecto a O en la figura 3.13a como opuesto al del movimiento de las ma
necillas del reloj (antihorario) \ y en la figura 3.13b  como siguiendo la di
rección del movimiento de las manecillas del reloj (horario) J.

Puesto que el momento de la fuerza F  que actúa en el plano de la 
figura debe ser perpendicular a dicho plano, sólo se necesita especifi
car la magnitud y el sentido del momento F  con respecto a O. Esto se



puede hacer asignándole a la magnitud M0 del momento un signo posi
tivo o negativo, según el vector Mo apunte hacia aíúera o hacia adentro 
del plano de papel.

3.7. TEOREMA DE VARIGNON

La propiedad distributiva de los productos vectoriales se puede em
plear para determinar el momento de la resultante de varias fuerzas 
concurrentes. Si las fuerzas F j, F 2>. . .  se aplican en el mismo punto A 
(figura 3.14) y si se representa por r al vector de posición A, a partir 
de la ecuación (3.5) de la sección 3.4, se puede concluir que

• ............... iV ' . '  r . J V I  v L 'T if t ’ tU  V V i *  í ' f t t ?  : *■**

r  X (F j + F 2 + ■■■) =  r  x F] +  r  x F 2 + (3.14)

Esto es, el momento con respecto a un punto dado O d é la  resultante de 
varias fuerzas concurrentes es igual a la suma de los momentos de las dis
tintas fuerzas con respecto al mismo punto O. Esta propiedad la descu
brió el matemático francés Pierre Varignon (1654-1722) mucho antes de 
inventarse el álgebra vectorial, por lo que se le conoce como el teorema 
de Varignon.

La relación (3.14) permite reemplazar el cálculo directo del mo
mento de una fuerza F  por el cálculo de los momentos de dos o más 
fuerzas componentes. Como se verá en la siguiente sección, por lo ge
neral la fuerza F  será separada en sus componentes paralelas a los ejes 
coordenados. Sin embargo, será mucho más rápido en algunos casos 
descomponer a F  en componentes no paralelas a los ejes coordenados 
(véase el problema resuelto 3.3).

3.8. COMPONENTES RECTANGULARES DEL MOMENTO 
DE UNA FUERZA

En general, la deteminación del momento de una fuerza en el espacio 
se simplifica en forma considerable si el vector de fuerza y el vector de 
posición a partir de su punto de aplicación se descomponen en sus com
ponentes rectangulares x ,y y z . Por ejemplo, considere el momento M0 
con respecto a O de una fuerza F  con componentes Fx, Fy y Fz que es
tá aplicada en el punto A de coordenadas x ,y y z  (figura 3.15). Se obser
va que las componentes del vector de posición r son iguales, respectiva
mente, a las coordenadas x ,y  y z  del punto A, se escribe

r  = xi + yj + zk  (3.15)
F  = FTi + F¡J + Fz k (3.16)

Al sustituir a r y a F  a partir de (3.15) y (3.16) en

M0 = r  x F  (3.11)

y recordar los resultados obtenidos en la sección 3.5, se puede escribir 
el momento M0 de F  con respecto a O de la siguiente forma

M0 = Mx i + + Mz k (3.17)

donde las componentes escalares Mx, My y M. están definidas por las 
relaciones

, r  r  r?
l l f e á  , v 
My = iF x -  xFz (3.18)

3.8. Componentes rectangulares del momento 
de una fuerza

Figura 3.14

Figura 3.15
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Figura 3.16

Figura 3.18

Como se verá en la sección 3.11, las componentes escalares Mx, My y 
Mz del momento Mo miden la tendencia de la fuerza F  a impartirle a 
un cuerpo rígido un movimiento de rotación alrededor de los ejes x, y 
yz, respectivamente. Sustituyendo (3.18) en (3.17), también puede es
cribirse a Mo en forma de determinante

HOrii-í 
(:; '.[■/ ; ■tí <u íe

M o - :Z,
roSiHiüOa •fr Fz

Para calcular el momento MB de una fuerza F  aplicada en A con 
respecto a un punto arbitrario B (figura 3.16), se debe reemplazar el 
vector de posición r  en la ecuación (3.11) por un vector trazado desde 
B hasta A. Este vector es el de posición de A relativo a B y se repre
senta por ra/b- Se observa que r A/B  se puede obtener si se resta rB de 
rA; por tanto, se escribe

Mb = rA/B X F  = {vA -  rB) X F  (3.20)

o bien, en forma determinante

íjiSífí;
;M b

tit;, ¿ 
33:'

1 r  Si] 

XA /B

j
VA/» ÜÁ/B (3.21)

í p j r i  

i’. •;:!
ííh’í J?

Of" Fy Fz

donde xA/B, yA/ B y zA/ H representan las componentes del vector rA/B:

XA / B  ~  XA ~  XB y A / B  — V a ~  */B z A / B  =  z A  ~  %B

En el caso de problemas en dos dimensiones, se puede suponer 
que la fuerza F  está contenida en el plano xy (figura 3.17). Al hacer 
z -  0 y Fz = 0 en la ecuación (3.19), se obtiene

M0 =  (xFy -  yFx)k

Con esto se verifica que el momento de F  con respecto a O es perpen
dicular al plano de la figura y está completamente definido por el esca
lar

M0 = Mz =  xFy -  yFx (3.22)

Como se mencionó antes, un valor positivo de M0  indica que el vec
tor M0 apunta hacia afuera del plano del papel (la fuerza F  tiende a 
hacer rotar al cuerpo con respecto a O en un sentido contrario al mo
vimiento de las manecillas del reloj) y un valor negativo indica que el 
vector Mo apunta hacia adentro del plano del papel (la fuerza F  tien
de a hacer rotar el cuerpo con respecto a O en el sentido de las ma
necillas del reloj).

Para calcular el momento con respecto a un punto B de coordena
das B(xb , y B) de una fuerza contenida en el plano xy, aplicada en el pun
to A(xa , yA) (figura 3.18), se hace zA/B = 0 y Fz = 0 en las relaciones 
(3.21) y se conprueba que el vector MB es perpendicular al plano xy y 
está definido en magnitud y sentido por su componente escalar

z
Figura 3.17

MB = (xA -  xB)Fy -  (yA -  yB)Fx (3.23)
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PROBLEMA RESUELTO 3.1
Una fuerza vertical de 100 lb se aplica en el extremo de una palanca que es
tá unida a una flecha en el punto O. Determine: a) el momento de la fuer
za de 100 lb con respecto a O.b) la fuerza horizontal aplicada en A que ori
gina el mismo momento con respecto a O; c) la fuerza mínima aplicada en 
A que origina el mismo momento con respecto a O; d) qué tan lejos de la 
flecha debe actuar una fuerza vertical de 240 lb para originar el mismo mo
mento con respecto a O, y e) si alguna de las fuerzas obtenidas en los inci
sos h), c) y d) es equivalente a la fuerza original.

SOLUCIÓN

a) Momento con respecto a O. La distancia perpendicular desde O 
hasta la línea de acción de la fuerza de 100 lb es

d — (24 in.) cos 60° = 12 in.

La magnitud del momento de la fuerza de 100 lb con respecto a O es igual a

M0 = Fd = (100 Ib)(12 in.) = 1 200 lb • in.

Como la fuerza tiende a hacer rotar la palanca alrededor de O en el sentido 
de las manecillas del reloj, el momento será representado por un vector M0 
perpendicular al plano de la figura y que apunta hacia adentro del plano del 
papel. Este hecho se expresa escribiendo

M0 = 1 200 Ib • in. ¿ M

b ) Fuerza horizontal. En este caso se tiene que 

d — (24 in.) sen 60° = 20.8 in.

Como el momento con respecto a O debe ser igual a 1 200 lb • in., se escribe

W ¡ m■ n

M0 = Fd
1 200 lb ■ in. = F(20.8 in.) 

F = 57.7 lb F = 57.7 11)

c) Fuerza mínima. Como A'lo — Fd, el mínimo valor de F se obtie
ne cuando d  es máximo. Se selecciona la fuerza perpendicular a OA y se ob
serva que d = 24 in.; entonces

M0 = Fd
1 200 lb • in. = F(24 in.)

F =  501b

d) Fuerza vertical de 240  lb.
la siguiente relación

pero
12001b • in. = (240 lb)d 
OB cos 60° = d

d = 5 i
OB = 10 in. «

■

m i

MN
F = 50 Ib ^530° < 

En este caso, Mo = Fd proporciona

e) Ninguna de las fuerzas consideradas en los incisos b), c ) y d) es equi
valente a la fuerza original de 1(K) lb. A pesar de que estas fuerzas tienen el 
mismo momento con respecto a O, sus componentes en x y y son diferen
tes. En otras palabras, a pesar de que cada una de las fuerzas hace rotar la 
flecha de la misma forma, cada una ocasiona que la palanca jale a la flecha 
en una forma distinta.
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■S()0 N' PROBLEMA RESUELTO 3.2

Una fuerza de 800 N achia sobre la ménsula, como se muestra en 
Determine el momento de la fuerza con respecto a B.

160 mm

SOLUCION

El momento MB de la fuerza F  con respecto a £ se obtiene a través del pro
ducto vectorial

Mb =  r A / B  x F

desde rA/B es el vector trazado desde B hasta A. Al descomponer a rA/fí y a 
F  en sus componentes rectangulares, se tiene que

ra/b = —(0.2 m)i + (0.16 m)j
F = (800 N) cos 60°i + (800 N) sen 60°j 

= (400 N)i + (693 N)j

Recordando las relaciones (3.7) para los productos vectoriales de los vecto
res unitarios (sección 3.5), se obtiene

Mfi = rA/B X F  = [-(0.2 m)i + (0.16 m)j] X [(400 N)i + (693 N)j]
= —(138.6 N • m)k -  (64.0 N • m)k
= -(202.6 N • m)k MB = 203 N- mJ  <

El momento MB es un vector perpendicular al plano de la figura y apunta 
hacia adentro del plano del papel.

200 mm

F„ = (693 N! j
F  = S<M) K

F = (400 \>i

(0.2 m) i

M S I

PROBLEMA RESUELTO 3.3
Una fuerza de 30 lb achia sobre el extremo de una palanca de 3 ft, como se 
muestra en la figura. Determine el momento de la fuerza con respecto a O.

'■MMi

SOLUCIÓN

La fuerza se reemplaza por dos componentes, una componente P en la di
rección de OA y otra componente Q perpendicular a OA Como O se en
cuentra en la línea de acción de P, el momento de P con respecto a O es 
igual a cero y el momento de la fuerza de 30 lb se reduce al momento de Q, 
que tiene el sentido de las manecillas del reloj y, por consiguiente, se repre
senta por un escalar negativo.

Q = (30 Ib) sen 20° = 10.26 lb 
M0 = -<?(3 ft) = -(10.26 lb)(3 ft) = -30.8 lb • ft

Como el valor obtenido para el escalar M0  es negativo, el momento M0 apun
ta hacia adentro del plano del papel. Así, se escribe

Mf) = 30.8 Ib • ft J <



80 m m . 300 mm

80 mm

PROBLEMA RESUELTO 3.4
Una placa rectangular está apoyada por ménsulas en A y B y por un alambre 
CD. Se sabe que la tensión en el alambre es de 200 N, determine el momento 
con respecto a A de la fuerza ejercida por el alambre en el punto C.

.
SOLUCION

El momento MA de la fuerza F ejercida por el alambre en el punto C con 
respecto a A, se obtiene a partir del producto vectorial

0.08 m 0.3 m
=  r c / a  *  F

donde r(;/A es el vector trazado desde A hasta C,

rc/a = A C =  (0.3 m)i + (0.08 m)k

(1)

(2)

y F es la fuerza de 200 N dirigida a lo largo de CD. Al introducir el vector 
unitario X = CD /CD, se escribe

0.24 m

CD
FX = (200 N) CD (3)

Al descomponer al vector CD en sus componentes rectangulares, se tiene 

CD = -(0.3 m)i + (0.24 m)j -  (0.32 m)k CD = 0.50 m 

Si se sustituye este resultado en (3) se obtiene 

200 N
F = 0.50 m 

= —(120 N)i + (96 N)j

(0.3 m)i + (0.24 m)j — (0.32 m)k] 

(128 N)k (4)

= (200  N)X

(28.8 Nun) k

Sustituyendo rc/A y F en la ecuación (1), a partir de las ecuaciones (2) 
y (4) y recordando las relaciones (3.7) de la sección 3.5, se obtiene

Ma = rc/a X F  = (0.3i + 0.08k) x (-120Í + 96j -  128k)
= (0.3)(96)k + (0.3)(-128)(—j) + (0.08)(-120)j + (0.08)(96)(-i)

\IA = -(7.68 N ■ m)i + (28.8 N • m)j + (28.8 N • m)k <

Solución alternativa. Como se mencionó en la sección 3.8, el mo
mento Ma puede ser expresado en forma de determinante:

1 j k i j k
m a = x c  ~ x A  y c  ~ y  a Zc — ZA = 0.3 0 0.08

F* Fy Fz -120 96 -128

= —(7.68 N • iri)i + (28.8 N • m)j + (28.8 N



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En esta lección se presentó el producto vectorial o producto cruz de dos vectores. En los 
problemas que se presentan a continuación se puede utilizar el producto vectorial para cal
cular el momento de una fuerza con respecto a un punto y también, se puede utilizar dicho 
producto para determinar la distancia perpendicular desde un punto hasta una línea.

El momento de una fuerza F con respecto al punto O de un cuerpo rígido se definió como

M0 = r X F (3.11)

donde r es el vector de posición que va desde O hasta cualquier punto sobre la línea de ac
ción de F. Como el producto vectorial no es conmutativo, cuando se calcula un producto 
de este tipo es absolutamente necesario colocar a los vectores en el orden apropiado y que 
cada uno de dichos vectores tenga el sentido correcto. El momento M0 es importante pues
to que su magnitud es una medida de la tendencia de la fuerza F para hacer que el cuerpo 
rígido rote alrededor de un eje dirigido a lo largo de M0.

1. Cálculo del momento M,, de una fuerza en dos dimensiones. Se puede emplear 
uno de los siguientes procedimientos:

a) Usar la ecuación (3.12), Mo = Fd, la cual expresa la magnitud del momento como 
el producto de la magnitud de F  y la distancia perpendicular d  desde O hasta la línea de 
acción de F [problema resuelto 3.1].

b) Expresar a r y F en términos de sus componentes y evaluar formalmente el pro
ducto vectorial Mo = r x F [problema resuelto 3.2].

c) Descomponer a F en sus componentes paralela y perpendicular al vector de posi
ción r, respectivamente. Sólo la componente perpendicular contribuye al momento de F 
[problema resuelto 3.3].

d) Usar la ecuación (3.22), M0 = Mz = xFy — yFx. Cuando se aplica este método, el 
enfoque más simple consiste en tratar a las componentes escalares de r y F como si fueran 
positivas y, después, asignar por inspección el signo apropiado al momento producido por 
cada componente de la fuerza. Por ejemplo, al aplicar este método para resolver el proble
ma resuelto 3.2, se observa que ambas componentes de la fuerza tienden a ocasionar una 
rotación en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor del punto B. Por 
tanto, el momento de cada fuerza con respecto a B debe ser representado por un escalar 
negativo. Entonces, se tiene que el momento total está dado por

Mb = -(0.16 m)(400 N) -  (0.20 m)<693 N) = -202.6 N • m

2. Cálculo del momento M<> de una fuerza F  en tres dimensiones. Con el método del 
problema resuelto 3.4, el primer paso del proceso consiste en seleccionar al vector de posición 
r que sea el más conveniente (el más simple). Después, se debe expresar a F en términos de 
sus componentes rectangulares. El último paso consiste en evaluar el producto vectorial r x F 
para determinar el momento. En la mayoría de los problemas tridimensionales se encontrará 
que es más fácil calcular el producto vectorial con el uso de la fonna de determinante.

3. Determinación de la distancia perpendicular d  desde un punto A hasta una línea 
dada. Primero se supone que la fuerza F de magnitud conocida F se encuentra a lo largo 
de la línea dada. Después se determina su momento con respecto a A formando el producto 
vectorial M/V = r X F, y calculándolo como se indicó anteriormente. Entonces, se calcula 
su magnitud MA. Por último, se sustituyen los valores de F y MA en la ecuación MA = Fd y 
se resuelve para d.



Problemas

3.1 Una fuerza de 90 N se aplica a la varilla de control AB como in
dica la figura. Si la longitud de la varilla es de 225 mm, determine el mo
mento de la fuerza respecto al punto B descomponiendo la fuerza en sus 
componentes a lo largo de AB y en una dirección perpendicular a AB.

3.2 Una fuerza de 90 N se aplica a la varilla de control AB como in
dica la figura. Si la longitud de la varilla es de 225 mm, determine el mo
mento de la fuerza respecto al punto B descomponiendo la fuerza en sus 
componentes horizontal y vertical.

3.3 Una fuerza P de 3 lb se aplica a una palanca que controla la ba
rrena de una barredora de nieve. Determine el momento de P respecto a A 
cuando a  es igual a 30°.

3.4 La fuerza P se aplica a una palanca que controla la barrena de una 
barredora de nieve. Determine la magnitud y la dirección de la fuerza P mí
nima que tiene un momento de 19.5 lb • in. en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj respecto a A.

3.5 Una fuerza P de 2.9 lb se aplica a una palanca que controla la ba
rrena de una barredora de nieve. Determine el valor de a  si el momento de 
P respecto a A es en sentido contrario al de las manecillas del reloj y tiene 
una magnitud de 17 lb • in.

3.6 Un rótulo está suspendido de dos cadenas AE y BF. Si la tensión 
en BF es de 200 N, determine a) el momento de la fuerza ejercida por la ca
dena en B respecto a A, b) la fuerza mínima aplicada en C que produce el 
mismo momento respecto a A.

——  3.4 in. — *■

Figura P3.3, P3.4 y P3.5

Figura P3.6 y P3.7

3.7 Un rótulo está suspendido de dos cadenas AE y BF. Si la tensión 
en BF es de 2(X) N, determine a ) el momento de la fuerza ejercida por la ca
dena en B respecto a A, b) la magnitud y el sentido de la fuerza vertical apli
cada en C que produce el mismo momento respecto de A, c) la fuerza mí
nima aplicada en B que produce el mismo momento respecto de A.



Figura P3.8

3.8 Un atleta se está ejercitando mientras carga en el tobillo, A, un pe
so de 5 lb, como indica la figura. Determine a) el momento del peso respecto 
a la flexión de la rodilla en el punto B, b) la magnitud de la fuerza P muscular 
que forma un momento de igual magnitud respecto a B, c) la fuerza F  míni
ma aplicada en C que crea el mismo momento que el peso respecto a B.

3.9 Un malacate AB se usa para tensar cables a un poste. Si la tensión 
en el cable BC es de 260 lb y las longitudes a , b, d miden 8, 35 y 76 in., res
pectivamente, determine el momento, respecto a D, de la fuerza ejercida por 
el cable C mediante la descomposición en sus componentes horizontal y ver
tical de la fuerza aplicada en a) el punto C, b) el punto E.

3.10 Se debe aplicar una fuer/a que produzca un momento de 7 840 
lb • in. respecto a D para tensar el cable al poste CD. Si a = 8 in., b = 35 in. 
y d  = 112 in., determine la tensión que debe desarrollarse en el cable del 
malacate AB para crear el momento requerido respecto al punto D.

Figura P3.9, P3.10 y P3.11

3.11 Se debe aplicar una fuerza que produzca un momento de 1 152 
N • m respecto a D para tensar el cable al poste CD. Si la capacidad del mala
cate AB es de 2 880 N, determine el valor mínimo de la distancia d nece
saria para generar el momento especificado respecto a D, suponiendo que 
a = 0.24 m v b — 1.05 m.

3.12 y 3.13 La biela AB ejerce sobre la manivela BC una fuerza de
2.5 kN dirigida hacia abajo y hacia el lado izquierdo a lo largo de la línea 
central de AB. Determine el momento de esa fuerza respecto a C.

42 mm
Figura P3.12 Figura P3.13

90



3.14 Un seguidor B circular con diámetro de 64 mm se sostiene con- Problemas g - j

tra la leva A como se muestra en la figura. Si la leva ejerce una fuerza con 
magnitud de 80 N sobre el seguidor a lo largo de la normal común BC, de
termine el momento de la fuerza respecto a la articulación colocada en D.

3.15 Obtenga los productos vectoriales B x C  y B' X C, donde 
B = B', y use los resultados obtenidos para comprobar la identidad

sen a  cos P — ¿ sen (« + /3) +  ̂sen (a — 0).

3.16 Una línea pasa por los puntos (630 mm, —225 mm) y (—210 mm,
270 mm). Determine la distancia perpendicular d  medida desde la línea hasta 
el origen O del sistema coordenado.

3.17 Los vectores A y B están contenidos en el mismo plano. Deter
mine el vector unitario normal al plano si A y B son iguales, respectivamente, 
a a) 12i — 6j + 9k y —3i + 9j — 7.5k, b ) — 14i — 2j + 8k y 3i + 1.5j — k.

3.18 Los vectores P y Q son dos lados adyacentes de un paralelogramo.
Determine el área del paralelogramo si a) P = (3 in.)i + (7 in.)j — (2 in.)k y 
Q = —(5 in.)i -I- (1 in.)j + (3 in.)k, h) P = (2 in.)i — (4 in.)j -  (3 in.)k y Q =
(6 in.)i — (1 in.)j + (5 in.)k.

3.19 Determine el momento respecto al origen O de la fuerza F =
(7.5 N)i + (3 N)j — (4.5 N)k que actúa en el punto A. Suponga que el vec
tor de posición de A es a) r  = —(6 m)¡ + (3 m)j + (1.5 m)k, b) r  = (2 m)i —
(0.75 m)j — (1 m)k, c) r = —(2.5 m)i — (1 m)j + (1.5 m)k.

3.20 Determine el momento respecto al origen O de la fuerza 
F  = (3 lb)i — (6 lb)j + (4 lb)k que actúa en el punto A. Suponga que el vec
tor de posición de A es a) r = —(7.5 ft)i + (3 ft)j — (6 ft)k, b) r = —(0.75 ft)i 
+ (1.5 ft)j -  (1 ft)k, c) r = —(8 ft)i -I- (2 ft)j -  (14 ft)k.

3.21 Un pequeño bote cuelga de dos grúas, una de las cuales se mues
tra en la figura. La tensión en la línea ABAD es de 369 N. Determine el mo
mento, respecto a C, de la fuerza resultante BA ejercida sobre las grúas en 
el punto A.

3.22 Una fuerza de 36 N se aplica sobre la llave de. torsión para en
roscar la regadera. Si la línea de acción de la llave es paralela al eje x, de
termine el momento de la fuerza respecto de A. Figura P3.22

Figura P3.21



3.23 Antes de colocar un cable telefónico, la cuerda BAC se ata a una 
estaca situada en B y se pasa por una polea en A. Si el tramo AC de la cuerda 
pertenece a un plano paralelo al plano xy, y la magnitud de la tensión T en 
la cuerda es de 62 Ib, determine el momento respecto a O de la fuerza re
sultante ejercida por la cuerda sobre la polea.

92 Cuerpos rígidos: sistemas equivalentes
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Figura P3.23

3.24 Una sección de una pared de concreto precolado so sostiene por 
medio de dos cables como se muestra en la figura. Si la tensión en cada ca
ble, BD y FD, es de 9(X) y 675 N, respectivamente, determine el momento 
respecto al punto O de la fuerza ejercida por a) el cable BD, h) el cable FE.

Figura P3.24

3.25 En un concurso de vencidas, uno de los competidores aplica una 
fuerza P sobre la mano do su oponente. Si AB = 15.2 in. y BC = 16 in., de
termine el momento do la fuerza respecto a C.

0.72 n ^  C 0.96 iri

^  I n 0.12 m

0.1 m
Figura P3.26

Figura P3.25

3.26 El puntal de madera AB se emplea temporalmente para sostener 
el techo en voladizo que se muestra en la figura. Si el puntal ejerce en A 
una fuerza de 228 N dirigida a lo largo de BA, determine el momento de es
ta fuerza respecto a C.

3.27 En el problema 3.21, determine la distancia perpendicular desde 
el punto C hasta el tramo AD do la línea ABAD.

3.28 En el problema 3.23, determine la distancia perpendicular desde 
el punto O hasta el tramo AC de la cuerda BAC.



3.29 En el problema 3.23, determine la distancia perpendicular desde 3 9- Producto escalar de dos vectores 93 
el punto O hasta el tramo AB de la cuerda BAC.

3.30 En el problema 3.24, determine la distancia perpendicular desde 
el punto C hasta el cable BD.

3.31 En el problema 3.25, determine la distancia perpendicular desde 
el punto C hasta la línea de acción de la fuerza P.

3.32 En el problema 3.26, determine la distancia perpendicular desde 
el punto D hasta la línea que pasa por los puntos Ay B.

3.33 En el problema 3.26, determine la distancia peipendicular desde 
el punto C hasta la línea que pasa por los puntos A y B.

Figura P3.34

3.34 Un jardinero desea conectar un tubo hidráulico desde el punto
C, que se encuentra en el cimiento de un invernadero de 30 ft de largo, hasta 
una tubería principal que pasa por los puntos A y B. Determine a) el valor 
de L que minimiza la longitud del tubo hidráulico requerido, b) la longitud 
del tubo requerido.

3.9. PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES

El producto escalar de dos vectores P y Q se define como el producto 
de las magnitudes de P y Q y el coseno del ángulo 0 formado por P 
y Q (figura 3.19). El producto escalar de P y Q se denota mediante 
P ■ Q. Entonces, se escribe

P • Q = PQ cos 9 (3.24)

Advierta que la expresión recién definida no es un vector sino un es
calar, lo cual explica el nombre de producto escalar; en virtud de la 
notación utilizada, P • Q también se conoce como el producto punto 
de los vectores P y Q.

A partir de su propia definición, se concluye que el producto es
calar de dos vectores es conmutativo, esto es, que

P • Q =  Q • P (3.25)

Para demostrar que el producto escalar también es distributivo, se debe 
probar la relación

Figura 3.19

p • (Qi + Q i) =  P • Qi + P • Q2 (3.26)
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Figura 3.20

Sin perder la generalidad, se puede suponer que P está dirigido a lo 
largo del eje y (figura 3.20). Al denotar por Q la suma de Qi y Q2 Y 
por 6y el ángulo que forma Q con el eje y, el término del lado izquierdo 
de (3.26) se expresa de la siguiente forma:

P • (Qi + Qa) = P • Q = PQ eos dy = PQy (3.27)

donde Qy es la componente y de Q. De manera similar, el término del 
lado derecho de (3.26) se puede expresar como

P ' Q l + P • Q2 = P(Ql)y + P(Q2)y (3.28)

Debido a que Q es la suma de Q x y Q2, su componente y debe ser 
igual a la suma de las componentes en y de Qj y Q2 Por tanto, las ex
presiones obtenidas en (3.27) y (3.28) son iguales, con lo que queda 
demostrada la relación (3.26).

En lo concerniente a la tercera propiedad —la propiedad asocia
tiva— se debe señalar que no es aplicable a los productos escalares. 
De hecho (P • Q) • S no tiene ningún significado puesto que P • Q no 
es un vector sino un escalar.

El producto escalar de dos vectores P y Q puede expresarse en 
términos de las componentes rectangulares de dichos vectores. Des
componiendo a P y a Q en sus componentes se escribe primero

P • Q = (P J  + P J  + Pzk) • (Q j + Q J  + Qzk)

Con el uso de la propiedad distributiva, P • Q se expresa como la suma 
de productos escalares, como Pxi • Qxi y Pxi • <¡?J. Sin embargo, a par
tir de la definición del producto escalar se concluye que los productos 
escalares de los vectores unitarios son iguales a cero o a uno.

i * i = 1 j  • j  =  1 k • k  = 1
i * j  = 0 j  • k  = 0 k • i =  0

Por tanto, la expresión obtenida para P • Q se reduce a 

P Q = PXQX + PyQy + PZQZ 

En el caso particular, cuando P y Q son iguales

P • P = PT2 + P,? + P;.2 _ p2

(3.29)

(3.30)

(3.31)

Aplicaciones

1. Ángulo formado por dos vectores dados. Considérese que 
los dos vectores están dados en términos de sus componentes:

P = Pxi + P J  + Pz k
Q = Qxi + Q J  + Q £

Para determinar el ángulo formado por estos dos vectores, se 
igualan las expresiones obtenidas para el producto escalar en 
(3.24) y (3.30) y se escribe

PQ COS 6  =  PXQX +  PyQy +  PZQZ

Resolviendo para cos 0, se tiene

PXQX + P yQ y+ PZQZ
cos 0 -

PQ
(3.32)



2. Proyección de un vector sobre un eje dado. Considérese 
un vector P que forma un ángulo 0 con un eje, o línea di
rigida, OL (figura 3.21). La proyección de P sobre el eje OL 
se define como el escalar

3.10. Producto triple mixto de tres vectores 95

Pol =  P eos 8 (3.33)

Se observa que la proyección POL es igual en valor absoluto al 
valor de la longitud del segmento O A; ésta será positiva si O A 
tiene el mismo sentido que el eje OL, esto es, si 6 es agudo, 
y negativa en caso contrario. Si P y OL forman un ángulo rec
to, la proyección de P sobre OL es cero.

Considere ahora un vector Q dirigido a lo largo de OL con 
el mismo sentido que OL (figura 3.22). El producto escalar de 
P y Q puede expresarse como

P • Q -  PQ cos 9 = PolQ 

por lo que se concluye que

P • Q PxQx + PyQy + PzQz

Q

(3.34)

(3.35)

P o , = r - x
BJIaSJTlf%, álJfj ‘cJi : Jíí

(3.36)

En el caso particular, cuando el vector seleccionado a lo largo 
de OL es el vector unitario X (figura 3.23), se escribe

Al descomponer P y X en sus componentes rectangulares y re
cordar, de la sección 2.12, que las componentes de X a lo lar
go de los ejes coordenados son iguales, respectivamente, a los 
cosenos directores de OL, la proyección de P sobre OL se ex
presa como

Pol =  Px eos 0X + PtJ cos 8y + Pz cos 8Z (3.37)

donde 6X, dy y 6. representan los ángulos que el eje OL forma 
con los ejes coordenados.

3.10. PRODUCTO TRIPLE MIXTO DE TRES VECTORES

Se define al producto triple escalar o producto triple mixto de tres vec
tores S, P y Q como la expresión escalar

(3.38)

la cual se obtiene formando el producto escalar de S con el producto 
vectorial de P y Q.'

z

Figura 3.21

'E n  el eapítulo 15 se presentará otro tipo de producto triple vectorial: el producto triple 
vectorial S x  (P x  Q)
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Figura 3.24

Figura 3.25

Figura 3.26

Al producto triple escalar de S, P y Q se le puede dar una inter
pretación geométrica simple (figura 3.24). En primer lugar, recuerde 
de la sección 3.4 que el vector P x  Q es perpendicular al plano que 
contiene a P y a Q y que su magnitud es igual al área del paralelogra
mo que tiene por lados a P y a Q. Por otro lado, la ecuación (3.34) in
dica que el producto escalar de S y P X Q se puede obtener multipli
cando la magnitud de P X Q (esto es, el área del paralelogramo definido 
por P y Q) por la proyección de S sobre el vector P X Q (esto es, por 
la proyección de S sobre la normal al plano que contiene al paralelo- 
gramo). Por tanto, el producto triple escalar es igual en valor absoluto 
al volumen del paralelepípedo que tiene por lados a los vectores S, P 
y Q (figura 3.25). Se debe señalar que el signo del producto triple es
calar será positivo si S, P y Q forman una tríada a mano derecha, y se
rá negativo si éstos forman una tríada a mano izquierda [esto es, S • (P 
X Q) será negativo si se observa desde el extremo terminal de S, que 
la rotación que hace a P colineal con Q va en el sentido de las mane
cillas del reloj]. E 1 producto triple escalar será igual a cero si S, P y Q 
son coplanares.

Como el paralelepípedo definido en el párrafo anterior es inde
pendiente del orden en que se tomen los tres vectores, todos los seis 
productos triples escalares que se pueden formar con S, P y Q tendrán 
el mismo valor absoluto, pero no el mismo signo. Se puede demostrar 
fácilmente que

S • (P X Q) = P • (Q x S) =  Q • (S X P) , .
= - S  • (Q X P) = - P  • (S X Q) = - Q  • (P X S) V '

Ordenando las letras que representan a los tres vectores en un círculo y 
en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj (figura 
3.26), se observa que el signo del producto triple escalar permanece inal
terado si se permutan los vectores en forma tal que éstos todavía se pue
dan leer en sentido contrario al de las manecillas del reloj. Se dice que 
una permutación de este tipo es una permutación circular. También, a 
partir de la ecuación (3.39) y de la propiedad conmutativa de los pro
ductos escalares, se concluye que el producto triple escalar de S, P y Q 
se puede definir tan bien con S • (P x Q) como con (S X P) • Q.

El producto triple escalar de los vectores S, P y Q puede ser 
expresado en términos de las componentes rectangulares de estos vec
tores. Denotando a P X Q con V y con la fórmula (3.30) para expre
sar el producto escalar de S y V, se escribe

S • (P X Q) = s • V = SXVX + SyVy + S*V2

Si se sustituyen las componentes de V a partir de las relaciones (3.9), 
se obtiene

S • (P x Q) = Sx(PyQz -  PzQy) + Sy(PzQx -  PXQZ)
+ Sz(PxQy -  PyQx) (3.40)

Esta expresión se puede escribir en forma más compacta si se observa 
que representa la expansión de un determinante:

¡i • xtr.wfa S*' Sy sx
S • (P X Q) « p* n Pz

Qx Qy Q*
Aplicando las reglas que gobiernan a la permutación de renglones en 
un determinante, pueden verificarse fácilmente las relaciones (3.39) 
que fueron derivadas a partir de consideraciones geométricas.



3.11. MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO 
A UN EJE DADO

3.11. Momento de una fuerza con respecto 
a un eje dado

Ahora que se ha incrementado el conocimiento del álgebra vectorial, se 
puede introducir un nuevo concepto: momento de una fuerza con res
pecto a un eje. Considérese nuevamente la fuerza F  que actúa sobre un 
cuerpo rígido y el momento M0  de dicha fuerza con respecto a O (figu
ra 3.27). Sea OL un eje a través de O; el momento MOL de F  con respec
to a OL se define como la proyección OC del momento M0 sobre el eje 
OL. Representando al vector unitario a lo largo de OL como A. y recor
dando, de las secciones 3.9 y 3.6, respectivamente, las expresiones (3.36) 
y (3.11) obtenidas para la proyección de un vector sobre un eje dado y 
para el momento M0 de una fuerza F , se escribe

AÍql ~  ^ ‘ M o  ~  A. • ( f  *  F) (3.42)

lo cual demuestra que el momento M0 l  de F  con respecto al eje OL 
es el escalar que se obtiene formando el producto triple escalar de A, 
r  y F. Expresando a MQl en forma de determinante, se escribe

Figura 3.27

füjlrítóíl

M o l -

A*
x

ky

y

iA,

i d ?

i . k Fz

(3.43)

donde A*, k y, Áz =  cosenos directores del eje OL
x, y, z =  coordenadas del punto de aplicación de F  

Fx, Fy, Fz = componentes de la fuerza F

El significado físico del momento MOL de una fuerza F  con res
pecto al eje fijo OL se vuelve más evidente si se descompone a F  en 
dos componentes rectangulares F j y F 2 con F j paralela a OL y F 2, con
tenida en un plano P perpendicular a OL (figura 3.28). En forma simi
lar, descomponiendo a r e n  dos componentes r x y r2 y sustituyendo a 
F  y a r  en (3.42), se escribe

Mol = A • [(rx + r2) X (F , + F 2)]
=  A • (i*! X Fj) + A • (^  X F 2) + A • (r2 X Fj) + A • (r2 X F 2)

Con excepción del último término del lado derecho, todos los produc
tos triples escalares son iguales a cero, puesto que involucran a vecto
res que son coplanares cuando se trazan a partir de un origen común 
(sección 3.10), se tiene

M o l ~  A * (r2 X F 2) (3.44)

El producto vectorial r2 X F 2 es perpendicular al plano P y represen
ta el momento de la componente F 2 de F  con respecto al punto Q 
donde OL interseca a P. Por tanto, el escalar MOL, el cual será positi
vo si r2 X F 2 y OL tienen el mismo sentido y negativo en caso con
trario, mide la tendencia de F 2 a hacer rotar el cuerpo rígido alrede
dor de OL. Como la otra componente F i de F  no tiende a hacer rotar 
el cuerpo alrededor de OL, se concluye que el momento M0 l de F  con 
respecto a OL mide la tendencia de la fuerza F  de impartirle al cuer
po rígido un movimiento de rotación alrededor del eje jijo  OL.
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Figura 3.29

A partir de la definición del momento de una fuerza con respecto a 
un eje, se concluye que el momento de F  con respecto a un eje coorde
nado es igual a la componente de M0 a lo largo de dicho eje. Al sustituir 
A. de manera sucesiva en la ecuación (3.42) por cada uno de los vectores 
unitarios i, j  y k, se observa que las expresiones así obtenidas para los 
momentos de F  con respecto a los ejes coordenados son iguales, respec
tivamente, a las expresiones obtenidas en la sección 3.8 para las compo
nentes del momento M0 de F  con respecto a O:

Mx .=*= yFz -  zFy
My »  xFz (3.18)
Mz iFy -  yFx

Se aprecia que de la misma forma que las componentes Fr, Fy y F, de 
una fuerza F  que actúa sobre un cuerpo rígido miden, respectivamen
te, la tendencia de F  a mover el cuerpo rígido en las direcciones de x, 
y y z, los momentos Ai*, My y Mz de F  con respecto a los ejes coorde
nados miden, respectivamente, la tendencia de F  a impartirle al cuer
po rígido un movimiento de rotación alrededor de los ejes x, y y z.

En general, el momento de una fuerza F  aplicada en A con res
pecto a un eje que no pasa a través del origen, se obtiene seleccionan
do un punto arbitrario B sobre dicho eje (figura 3.29) y determinando 
la proyección sobre el eje BL  del momento MB de F  con respecto a B. 
Entonces, se escribe

Mbl -  *  ' Mg -  X • (rA/B x  F) (3.45)

donde rA/B = rA — rB representa al vector trazado desde B hasta A.
i Expresando a MBL en forma de determinante, se tiene

X y i;: \ x

Mbl *A/B yA/B Za / b
,h.i ¡ Fx Fr y Fz

■

(3.46)

donde \x, \y, Á.z = cosenos directores del eje BL
XA/B ~  XA ~  XB IjA/B =  Í/A  _  Í/B  zA/B =  ZA ~  Zb

Fr, Fy, Fz = componentes de la fuerza F

Se debe observar que el resultado obtenido es independiente del pun
to B seleccionado sobre el eje dado. De hecho, denotando con Mac el 
resultado obtenido con un punto C diferente, se tiene

Mcl =  ^ ‘ KrA — rc) X F]
=  ^ ‘ [(rA ~ rB) x  F] + X • [(rB -  rc ) x F]

Pero como los vectores X y r8 — rc  son .colineales, el volumen del pa
ralelepípedo que tiene por lados a los vectores X , r B - r c y F  es igual 
a cero, al igual que el producto triple escalar de dichos vectores (sec
ción 3.10). Entonces, la expresión obtenida para MCt  se reduce a su 
primer término, el cual es la expresión empleada anteriormente para 
definir a MBL. De manera adicional, a partir de la sección 3.6 se con
cluye que cuando se calcula el momento de F  con respecto a un eje da
do, A puede ser cualquier punto a lo largo de la línea de acción de F.



PROBLEMA RESUELTO 3.5
Sobre el cubo de lado a achia una fuerza P, como se muestra en la figura. 
Determine el momento de P: a) con respecto a A, b) con respecto a la arista 
AB y c) con respecto a la diagonal AG del cubo; d) con el resultado del in
ciso c), determine la distancia perpendicular entre AG y FC.

SOLUCIÓN
a ) Momento con respecto a A. Al seleccionar los ejes x, i¡ y z como 

se muestra en la figura, la fuerza P y el vector rp/A AF, trazado desde A 
hasta el punto de aplicación F de P, se descomponen en sus componentes 
rectangulares.

rF/A =  ai- aj =  a( i -  j)
P = (P/V2)j -  (P/V2)k = (P/V2)(j -  k)

El momento de P con respecto a A es igual a
Ma = rF/A X P = a(i -  j)  X  (P/V2)( j  -  k)

Ma = (aP/\'2)(i + j  + k) <

b ) Momento con respecto a AB. Proyectando a Ma sobre AB, se 
escribe

Mas = i • M., = i • (aP/V2)(Í + j  + k)
Mab = aP /V 2 <

Se verifica que, como AB es paralela al eje x, MAB también es la compo
nente del momento MA.

c) Momento con respecto a la diagonal AG. El momento de P
con respecto a AG se obtiene proyectando a Ma sobre AG. Denotando con
X el vector unitario a lo largo de AG, se tiene

AG ai — ai — ak , r-
3 = ( l / V 3 ) ( i - j - k )

fÉSI

mm

AG aV 3 
Mac = X • Ma = (1 /V 5)(i -  j  -  k) ■ (flP/V2)(i + j  + k)

Mac = (aP/V6)(l

K K 1/V3 -1/ V 3 -1/ V 3
MAg ~ *F/A Í/F /A ¿ F / A = a —a 0

Fx Fz 0 P/V 2 -P / V 2

Método alternativo. El momento de P con respecto a AG también 
se puede expresar en forma de determinante:

= -aP/V 6

d) Distancia perpendicular entre AG y FC. Primero se observa 
que P es perpendicular a la diagonal AG. Esto se puede comprobar con el 
producto escalart P • X y verificar que dicho producto es igual a cero:

P • X = (P/V2)(j -  k) • (1/V3)(i -  j  -  k) = (PV6)(0 -  1 + 1) = 0
Entonces, el momento MAc, puede ser expresado como -Pd, donde d  es la 
distancia perpendicular desde AG hasta FC. (El signo negativo se usa puesto 
que para un observador ubicado en G, la rotación impartida al cubo por P 
tiene el sentido del movimiento de las manecillas del reloj.) Recordando el 
valor encontrado para MAc en el inciso c), se tiene

Mac = ~Pd = -aP /V ñ  d  = a /V ñ  <

jiji



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En los problemas correspondientes a esta sección, se aplicará el producto escalar
o producto punto de dos vectores para determinar el ángulo form ado por dos vec
tores dados y para determinar la proyección de una fuerza sobre un eje dado. Tam
bién se utilizará el producto triple escalar de tres vectores para encontrar el mo
mento de una fuerza con respecto a un eje dado y para determinar la distancia 
perpendicular entre dos líneas.

1. Cálculo del ángulo formado por don vectores dados. Primero se expresa 
cada uno de los vectores en términos de sus componentes y se determinan las mag
nitudes de los dos vectores. Después, se obtiene el coseno del ángulo buscado con 
la división del producto escalar de los dos vectores entre el producto de sus respec
tivas magnitudes [ecuación (3.32)].

2. Cálculo de la proyección de un vector P sobre un eje dado OL. En ge
neral, se comienza con la expresión en términos de sus componentes de P y del 
vector unitario A. que define la dirección del eje. Se debe tener cuidado de que \ 
tenga el sentido correcto (esto es, de que X esté dirigido desde O hasta L). Enton
ces, la proyección buscada es igual al producto escalar P ■ X. Sin embargo, si se co
noce el ángulo 0 que forman P y X, la proyección también se puede calcular como 
P cos 6.

3. Determinación del momento Molt de una fuerza con respecto a un eje 
dado OL. Se definió a MOL como

Mol = X • M0 = X • (r x  F) (3.42)

donde X es el vector unitario a lo largo de OL y r  es el vector de posición desde cual
quier punto sobre la línea OL hasta cualquier punto sobre la línea de acción de F. 
Como fue el caso para el momento de una fuerza con respecto a un punto, elegir el 
vector de posición más conveniente simplificará los cálculos. Además, también se de
be recordar la advertencia de la lección anterior: los vectores r  y F  deben tener el 
sentido correcto y ser colocados en la fórmula en el orden apropiado. El procedi
miento que se debe seguir cuando se calcula el momento de una fuerza con respec
to a un eje se ilustra en el inciso c) del problema resuelto 3.5. Los dos pasos esencia
les en este procedimiento son: expresar primero a X .r y F  en términos de sus com
ponentes rectangulares para después evaluar el producto triple escalar X • (r x F) 
con el fin de determinar el momento con respecto al eje. En la mayoría de los pro
blemas tridimensionales, la forma más conveniente para calcular ei producto triple 
escalar es emplear un determinante.

Como se mencionó anteriormente, cuando X está dirigido a lo largo de uno de los 
ejes coordenados, MOL es igual al componente escalar de M0 a lo largo de ese eje.



4. Determinación de la distancia perpendicular entre dos líneas. Se debe 
recordar que la componente perpendicular F 2 de la fuerza F  es la que tiende a ha
cer que el cuerpo rígido gire alrededor de un eje dado OL (figura 3.28). Entonces se 
concluye que

Mol ~
donde M ol es el momento de F  alrededor del eje OL y d es la distancia perpen
dicular entre OL y la línea de acción de F. Esta última ecuación proporciona una téc
nica simple para determinar d. Primero, supóngase que la fuerza F  de magnitud cono
cida F se encuentra a lo largo de una de las líneas dadas y que el vector unitario X se 
ubica a lo largo de la otra linca. Después, calcule el momento M0 l  de la fuerza F con 
respecto a la segunda línea con el método que se presentó en los párrafos anteriores. 
La magnitud de la componente paralela de F, F i se obtiene utilizando el producto es
calar:

Fj = F  • X

El valor de F2 se determina a partir de

F2 = V f2 -  F?

Por último, se sustituyen los valores de MOL y F2 en la ecuación MOL = F2d y se re
suelve para d.

Ahora se puede comprender que el cálculo de la distancia perpendicular en el inci
so d) del problema resuelto 3.5 se simplificó debido a que P era perpendicular a la 
diagonal AG. Como, en general, las dos líneas dadas no serán perpendiculares, la téc
nica recién descrita se debe emplear cuando se desee determinar la distancia per
pendicular entre ellas.



Problemas

3.35 Dados los vectores P = —4i + 8j — 3k, Q = 9i — j  — 7k. v 
S = 5i — 6j  + 2k, encuentre los productos escalares P • Q, P • S y Q • S.

3.36 Obtenga los productos escalares B • C y B' • C, donde B = B', 
y utilice los resultados obtenidos para demostrar la identidad

cos ot cos P = % eos (a + /3) +  ̂cos (a — /3).

3.37 Se utilizan tres cables para sostener un contenedor corno se mues
tra en la figura. Determine el ángulo formado por los cables AB y AD.

3.38 Para sostener un contenedor, como se muestra en la figura, se 
utilizan tres cables. Determine el ángulo formado por los cables AC y AD.

3.39  Los elementos AB, BC y C.D del marco de acero mostrado en la 
figura están unidos en B y C, asegurados mediante los cables EF y EG. Si E 
es el punto medio de BC. y la tensión en el cable EF es de 110 lb, determine 
a) el ángulo entre EF y el elemento BC, b) la proyección sobre BC de la 
fuerza ejercida por el cable EF en el punto E.

3.40  Los elementos AB, BC y CD del marco de acero mostrado en la 
figura están unidos en B y C, asegurados mediante los cables EF y EG. Si E 
es el punto medio de BC y la tensión en el cable EG es de 178 lb, determine 
a) el ángulo entre EG y el elemento BC, b) la proyección sobre BC de la 
fuerza ejercida por el cable EG en el punto E.
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3.41 En la figura se muestra un mástil y parte de los aparejos de un 
velero. Los elementos CD y F.F pertenecen al mismo plano, CD tiene lon
gitud de 7.5 m y forma un ángulo de 45° con una línea vertical que pasa por 
C. Si cuando 0 = 15° la tensión en la cuerda AB es de 230 N, determine 
a) el ángulo entre las cuerdas AB y BD, b ) la proyección sobre BD de la fuer
za ejercida por la cuerda AB en el punto B.

3.42 En la figura se muestra un mástil y parte de los aparejos de un 
velero. Los elementos CD y EF pertenecen al mismo plano, CD tiene lon
gitud de 7.5 m y forma un ángulo de 45° con una línea vertical que pasa por 
C. Si cuando 0 = 10° a tensión en la cuerda BD es de 250 N, determine
a) el ángulo entre la cuerda BD y el arpón CD, b) la proyección sobre CD 
de la fuerza ejercida por la cuerda BD en el punto D.

3.43 Determine el volumen del paralelepípedo de la figura 3.25 si
a) P = (3 in.)i — (4 in.)j + (1 in.)k, Q = —(7 in.)i -I- (6 in.)j — (8 in.)k y 
S = (9 in.)i — (2 in.)j — (3 in.)k, h) P = —(5 in.)i — (7 in.)j + {4 in.)k, Q = 
(6 in.)¡ — (2 in.)j + (5 in.)k, y S = —(4 in.)i + {8 in.)j — (9 in.)k.

3.44 Dados los vectores P =  —3i —7j +- 5k, Q  =  —2i +  j  -  4k y 
S = 8i + ,S',j — 6k, determine el valor de StJ para el que los tres vectores son 
coplanares.

3.45 La plataforma rectangular tiene bisagras en A y B y se sostiene 
mediante un cable que pasa, sin fricción, por un gancho colocado en E. Si la 
tensión en el cable es de 1 349 N, determine el momento de la fuerza ejer
cida por el cable en C respecto a cada uno de los ejes coordenados.

3.46 La plataforma rectangular tiene bisagras en A y B y se sostiene 
mediante un cable que pasa, sin fricción, por un gancho colocado en E. Si la 
tensión en el cable es de 1 349 N, determine el momento de la fuerza ejer
cida por el cable en D respecto a cada uno de los ejes coordenados.

3.47 Una cerca consiste en postes de madera y un cable de acero su
jeto a cada poste y anclado al suelo en los puntos A y D. Si la suma de mo
mentos, respecto al eje z, de las fuerzas ejercidas por el cable sobre los pos
tes ubicados en B v C es de — 48 lb • ft, determine la magnitud do Tc£> cuando 
Tra = 14 lb.
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Figura P3.41 y P3.42

3.48 Una cerca consiste en postes de madera y un cable de acero su
jeto a cada poste y anclado al suelo en los puntos A y D. Si la suma de mo
mentos, respecto al eje tj, de las fuerzas ejercidas por el cable sobre los pos
tes ubicados en B y C es de 156 lb • ft, determine la magnitud de TBA cuando 
Tcd = 7.5 Ib.

y
Figura P3.45 y P3.46

Figura P3.47 y P3.48
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3.49 Una fuerza P se aplica a la palanca de un tomillo de presión. Si P 
pertenece a un plano paralelo al plano yz y Mx = 26 N • m, My = —23 N • m 
y M - =  —4 N • m, determine la magnitud de P y los valores de <f> y 0.

Figura P3.49 y P3.50

3.50 Una fuerza P se aplica a la palanca de un tornillo de presión. Si 
P pertenece a un plano paralelo al plano yz y My = — 20 N • in y M~ = — 3.5 
N • m, determine el momento de Mx de P respecto al eje x cuando 6 = 60°.

3.51 El posto utilitario RC está retenido por el cable AB como se mues
tra en la figura. Si la magnitud de la fuerza ejercida por el cable en tí es de 
70 lb, y el momento de esa fuerza respecto al eje x es de —763 lb • ft, deter
mine la longitud del poste.

Figura P3.51 y P3.52

3.52 El poste utilitario RC está retenido por el cable AB corno se mues
tra en la figura. Si los momentos de la fuerza ejercida por el cable en el punto 
B respecto a los ejes x y z son, respectivamente, de —900 lb • ft y —315 lb • 
ft, determine la longitud del poste.



3.53 El. marco ACD está articulado en A y D y se sostiene mediante 
un cable, el cual pasa por un anillo colocado en B y está unido a ganchos en 
G y H. Si la tensión en el cable es de 1 125 N, determine el momento, res
pecto a la diagonal Aü, de la fuerza ejercida sobre el marco por el tramo BH 
del cable.

3.54 El marco ACD está articulado en A y D y se sostiene mediante 
un cable, el cual pasa por un anillo colocado en B y está unido a ganchos en 
G y H. Si la tensión en el cable es de 1 125 N, determine el momento, res
pecto a la diagonal AD, de la fuerza ejercida sobre el marco por el tramo BG 
del cable.

3.55 I,a sección ABC'D de una pasarela inclinada en voladizo mide 2.4 
m de ancho y está parcialmente sostenida por los elementos EF y GH. Si la 
fuerza compresiva ejercida por el elemento F.F sobre la pasarela en el pun
to F es de 24.3 kN, determine el momento de esa fuerza respecto al borde 
AD.
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Figura P3.55 y P3.56

3.56 La sección ABCD de una pasarela inclinada en voladizo mide 2.4 
ni de ancho y está parcialmente sostenida por los elementos F.F y GH. Si la 
fuerza compresiva ejercida por el elemento GH sobre la pasarela en el pun
to H es de 21.3 kN, determine el momento de esa fuerza respecto al borde 
AD.

3.57 Un tetraedro rectangular tiene seis lados de longitud a. Si una 
fuerza P se aplica a lo largo del borde BC como indica la figura, determine 
el momento de la fuerza P respecto al borde OA.

3.58 Un tetraedro rectangular tiene seis lados de longitud a. a) De
muestre que dos bordes opuestos, como OA y BC, son mutuamente peqién- 
diculares. b ) Use esta propiedad y el resultado obtenido en el problema 3.57 
para determinar la distancia perpendicular entre los bordes OA y BC.

Figura P3.57 y P3.58



1 0 6  Cuerpos rígidos: sistemas equivalentes 3.59 Un mástil se monta sobre el techo de una casa usando la mén
sula ABCD y lo sostienen los cables EF, EG y F.H. Si la fuerza ejercida por 
el cable EF en el punto E es de 29.7 lb, determine el momento de esa fuerza 
respecto a la línea que une los puntos D e l .

Figura P3.59 y P3.60

3.60 Un mástil se monta sobre el techo de una casa usando la mén
sula ABCD y lo sostienen los cables EF, EG y EH. Si la fuerza ejercida por 
el cable EG en E es de 24.6 lb, determine el momento de esa fuerza respecto 
a la línea que une los puntos D e l .

3.61 Dos fuerzas Fi y F2 en el espacio tienen la misma magnitud F. 
Demuestre que el momento de F| respecto a la línea de acción de F2 es 
igual al momento de F2 respecto a la línea de acción de Fj.

*3.62 En el problema 3.53, determine la distancia perpendicular en
tre el tramo BH del cable y la diagonal AD.

*3.63 En el problema 3.54, determine la distancia perpendicular en
tre el tramo BG del cable y la diagonal AD.

*3.64 En el problema 3.59, determine la distancia perpendicular en
tre el cable EF y la línea que une los puntos D e l .

*3.65 En el problema 3.60, determine la distancia perpendicular en
tre el cable EG y la línea que une los puntos D e l .

*3.66 En el problema 3.55, determine la distancia perpendicular en
tre el elemento F.F y el borde AD de la pasarela.

*3.67 En el problema 3.56, determine la distancia perpendicular en
tre el elemento GH y el borde AD de la pasarela.
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Se dice que dos fuerzas F  y — F  que tienen la misma magnitud, líneas 
de acción paralelas y sentidos opuestos form an un par  (figura 3.30). 
Obviamente, la suma de las componentes de las dos fuerzas en cual
quier dirección es igual a cero. Sin embargo, la suma de los momen
tos de las dos fuerzas con respecto a un punto dado no es cero. Aun
que las dos fuerzas no originarán una traslación del cuerpo sobre 
el que están actuando, éstas sí tenderán a hacerlo rotar.

Al representar con rA y rB, respectivamente, a los vectores de po
sición de los puntos de aplicación de F  y —F  (figura 3.31), se encuen
tra que la suma de los momentos de las dos fuerzas con respecto a O es

rA X  F  + rK X (—F) = (r4 -  rB) x  F

Si se define rA — rB =  r, donde r  es el vector que une los puntos de 
aplicación de las dos fuerzas, se concluye que la suma de los momen
tos de F  y — F, con respecto a O, está representado por el vector

M = r  x  F  (3.47)

FJ vector M se conoce como el momento del par; se trata de un vec
tor perpendicular al plano que contiene las dos fuerzas y su magnitud 
está dada por

M = rF  sen 6 = Fd  (3.48)

donde d  es la distancia perpendicular entre las líneas de acción de F  
y — F. El sentido de M está definido por la regla de la mano derecha.

Como el vector r  en (3.47) es independiente de la elección del ori
gen O de los ejes coordenados, se observa que se obtendría el mismo 
resultado si los momentos de F  y — F  se hubieran calculado con res
pecto a un punto O'. Por tanto, el momento M de un par es un vec
tor libre (sección 2.3) que puede ser aplicado en cualquier punto (fi
gura 3.32).

A partir de la definición del momento de un par también se con
cluye que dos pares, uno constituido por las fuerzas F  x y — Fi, y el otro 
constituido por las fuerzas F 2 y — F 2 (figura 3.33) tendrán momentos 
iguales si

F\di = F sfk  (3.49)

y si los dos pares se encuentran en planos paralelos (o en el mismo pla
no) y tienen el mismo sentido.' J

Figura 3.33

Fotografía 3.1 Las fuerzas paralelas de 
igual magnitud ejercidas hacia arriba y 
hacia abajo sobre los brazos de la cruceta, 
son ejemplo de un par.

Figura 3.31

Figura 3.32

x
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Figura 3.34

La figura 3.34 muestra tres pares que actúan de manera sucesiva sobre 
la misma caja rectangular. Como se vio en la sección anterior, el único 
movimiento que un par le puede impartir a un cuerpo rígido es una ro
tación. Como cada uno de los tres pares mostrados tiene el mismo mo
mento M (la misma dirección y la misma magnitud M =  120 lb • in.), se 
puede esperar que los tres pares tengan el mismo efecto sobre la caja.

3.13. PARES EQUIVALENTES

b) c)

Por más razonable que parezca esta conclusión, no debe aceptarse 
de inmediato. Aunque la intuición es de gran ayuda en el estudio de la 
mecánica, no debe ser aceptada como un sustituto del razonamiento ló
gico. Antes de establecer que dos sistemas (o grupos) de fuerzas tienen 
el mismo efecto sobre un cuerpo rígido, esto debe demostrarse con ba
se en la evidencia experimental que se ha presentado hasta este momen
to. Esta evidencia consiste en la ley del paralelogramo para la suma de 
dos fuerzas (sección 2.2) y en el principio de transmisibilidad (sección 
3.3). Por tanto, se establecerá que dos sistemas de fuerzas equivalentes 
(esto es, que dichos sistemas tienen el mismo efecto sobre un cuerpo rí
gido) sí pueden transformar a uno de ellos en el otro por medio de una
o varias de las siguientes operaciones: 1) reemplazar dos fuerzas que ac
túan sobre la misma partícula por su resultante, 2) descomponer a una 
fuerza en dos componentes, 3) cancelar dos fuerzas iguales y opuestas 
que actúan sobre la misma partícula, 4) unir a la misma partícula dos 
fuerzas iguales y opuestas y 5) mover una fuerza a lo largo de su línea de 
acción. Cada una de estas operaciones se justifica fácilmente con base 
en la ley del paralelogramo o en el principio de transmisibilidad.

Ahora se procede a demostrar que dos pares que tienen el mismo 
momento M son equivalentes. Primero se consideran dos pares conte
nidos en el mismo plano y se supone que dicho plano coincide con el 
plano de la figura (figura 3.35). El primer par está constituido por las 
fuerzas F| y —F t de magnitud F1; las cuales están localizadas a una 
distancia d\ entre sí (figura 3.35a), y el segundo par está constituido 
por las fuerzas F2 y —F 2 de magnitud F2, localizadas a una distancia 
ri2 entre sí (figura 3.35d). Como los dos pares tienen el mismo momen
to M, que es perpendicular al plano de la figura, ambos pares deben 
tener el mismo sentido (el cual se ha supuesto contrario al movimien
to de las manecillas del reloj) y la relación

F\dx = F<¡d2 (3.49)
debe ser satisfecha. Para comprobar que los dos pares son equivalentes, 
se debe demostrar que el primer par puede ser transformado en el se
gundo por medio de las operaciones enumeradas con anterioridad.



a) h) c)
Figura 3.35

A] representar con A, B, C y D los puntos de intersección de las lí
neas de acción de los dos pares, se deslizan primero las fuerzas F] y 
—F j hasta que estén unidas, respectivamente, a A y B, como se mues
tra en la figura 3.35b. Entonces, la fuerza F j se descompone en una 
componente P a lo largo de la línea AB y una componente Q a lo lar
go de AC (figura 3.35c); similarmente, la fuerza —F| se descompone 
en — P a lo largo de AB y en — Q a lo largo de BD. Las fuerzas P v — P 
tienen la misma magnitud, la misma línea de acción y sentidos opues
tos; tales fuerzas pueden moverse a lo largo de su línea de acción co
mún hasta aparecer aplicadas en el mismo punto para que, entonces, 
puedan ser canceladas. Por tanto, el par formado por F j y — F, se re
duce al par constituido por Q y —Q.

A continuación se comprueba que las fuerzas Q y —Q son iguales, 
respectivamente, a las fuerzas —F 2 y F 2. El momento del par formado 
por Q v — Q puede obtenerse calculando el momento de Q con respec
to a B; en forma similar, el momento del par formado por F| y —F] es 
el momento de F [ con respecto a B. Pero, por el teorema de Varignon, 
el momento de F j es igual a la suma de los momentos de sus compo
nentes P y Q. Como el momento de P con respecto a B es igual a ce
ro, el momento del par formado por Q y — Q debe ser igual al momen
to del par formado por F  | y — F^ Recordando (3.49), se escribe

Qd2 = F\d\ = F2d 2 y Q = F2

Por tanto, las fuerzas Q y —Q son iguales, respectivamente, a las fuer
zas — F 2 y F 2, y el par de la figura 3.35a es equivalente al par de la fi
gura 3.35 d.

Considere ahora dos pares contenidos en planos paralelos P i y P2; a 
continuación se demostrará que dichos pares son equivalentes si tienen 
el mismo momento. En virtud de lo que se ha presentado hasta ahora, se 
puede suponer que ambos pares están constituidos por fuerzas que tie
nen la misma magnitud F y que actúan a lo largo de líneas paralelas (fi
gura 3.36« y d). Se pretende demostrar que el par contenido en el plano 
P\ puede ser transformado en el par contenido en el plano P2 por medio 
de las operaciones estándar que ya se mencionaron.

Considere dos planos definidos, respectivamente, por las líneas de 
acción de Fi y — F2 y por las líneas de acción de — F( y F 2 (figura 3.36b). 
En un punto sobre la línea de intersección de los dos planos se unen 
dos fuerzas F :) y — F 3, que son iguales, respectivamente, a F| y — F,. 
El par formado por F j y — F.¡ puede ser reemplazado por un par cons
tituido por F 3 y —F 2 (figura 3.36c) puesto que, obviamente, ambos pa
res tienen el mismo momento y están contenidos en el mismo plano. 
En forma análoga, el par formado por — F, y F-¡ puede ser reemplaza
do por un par constituido por—F3 y F 2. Cancelando las dos fuerzas igua-

c)

d)
Figura 3.36
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b)
Figura 3.37

les y opuestas F 3 y —F 3, se obtiene el par deseado en el plano P2 (fi
gura 3.36í/). En este sentido, se concluye que dos pares que tienen el 
mismo momento M son equivalentes si están contenidos en el mismo 
plano o en planos paralelos.

La propiedad que se acaba de establecer es muy importante para 
entender correctamente la mecánica de los cuerpos rígidos. Esta pro
piedad indica que cuando un par actúa sobre un cuerpo rígido, es irre
levante dónde actúan las dos fuerzas que forman al par o cuáles son la 
magnitud y la dirección que esas fuerzas tienen. Lo único que importa 
es el momento del par (su magnitud y dirección). Los pares con el mis
mo momento tendrán el mismo efecto sobre el cuerpo rígido.

3.14. ADICIÓN O SUMA DE PARES

Considere dos planos P\ y F2 que se intersecan y dos pares que actúan, 
respectivamente, en P¡ y P2. Se puede suponer, sin perder la genera
lidad, que el par en P i consta de dos fuerzas F 1 y — F| perpendicula
res a la línea de intersección de los dos planos y que actúan, respecti
vamente, en A y B (figura 3.37a). En forma similar, se supone que el 
par en P2 consta de dos fuerzas F2 y — F2 perpendiculares a AB y que 
actúan, respectivamente, en A y  B. Es obvio que la resultante R de F x 
y F 2 y la resultante —R de - F )  y — F2 forman un par. Si se represen
ta con r  el vector qrie une a B con A y si recordamos la definición de 
par (sección 3.12), el momento M del par resultante queda expresado 
como sigue:

M = r X R = r X (F| + F 2)

y, por el teorema de Varignon,

M = r X F ,  + r X F 2

Pero el primer término en la expresión obtenida representa al momento 
Mj del par en P¡ y el segundo término representa al momento M2 del 
par en P2. Así se tiene

M = M , + M2 (3.50)

y se concluye que la suma de dos pares cuyos momentos son iguales a 
Mi y M2 es un par de momento M igual a la suma vectorial de M, y 
M2 (figura 3.37b).

3.15. LOS PARES PUEDEN REPRESENTARSE 
POR MEDIO DE VECTORES

Como se vio en la sección 3.13, los pares que tienen el mismo momen
to, sin importar si actúan en el mismo plano o en planos paralelos, son 
equivalentes. Por tanto, no hay necesidad de dibujar las fuerzas que en 
realidad forman un par dado con el propósito de definir el efecto que 
dicho par tiene sobre un cueqw rígido (figura 3.38a). Es suficiente di
bujar una flecha igual en magnitud y dirección al momento M del par 
(figura 3.38b). Por otra parte, en la sección 3.14 quedó expresado que 
la suma de dos pares es otro par y que el momento M del par resul
tante puede obtenerse mediante la suma vectorial los momentos M] y 
M2, de los pares dados. Por consiguiente, los pares obedecen la ley pa
ra la adición de vectores y la flecha usada en la figura 3.38b para re
presentar al par definido en la figura 3.38a puede considerarse como 
un vector verdadero.



3.16. Descomposición de una fuerza dada ■y 
en una fuerza en O y un par
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b)
Figura 3.38

c) d)

El vector que representa un par recibe el nombre de vector de par. 
Obsérvese que en la figura 3.38 se usó una flecha roja para distinguir til 
vector de par, la cual representa al par misino, del momento del par, que 
se representó con una flecha verde en figuras anteriores. Nótese tam
bién que se ha agregado el símbolo *¡ a esta flecha roja con el fin de evi
tar cualquier confusión con los vectores que representan fuerzas. El vec
tor de par, como el momento de un par, es un vector libre. Por tanto, su 
punto de aplicación puede ser elegido en el origen del sistema de coor
denadas si así se desea (figura 3.38c). Además, el vector del momento M 
se puede descomponer en componentes vectoriales Mv, My y Mz, las 
cuales están dirigidas a lo largo de los ejes coordenados (figura 3.38<¿). 
Esas componentes vectoriales representan pares que actúan, respecti
vamente, en los planos yz, zx y xy.

3.16. DESCOMPOSICIÓN DE UNA FUERZA DADA 
EN UNA FUERZA EN O Y UN PAR

Considere una fuerza F  que actúa sobre un cuerpo rígido en un pun
to A definido por el vector de posición r  (figura 3.39a). Suponga que 
por alguna razón se quiere que la fuerza actúe en el punto O. Aunque 
F  se puede mover a lo largo de su línea de acción (principio de trans
misibilidad), no es posible moverla al punto O. que no se encuentra 
sobre la línea de acción original de la fuerza, sin modificar el efecto 
que F  tiene sobre el cuerpo rígido.

a) b)
Figura 3.39

Sin embargo, pueden unirse dos fuerzas al punto O, una igual a F 
y otra igual a — F, sin modificar el efecto que la fuerza original tiene so
bre el cuerpo rígido (figura 3.39b). Como una consecuencia de esta 
transformación, ahora una fuerza F  se aplica en O; las otras dos fuerzas
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forman un par con un momento M0 = r X F. Por tanto, cualquier fuer
za F  que actúe .sobre un cuerpo rígido puede ser trasladada a un punto 
arbit rario O siempre y cuando se agregue un p ar  cuyo momento sea igual 
al momento de F  con respecto a O. El par tiende a impartirle al cuerpo 
rígido el mismo movimiento de rotación alrededor de O que la fuerza F 
ocasionaba antes de que fuera trasladada al punto O. El par se represen
ta por el vector de par M0 que es perpendicular al plano que contiene 
a r y a F. Como M0 es un vector libre, puede ser aplicado en cualquier 
lugar; sin embargo, por conveniencia, usualmente el vector de par se fi
ja en O, junto con F, y se hace referencia a la combinación obtenida co
mo un sistema fuerza-par (figura 3.39c).

Si la fuerza F  se hubiera trasladado del punto A a un punto diferen
te O' (figura 3.40a y c), se tendría que calcular el momento M0 < = r' 
x F d e F  con respecto a O’ y se hubiera fijado a O' un nuevo sistema 
fuerza-par constituido por F  y por el vector de par Ma -, La relación que 
existe entre los momentos de F  con respecto a O y a O' se obtiene

c)
Figura 3.39 (repetida)

M o’ = r ' x F  = (r + s) x F  = r x F  + s x F

Mo' — Mo + s X F (3.51)

donde s es el vector que une a O' con O. De esta manera, el momento 
M0 r de F  con respecto a O' se obtiene sumándole al momento M0 de 
F  con respecto a O el producto vectorial s x F  que representa el mo
mento con respecto a O' de la fuerza F  apheada en O.

a) b) o)
Figura 3.40

Este resultado también pudo obtenerse observando que, para tras
ladar a O' al sistema fuerza-par unido a O (figura 3.40/; v c), el vector 
de par M0 se puede mover libremente a ()'; sin embargo, para mover 
la fuerza F  de O a O' es necesario agregarle a F  un vector de par cuyo 
momento sea igual al momento con respecto a O' de la fuerza F  apli
cada en O. Por tanto, el vector de par M0 - debe ser igual a la suma de 
M0 y el vector s x F.

Como ya se ha mencionado, el sistema fuerza-par obtenido a partir 
de trasladar una fuerza F  de un punto A a un punto O consta de un vec
tor de fuerza F  y de un vector de par M0 perpendicular a F. Por el con
trario, cualquier sistema fuerza-par que conste de una fuerza F  y de un 
vector de par M0 que sean mutuamente perpendiculares, puede ser 
reemplazado por una sola fuerza equivalente. Esto se lleva a cabo mo
viendo la fuerza F  en el plano perpendicular a M0 hasta que su momen
to con respecto a O sea igual al momento del par que se desea eliminar.

Fotografía 3.2 La fuerza ejercida por cada mano 
sobre la llave puede reemplazarse por un sistema 
equivalente fuerza-par que actúa sobre la tuerca.



PROBLEMA RESUELTO 3.6
Determine las componentes del par simple que es equivalente a los dos pa
res mostrados.

y SOLUCIÓN
Los cálculos se simplificarán si se fijan en A dos fuerzas de 20 lb iguales y 
opuestas. Esto permitirá reemplazar al par original de las fuerzas de 20 Ib 
por dos nuevos pares originados por fuerzas de 20 Ib, uno de los cuales se 
encuentra en el plano zx; el otro se encuentra en un plano paralelo al plano 
xy. Los tres pares mostrados en el croquis adjunto pueden ser representados 
por tres vectores de par Mv, M,y y M. dirigidos a lo largo de los ejes coorde
nados. Los momentos correspondientes son

Mx = -(30  lb)(18 in.) = -540 lb • in. 
My = +(20 lb)(12 in.) = +240 lb • in. 
Mz = +(20 lb)(9 in.) = +180 lb • in.

l i l i  
. m

Estos tres momentos representan las componentes del par simple M, equi
valente a los pares dados. Así, se escribe

m.)i + (240 lb • in.)j +  (ISO Ib • in.)k

M. = + (180 Ib’in.) k
Solución alternaliva. Las componentes del par equivalente simple 

M también pueden ser determinadas calculando la suma do los momentos 
de las cuatro fuerzas dadas con respecto a un punto arbitrario. Si se elige al 
punto D, se escribe

% M = = (18 in.)j x (-3 0  lb)k + f(9 in.)j — (12 in.)k] X (—20 lb)i

después de calcular los diversos productos Cruz se tiene

!i + (240 Ib ■ in.)j + (180 Ib • ¡n.)l



PROBLEMA RESUELTO 3.7
Reemplace el par y la fuerza mostrados en la figura por una sola fuerza equi
valente aplicada a la palanca. Determine la distancia desde el eje hasta el 
punto de aplicación de esta fuerza equivalente.

SOLUCION
Primero se reemplazan la fuerza y el par dados por un sistema equivalente 
fuerza-par en O. La fuerza F = —(400 N)j se mueve a O y al mismo tiem
po se agrega un momento M0 igual al momento con respecto a O, de la fuer
za en su posición original.

M0 = OB x F = [(0.150 m)i + (0.260 m)j] x (-400 N)j 
k = -(60  N • m)k

Este par se suma al par formado por las dos fuerzas de 200 N, cuyo momen
to es igual a —(24 N • m)k y se obtiene un par cuyo momento es igual a —(84 
N • m)k. Este último par puede ser eliminado aplicando la fuerza F en un 
punto C seleccionado de manera que

Entonces, se concluye

Solución alternativa. Como el efecto de un par no depende de su 
ubicación, el par cuyo momento es igual a —(24 N • m)k puede trasladarse 
a B-, por tanto, se obtiene un sistema fuerza-par en B. Ahora el par puede 
ser eliminado aplicando la fuerza F en un punto C elegido de manera que

Así, se concluye

(BC) cos 60° = 0.060 m — 60 mm BC 
OC = OB + BC = 300 mm + 120 mm



R E S O L U C I O N  DE P R O B L E M A S
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En esta lección se estudiaron las propiedades de los pares. Para resolver los pro
blemas que se presentan a continuación es necesario recordar que el efecto neto 
de un par consiste en producir un momento M. Como dicho momento es indepen
diente del punto con respecto al cual se calcula, M es un vector libre y, por tanto, 
permanece inalterado a medida que se mueve de un punto a otro. Además, dos pa
res son equivalentes (esto es, ambos tienen el mismo efecto sobre un cuerpo rígi
do dado) si producen el mismo momento.

Al determinar el momento de un par, pueden aplicarse todas las técnicas vistas ante
riormente para calcular momentos. Además, corno el momento de un par es un vec
tor libre, debe ser determinado empleando el punto que resulte más conveniente. w m i

En virtud de que el único efecto de un par es producir un momento, es posible re
presentar un par por medio de un vector, el vector (le p ar , que es igual al momento 
del par. El vector de par es un vector libre y será representado por un símbolo es
pecial, x? para distinguirlo de los vectores de fuerza.

Al resolver los problemas propuestos de esta lección se tendrán que llevar a cabo las 
siguientes operaciones:

l. Sumar dos o más pares. Esto resulta en un nuevo par cuyo momento se ob
tiene con la suma vectorial de los momentos de los pares dados [problema resuelto 
3 6],

2. Reemplazar a una fuerza por un sistema equivalente fuerza-par en un 
punto especificado. Como se explicó en la sección 3.16, la fuerza del sistema 
fuerza-par es igual a la fuerza original, mientras que el vector de par requerido es 
igual al momento de la fuerza original con respecto al punto dado. Además, es im
portante señalar que la fuerza y el vector de par son perpendiculares entre sí. Por el 
contrario, se concluye que un sistema fuerza-par se puede reducir a una sola fuerza 
sólo si la fuerza y el vector de par son mutuamente perpendiculares (véase el si
guiente párrafo).

l i l i

■

3. Reemplazar un sistema fuerza-par (con F perpendicular a M j con una 
sola fuerza equivalente. Obsérvese que el requisito de que F  v M sean mutua
mente perpendiculares se cumplirá en todos los problemas bidimensionales. La 
fuerza equivalente única es igual a F  y se aplica en forma tal que su momento con 
respecto al punto original de aplicación sea igual a M [problema resuelto 3.7],



Problemas

3.68 Una placa de acero está sometida a la acción de dos pares, según 
muestra la figura. Determine a) el momento del par formado por las dos 
fuerzas de 40 N, h) el valor de a  si el = 820 mm, y la resultante de los 
dos pares es de 8 N • m en sentido contrario al de las manecillas del reloj, 
c) la distancia perpendicular entre las dos fuerzas de 24 N si la resultante de 
los dos pares es cero.

-----600 m m---- *■

á r
Figura P3.68

3.69 Una pieza de madera laminada en la que se están taladrando su
cesivamente varios orificios se asegura a un banco de trabajó por medio de 
dos clavos. Si el taladro ejerce un par de 12 N • m sobre la pieza de made
ra, determine la magnitud de las fuerzas resultantes aplicadas a los clavos si 
éstos se encuentran a) en A y B, b) en B y C, c) en A y C.

3.70 La placa de acero mostrada en la figura sostiene seis rodillos ten
sores de 2 in. de diámetro montados sobre la placa. Dos bandas planas pasan 
alrededor de los rodillos, de los cuales A y D se ajustan para que la tensión en 
cada banda sea de 10 lb. Determine a) el par resultante que actúa sobre la pla
ca si a = 8 in., b) el valor de a para el cual el par resultante que actúa sobre la 
placa es de 480 lb - in. en el mismo sentido que las manecillas del reloj.

Figura P3.70
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3.71 Dos clavijas de 2.4 in. de diámetro están montadas en ,4 y C so- Problemas 1 1 7
bre una placa de acero, y dos barras están conectadas a la placa en B y fí.
Se pasa una cuerda alrededor de las clavijas y se jala como indica la figura, 
mientras que las barras ejercen fuerzas de 2.5 lb sobre la placa tal como se 
muestra, a) Determine el par resultante que actúa sobre la placa si T = 9 lb.
b) Si únicamente se usa la cuerda, ¿en qué dirección debería jalarse para ge
nerar el mismo par con la mínima tensión? c) Determine el valor de esa ten
sión mínima.

Figura P3.71

3.72 Los dos ejes de un reductor de velocidad están sometidos a la ac
ción de los pares Mx = 18 N • m y = 7.5 N • m, respectivamente. Reem
place ambos pares por un solo par equivalente v especifique su magnitud y 
la dirección de su eje.

3.73 y 3.74 Si P = 0, reemplace los dos pares restantes por un solo 
par equivalente; especifique su magnitud v la dirección de su eje.

z
Figura P3.72

Figura P3.73 y P3.76 Figura P3.74 y P3.75

3.75 Si P = 90 N, reemplace los tres pares por un solo par equivalen
te; especifique su magnitud y la dirección de su eje.

3.76 Si P = 52.5 lb, reemplace los tres pares por un solo par equiva
lente; especifique su magnitud y la dirección de su eje.



3.77  Durante un proceso de manufactura, se taladran simultáneamen
te tres agujeros en una pieza de trabajo. Si los agujeros son perpendiculares a 
la superficie de la pieza de trabajo, reemplace los pares aplicados a las brocas 
por un solo par equivalente; especifique su magnitud y la dirección de su eje.

3.78 Una fuerza P con magnitud de 160 N se aplica a la mano de un 
hombre como se muestra en la figura. Sustituya P con un sistema equivalen
te fuer/a-par en a) el codo B, b) el hombro C.

3.79 Una fuerza vertical P de 135 N se aplica en A a la ménsula que 
se muestra en la figura, la cual se sostiene por medio de los tomillos coloca
dos en B y C. a) Reemplace P con un sistema fuerza-par equivalente en B.
b ) Encuentre las dos fuerzas horizontales en B y C que son equivalentes al 
par obtenido en el inciso a).

3.80 Una fuerza P de 700 N se aplica en el punto A de un elemento 
estructural. Reemplace P con a) un sistema equivalente fuerza-par en C,
b) un sistema equivalente constituido por una fuerza vertical en B y una se
gunda fuerza en D.

Figura P3.77

Figura P3.78

Figura P3.79 Figura P3.80

27 m 45 m

Figura P3.81

3.81 Un remolcador ejerce una fuer/a de 2.8 kN a lo largo de su eje, 
en el punto B, sobre una barcaza. Reemplace la fuerza aplicada en B con un 
sistema equivalente formado por dos fuerzas paralelas aplicadas en A y C.

3.82 Un diseñador de jardines trata de colocar en posición vertical un 
árbol aplicando una fuerza de 54 lb, como indica la figura. Después, dos ayu
dantes intentan hacer lo mismo jalando, uno de ellos, en B y, el otro, empu-

118
Figura P3.82



jando con una. fuerza paralela en C. Determine estas dos fuerzas de tal for
ma que sean equivalentes a la fuerza única de 54 lb mostrada.

Problemas 119

3.83 Un diseñador de jardines trata de colocar en posición vertical el 
árbol do la figura P3.82 al aplicar una fuerza de 54 lb. a) Reemplace esta 
fuerza con un sistema equivalente fuerza-par aplicado en C. b) Dos ayudan
tes intentan hacer lo mismo con el árbol, uno aplica una fuerza horizontal en 
C y el otro jala en B. Determine estas dos fuerzas si son equivalentes a la 
fuerza única dol inciso a).

3.84 Una fuerza y un par se aplican a una viga, a) Reemplace este sis
tema con una sola fuerza F aplicada en el punto G, v determine la distancia 
d. b) Resuelva el inciso a) suponiendo que se intercambian las direcciones 
de las dos fuerzas de 150 lb.

3.85  Tres trabajadores tratan de mover una caja do madera de 1 X
1 X  1.2 ni aplicando las tros fuerzas horizontales que se muestran en la fi
gura. a) Si P = 240 N, reemplace las tres fuerzas con un sistema fuerza-par 
equivalente en A. b) Reemplace el sistema fuerza-par del inciso a) por una 
sola fuerza, y determine el lugar del lado AB sobre el que debería aplicarse,
c) Determine la magnitud de P, de tal forma que las tres fuerzas puedan 
reemplazarse por una sola fuerza aplicada en B.

Figura P3.85

3.86 Para abrir una válvula de agua instalada en el suelo, dos trabaja
dores aplican las fuerzas horizontales indicadas en la figura sobro la manija 
do la válvula roscada. Muestre que estas fuerzas son equivalentes a una sola 
fuerza y especifique, si es posible, el punto do aplicación de dicha fuerza so
bre la manija ABC.

3.87 Tres cables conectados a un disco ejercen sobre éste las fuerzas 
indicadas en la figura, a) Reemplace las tres fuerzas con un sistema fuerza- 
par equivalente en A. b) Determine la fuerza única que es equivalente al sis
tema fuerza-par obtenido on el inciso a), y especifique su punto de aplica
ción sobre la línea que pasa por los puntos Ay D.

320 N

Figura P3.86

Figura P3.87



120 Cuerpos rígidos: sistemas equivalentes
de fuerza

3.88 Una fuerza y un par que pertenecen al plano tjz se aplican al ex
tremo de una viga de patín ancho en voladizo. Este sistema debe reempla
zarse por una sola fuerza equivalente, a) Para 6 = 15°, determine la magni
tud y la línea de acción de la fuerza equivalente, b) Determine el valor de 0 
si la línea de acción de la fuerza equivalente debe intersecar a la linca que 
pasa por los puntos B y C a 40 mm por arriba de C.

3.89 Una placa trapezoidal está sometida a la fuerza P y al par que se 
muestran en la figura. Determine «) el punto de aplicación sobre la placa de 
la fuerza F mínima equivalente al sistema dado, h) la magnitud y la direc
ción de F.

Figura P3.88

80 ruin

160 mm 
i

.360 N 

Figura P3.89

3.90 Una fuerza excéntrica y compresiva P de '250 kN se aplica al ex
tremo de una columna. Reemplace P con un sistema fuerza-par equivalen
te en G.

Figura P3.90

3.91 Dos trabajadores usan bloques y polipastos conectados a la par
te inferior de una viga I para elevar un graft tanque cilindrico. Si la tensión 
en la cuerda AB es de 54 Ib, reemplace la fuerza ejercida en A por la cuer
da AB con un sistema equivalente fuerza-par en E.

3.92 Dos trabajadores usan bloques y polipastos conectados a la par
te inferior de una viga I para elevar un gran tanque cilindrico. Si la tensión 
en la cuerda CD es de 61 lb, reemplace la fuerza ejercida en C por la cuer
da CD con un sistema equivalente fuerza-par en O.Figura P3.91 y P3.92



Problemas 1213.93 La grúa de brazo mostrada en la figura se orienta de manera que 
su aguilón AD sea paralelo al eje x y se utiliza para mover una caja pesada. 
Si la tensión on el cable AB es de 10.5 kN, reemplace la fuerza ejercida por 
el cable en A con un sistema equivalente fuerza-par en el centro O de la ba
se de la grúa.

3.94 Un plomero aplica una fuerza de 220 N sobre el mango de una lla
ve. mientras retira una conexión del extremo de un tubo. Si la llave v la fuer- 
za pertenecen a un plano vertical paralelo al plano yz, reemplace la fuerza con 
un sistema equivalente fuerza-par en el origen del sistema coordenado.

y

Figura P3.94

3.95 Una fuerza F de 63 Ib y un par M de 560 lb ■ in. se aplican a la 
esquina A del bloque mostrado en la figura. Reemplace el sistema fuerza- 
par dado con un sistema equivalente fuerza-par en la esquina D.

3.96 El pulidor manual de una rectificadora industrial en miniatura 
pesa 2.4 N y su centro de gravedad está localizado sobre el eje y. La cabeza 
del pulidor está desviada del plano xz de manera que la línea BC forma un 
ángulo de 25° con la dirección x. Muestre que el peso del pulidor manual y 
los dos pares Mi y M2 se pueden reemplazar con una sola fuerza equivalen
te. Además, suponiendo que M¡ = 0.068 N • m y M* = 0.065 N • m. deter
mine a) la magnitud y la dirección de la fuerza equivalente, b ) el punto don
de su línea de acción interseca al plano xz.

Figura P3.93

Figura P3.96

Figura P3.95



1 2 2  Cuerpos rígidos: sistem as equivalentes 3.97 Una fuerza F, de 20 Ib V un par M, de 40 lb ■ ft se aplican en la
de fuerza , . ,  , , , ,  1 .  „ r

esquina E do la placa doblada que se muestra en la figura. Si F] y Mj de-

3.17. REDUCCIÓN DE UN SISTEMA DE FUERZAS 
A UNA FUERZA Y UN PAR

Considérese un sistema de fuerzas F|, F2, F3, . . . que actúan sobre 
un cuerpo rígido en los puntos A], A2, A3, . . . definidos por los vecto
res de posición r x, r2, r3, etc. (figura 3.41 r/). Como se vio en la sección 
anterior, F, puede ser trasladada de Ai a un punto dado O, si se agre
ga al sistema original de fuerzas un par de momento M (, igual al mo
mento i'i x F| de F¡ con respecto a O. Si se repite este procedimien
to con F 2, F:i, . . . , se obtiene el sistema mostrado en la figura 3.41/?, 
que consta de: las fuerzas originales, ahora actuando en O, y los vec
tores de par que han sido agregados. Como ahora las fuerzas son con
currentes, pueden ser sumadas vectorial mente y reemplazadas por su 
resultante R. De manera similar, los vectores de par M ,, M 2, M 3, . . . 
pueden sumarse vectorialmente y ser reemplazados por un solo vector 
de par M ". Por tanto, cualquier sistema de fuerzas, sin importar qué 
tan complejo sea, puede ser reducido a un sistema equivalente fuerza- 
p arqu e actúa en un punto dado O (figura 3.41c). Se debe observar que 
mientras cada uno de los vectores de par M i, Ma, M r?, . . . , en la fi
gura 3 .4 1/; es perpendicular a la fuerza que le corresponde, en gene
ral la fuerza resultante R v el vector de par resultante M?> en la figu
ra 3.41c no serán perpendiculares entre sí.

Figura 3.41 b ) c )



El sistema equivalente fuerza-par está definido por las ecuaciones 3.18. Sistemas equivalentes de fuerzas 123

R = 2 F  Mo = 2M 0 = E (r x  F) (3.52)

las cuales expresan que la fuerza R se obtiene sumando todas las fuer
zas del sistema, mientras que el momento del vector de par resultante 
Mo, denominado momento resultante del sistema, se obtiene sumando 
los momentos de todas las fuerzas del sistema con respecto a O.

Una vez que un sistema de fuerzas dado se lia reducido a una fuer
za y un par que actúa en el punto O, dicho sistema puede reducirse a 
una fuerza y un par actuando en cualquier otro punto O'. Mientras que 
la fuerza resultante R permanecerá inalterada, el nuevo momento resul
tante Mo' será igual a la suma de Mf, y el momento con respecto a O' 
de la fuerza R unida a O (figura 3.42). Entonces se tiene

Mfr  = Mo + s X R (3.53)

En la práctica, la reducción de un sistema de fuerzas dado a una so
la fuerza R actuando en O v un vector de par Mo será llevada a cabo en 
términos de las componentes. Descomponiendo cada vector r y cada 
fuerza F  del sistema en sus componentes rectangulares, se escribe

r = xi + f/j + ~k (3.54)
F  = Fxi + F J  + Fz k (3.55)

Al sustituir r v F  en (3.52) y factorizar a los vectores unitarios i, j  y k, 
se obtiene la siguiente expresión para R y M“ :

R = Rx i + / y  + Rz k Mf; = Ai? i + Myj + M~k (3.56)

Las componentes Rx, R,r  R. representan, respectivamente, las sumas 
de las componentes .t, y y z de las fuerzas dadas v miden la tendencia 
del sistema a impartir al cuerpo rígido un movimiento de traslación en 
la dirección de x, y o z. Asimismo, las componentes M *, My, Mz re
presentan la suma de los momentos de las fuerzas dadas con respecto 
a, respectivamente, los ejes x, y y z y miden la tendencia del sistema 
a impartir al cuerpo rígido un movimiento de rotación alrededor de los 
ejes, x , y o z.

Si se desea conocer la magnitud y la dirección de la fuerza R, éstas 
se pueden obtener a partir de las componentes Rx, R„ y R, por medio de 
las relaciones (2.18) y (2.19) de la sección 2.12; cálculos similares pro
porcionarán la magnitud y la dirección del vector de par Mo-

3.18. SISTEMAS EQUIVALENTES DE FUERZAS

En la sección anterior se vio que cualquier sistema de fuerzas que ac
túa sobre un cuerpo rígido puede reducirse a un sistema fuerza-par ac
tuando en un punto dado O. Este sistema equivalente fuerza-par ca
racteriza completamente el efecto del sistema de fuerzas dado sobre el 
cuerpo rígido. Por tanto, dos sistemas de fuerzas son equivalentes -si 
pueden ser reducidos al mismo sistema fuerza-par en un punto dado
O. Recuérdese que el sistema fuerza par en O se define por medio de 
las relaciones (3.52), se establece que dos sistemas de fuerzas F t, F 2,

Figura 3.42

«O
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F 3, . . . ,  y F ¡, F J, F :; , . . . , que actúan sobre el mismo cuerpo rígido 
son equivalentes si, y sólo si, respectivamente, las sumas de las fuerzas 
y las sumas de, los momentos con respecto a un punto dado O de las 
fuerzas de los dos sistemas son iguales. Expresadas en forma matemá
tica, las condiciones necesarias y suficientes para que los dos sistemas 
de fuerzas sean equivalentes son las siguientes

2 F  = E F ' 2 M o  =  s m ;, (3.57)

Fotografía 3.3 Al analizar el movimiento del 
barco, las fuerzas ejercidas sobre éste por la 
cuerda de remolque y por el remolcador de 
la parte trasera se pueden reemplazar por un 
sistema equivalente fuerza-par.

Obsérvese que para demostrar que dos sistemas de fuerzas son equiva
lentes, la segunda de las relaciones (3.57) se debe establecer con res
pecto a un solo punto O. Sin embargo, ésta se cumplirá con respecto 
a cualquier punto si los dos sistemas de fuerzas son equivalentes.

Al descomponer las fuerzas y los momentos de (3.57) en sus ele
mentos rectangulares, pueden expresarse las condiciones necesarias y 
suficientes para la equivalencia de dos sistemas de fuerzas que actúan 
sobre un cuerpo rígido de la siguiente manera:

2F X =  ’ZF'x 
’LMx = 2M'

2 F y = 2F'y 
XM„ = l M y

2 F Z = 1 F Í  
2AL = 1M'.

(3.58)

Estas ecuaciones tienen una interpretación física simple; expresan que 
dos sistemas de fuerzas son equivalentes si tienden a impartirle al cuer
po rígido 1) la misma traslación en las direcciones de x, y y z y 2) la 
misma rotación alrededor de los ejes x, y y z respectivamente.

3.19. SISTEMAS EQUIPOLENTES DE VECTORES

Cuando dos sistemas de vectores satisfacen las ecuaciones (3.57) o 
(3.58), esto es, cuando respectivamente sus resultantes y sus momen
tos resultantes con respecto a un punto arbitrario O son iguales, se di
ce que los dos sistemas son equipolentes. Por tanto, el resultado que 
se acaba de establecer en la sección anterior se puede enunciar como 
sigue: si dos sistemas de fuerzas que actúan sobre un cuerpo rígido son 
equipolentes, entonces ambos también son equivalentes.

Es importante señalar que este enunciado no se aplica a cualquier 
sistema de vectores. Considérese, por ejemplo, un sistema de fuerzas 
que actúan sobre un conjunto independiente de partículas que no for
man un cuerpo rígido. Es posible que un sistema de fuerzas diferentes 
que actúan sobre las mismas partículas pueda ser equipolente al prime
ro, esto es, que dicho sistema tenga la misma resultante y el mismo mo
mento resultante. Sin embargo, como ahora actuarán diferentes fuerzas 
sobre cada una de las partículas, los efectos de dichas fuerzas sobre es
tas partículas serán diferentes; en un caso similar, aunque los dos siste
mas de fuerzas sean equipolentes, no son equivalentes.

3.20. OTRAS REDUCCIONES DE UN SISTEMA 
DE FUERZAS

En la sección 3.17 se vio que cualquier sistema de fuerzas que actúa 
sobre un cuerpo rígido puede ser reducido a un sistema equivalente 
fuerza-par en O, que consta de una fuerza R igual a la suma de fuer-



zas del sistema y de un vector de par \1q cuyo momento es igual al 
momento resultante del sistema.

Cuando R = 0, el sistema fuerza-par se reduce a un vector de par 
M¡). Entonces, el sistema de fuerzas dado puede ser reducido a un so
lo par, que recibe el nombre de par resultante del sistema.

A continuación se procede a investigar las condiciones necesarias 
para que un sistema dado de fuerzas pueda ser reducido a una sola 
fuerza. A partir de la sección 3.16 se concluye que un sistema fuerza- 
par en O puede ser reemplazado por una sola fuerza R que actúa a lo 
largo de una nueva línea de acción si R y son mutuamente per
pendiculares. Por tanto, los sistemas de fuerzas que pueden ser redu
cidos a una sola fuerza o resultante, son aquellos sistemas para los cua
les la fuerza R y el vector de par Mo son mutuamente perpendicula
res. Aunque, en general, esta condición no se cumplirá para sistemas 
de fuerzas en el espacio, sí se cumplirá para sistemas constituidos por 
f) fuerzas concurrentes, 2) fuerzas coplanares o 3) fuerzas paralelas. 
Estos tres casos se estudiarán en forma separada.

1. Las fuerzas concurrentes están aplicadas en el mismo punto 
y, por tanto, pueden ser sumadas directamente para obtener 
su resultante R. Por consiguiente, éstas siempre se reducen 
a una sola fuerza. Las fuerzas concurrentes se analizan en de
talle en el capítulo 2.

2. Las fuerzas coplanares actúan en el mismo plano, el cual se 
puede suponer que es el plano de la figura (figura 3.43a). La 
suma R de las fuerzas del sistema también estará en el plano 
de la figura, mientras que el momento de cada fuerza con res
pecto al O y por consiguiente, el momento resultante M” , se
rán perpendiculares a dicho plano. De esta forma, el sistema 
fuerza-par en O está constituido por una fuerza R y por un vec
tor de par Mo que son mutuamente perpendiculares (figura 
3.43b). Estas fuerzas pueden reducirse a una sola fuerza R, 
moviendo R en el plano de la figura hasta que su momento con 
respecto a O sea igual a Mf>. La distancia desde O hasta la lí
nea de acción de R es <7 = M<\/R (figura 3.43c).

3.20. Otras reducciones de un sistema 125
de fuerzas

Fotografía 3.4 Las fuerzas coplanares ejercidas 
por los cuatro remolcadores sobre el barco 
estadounidense Pasadena podrían reemplazarse 
con una sola fuerza equivalente ejercida por un 
remolcador.

a) b)
Figura 3.43

'Como el vector M¡> es perpendicular al plano de la figura, éste se lia representado por el 
símbolo V Un par con sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj "¡ represen
ta a un vector que apunta hacia fuera del plano de papel y un par con el sentido de las ma
necillas del reloj ¿ representa a un vector que apunta hacia adentro del plano de papel.



r x = MfyR

Figura 3.44

b)

Como se señaló en la sección 3.17, la reducción de un sis
tema de fuerzas se simplifica considerablemente si las fuerzas 
se descomponen en sus componentes rectangulares. De esta 
manera, el sistema fuerza-par en O está caracterizado por las 
componentes (figura 3.44a).

fi, = R,j  = 'ZFy M* = M?, = 1M 0  (3.59)

Para reducir el sistema de fuerzas a una sola fuerza R, se ex
presa que el momento de R con respecto a O debe ser igual 
a Mq. Representando con x y y las coordenadas del punto de 
aplicación de la resultante y teniendo en cuenta la fórmula 
(3.22) de la sección 3.8, se escribe

xRy -  yRx = Mo

la cual representa la ecuación de la línea de acción de R. Tam
bién pueden determinarse en forma directa las interseccio
nes con el eje x y con el eje y de la línea de acción de la re
sultante, se observa que Mf; debe ser igual al momento con 
respecto a O de la componente y de R cuando R está unida 
a B (figura 3.44/;) e igual también al momento de la compo
nente x cuando R está unida a C (figura 3.44c).
Las fuerzas paralelas tienen líneas de acción paralelas y pue
den o no tener el mismo sentido. Suponga que las fuerzas son 
paralelas al eje y (figura 3.45a), se observa que su suma R tam
bién será paralela al eje y. Por otra parte, como el momento 
de una fuerza dada debe ser perpendicular a dicha fuerza, el 
momento con respecto a O de cada una de las fuerzas del sis
tema y, por consiguiente, el momento resultante Mo estará en 
el plano zx. De esta forma el sistema fuerza-par en O está cons
tituido por una fuerza R y un vector de par M0 mutuamente

F ,

«)
Figura 3.45

b) c)
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perpendiculares (figura 3.45b). Estas fuerzas se pueden redu
cir a una sola fuerza R (figura 3.45c) o. si R = 0, a un solo par 
cuyo momento sea igual a Mf,.

En la práctica, el sistema fuerza-par en O está caracteri
zado por las componentes

Ry = EFy M? = 2M X M* = 2M . (3.60)

La reducción del sistema a una sola fuerza puede efectuarse 
moviendo R a un nuevo punto de aplicación A(x, 0, z) selec
cionado de manera que el momento de R con respecto a O 
sea igual a Mo, el cual se escribe

r X R = Mg
(.ti + zk) x R J  = \(“i + Mfk

Al calcular los productos vectoriales e igualar los coeficientes 
de los vectores unitarios correspondientes en ambos miem
bros de la ecuación se obtienen dos ecuaciones escalares que 
definen las coordenadas de A:

-zR „ = M“ xRy =

Estas ecuaciones expresan que los momentos de R con res
pecto a los ejes x y  z deben ser iguales a M f y M f, respecti
vamente.

3.21. Reducción de un sistema de fuerzas 127 
a una llave de torsion o torsor

Fotografía 3.5 Las fuerzas paralelas del viento 
que actúan sobre los señalamientos de la 
carretera, pueden reducirse a una sola fuerza 
equivalente. La determinación de esta fuerza 
puede simplificar el cálculo de las fuerzas que 
actúan sobre los soportes del marco que sostiene 
los señalamientos.

*3.21. REDUCCIÓN DE UN SISTEMA DE FUERZAS 
A UNA LLAVE DE TORSIÓN O TORSOR

En el caso general de un sistema de fuerzas en el espacio, el sistema 
equivalente fuerza-par en O consta de una fuerza R y un vector de par 
Mf), ambos distintos de cero, que no son perpendiculares entre sí (fi
gura 3.46a). Por tanto, el sistema de fuerzas no puede ser reducido a 
una sola fuerza o a un solo par. Sin embargo, el vector de par puede 
ser reemplazado por otros dos vectores de par obtenidos al descompo
ner Mq en una componente M| a lo largo de R v una componente M¡> 
en un plano perpendicular a R (figura 3.46¿). Entonces, el vector de 
par M2 y la fuerza R pueden reemplazarse por una sola fuerza R que 
actúa a lo largo de una nueva línea de acción. Por tanto, el sistema ori
ginal de fuerzas se reduce a R y al par vector M j (figura 3.46c), de es
ta forma, el sistema se reduce a R y un par que actúa en el plano per
pendicular a R. A este sistema fuerza-par, en particular, se le conoce 
como llave de torsión debido a que la combinación resultante de em
puje y torsión es la misma que se encuentra en las operaciones de per-

a) b) c)
Figura 3.46



1 2 8  CuerP °s rígidos: sistemas equivalentes foración y enroscado, así como en apretar o aflojar tornillos. A la línea
de acción de R se le conoce como eje ele la llave (le torsión y a la razón 
p = M\/R se le denomina paso de la llave de torsión. Por consiguiente, 
una llave de torsión está constituida por dos vectores colineales, es
pecíficamente, una fuerza R y un vector de par

Mx = ;;R  (3.61)

Fotografía 3.6 La acción de empujar y girar, 
asociadas con la operación de apretar un tornillo 
ilustra las líneas de acción colineales de la fuerza y 
el vector de par que constituyen una llave de 
torsión o torsor.

Recuerde la expresión (3.35), obtenida en la sección 3.9 para la proyec
ción de un vector sobre la línea de acción de otro vector, se observa que 
la proyección de M o sobre la línea de acción de R es igual a

Mi =
R

Por tanto, el paso de una llave de torsión puede ser expresado como1 

P = ^  (3-62)

Para definir el eje de una llave de torsión se puede escribir una re
lación que involucre al vector de posición r de un punto arbitrario P 
localizado sobre dicho eje. Fijando la fuerza resultante R y el vector 
de par M, en P (figura 3.47) y expresando que el momento con res
pecto a O de este sistema fuerza-par, es igual al momento resultante 
Mo del sistema original de fuerzas, se escribe

M, + r x R = Mo (3.63)

o, de acuerdo con la ecuación (3.61),

p R  + r X  R = Mf, (3.64)

' Las expresiones obtenidas para la proyección del vector de par sobre la línea de acción 
de R  y para el paso de una llave de torsión son independientes de la selección del punto 
O. Utilizando la relación (3.53) de la sección 3.17, se observa que si se hubiera empleado 
un punto diferente O', el numerador en (3.62) hubiera sido

R • Mf,- = R • (M” + s x K! = K • M?, + R • (s x R)

(¡orno el triple producto escalar 8  ■ ís x  R) es igual a cero, se tiene que

R  • Mg- = R • Mg

Por tanto, el producto escalar R • Mo es independiente de la selección del punto O.
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PROBLEMA RESUELTO 3.8
Una viga de 4.80 in de longitud está sujeta a las fuerzas mostradas en la fi
gura. Redúzcase el sistema de fuerzas dado a: a) un sistema equivalente fuer
za-par en A, b) un sistema equivalente fuerza-par en B y c) una sola fuerza 
o resultante.

Nota: Como las reacciones en los apoyos no están incluidas en el sistema 
de fuerzas dado, el sistema no mantendrá la viga en equilibrio.

M I É I i

1

■tiM98S*■

w rJ-K

• i l  SSO N-niik

( AE£

-4 .8  m -

(600 N )j

¿ )

a) Sistema fuerza-par en A. El sistema fuerza-par en A equivalente 
al sistema de fuerzas dado consta de una fuerza R y de un par Mf definidos 
como sigue:

R = X F
= (150 N)j -  (600 N)j + (100 N)j -  (250 N)j = -(600 N)j 
= X(r x F)
= (1.6!) x (—600j) + (2.8i) x (100j) + (4.8!) x (—250j)
= —(1 880 N • m)k

Por tanto, el sistema equivalente fuerza-par en A está dado por

R = 600 N l  Mf = 1 880 N • ni J 4

b) Sistema fuerza-par en R. Se pretende encontrar un sistema 
fuerza par en B equivalente al sistema fuerza-par en A determinado en el in
ciso a). La fuerza R permanece inalterada, pero se debe determinar un nuevo 
par M/j cuyo momento sea igual al momento con respecto a B del sistema 
fuerza-par encontrado en el inciso a). Por tanto, se tiene que

(2 S80 \ -m )k  M g  =  M f  +  B A X R

= -(1  880 N • m)k + (-4 .8  m)i x (-600 N)j 
= -(1  880 N • mjk + (2 880 N • m)k = +(1 000 N • m)k

■ (6(K) N) j

De esta fonna, el sistema fuer/a-par en B está dado por

R = 600 N i Mg =
(1 000 N-mi k

m t
i

SM

m

■ 'lp ¡
m ñ

-m ni
WBSs.

A

(600 N )j

J L ,
B

c) Fuerza única o resultante. La resultante del sistema de fuerzas 
dado es igual a R y su punto de aplicación debe ser tal que el momento de 
R con respecto a A sea igual a M f. El cual se escribe

r x R =
x! x (—600 N')j = —(1 880 N • m)k 

—*(600 N)k = -(1  880 N • m)k

y se concluye que x = 3.13 m. Por tanto, la fuerza única equivalente al sis
tema dado está definida como

R = 600 N | x = 3.13 m <

■ I



PROBLEMA RESUELTO 3.9
Se usan cuatro romolcadores para llevar a un trasatlántico a su muelle. Cada 
remolcador ejerce una fuorza de 5 000 lb en la dirección mostrada en la figu
ra. Determine: a) el sistema equivalente fuerza-par en el mástil mayor O y 
h) el punto sobre el casco donde un solo remolcador más potente debería em- 
pujai al barco para producir el mismo efecto que los cuatro remolcadores ori
ginales.

M $= -1  035 k

- í).79j 1'

SOLUCION
a) Sistema fuerza-par en O. Cada una de las fuerzas se descompo

ne en sus componentes en el diagrama mostrado (las unidades empleadas 
son kips). El sistema fuerza-par en O equivalente al sistema de fuerzas da
do consta de una fuerza R y de un par M” definidos como sigue:

R = 2F
= (2.50i -  4.33j) 4- (3.00i -  4.00j) + (- 
= 9.04Í -  9.79j

Mo = 2(r x F)

5.00j) + (3.54i + 3.54j)

= (—90i + 50j) x (2.50i -  4.33j)
+ (lOOi + 70j) X (3.00i -  4,(K)j)
+ (400i + 70j) x (—5.00j)
+ (3(K)i -  70j) x (3.54Í + 3.54j)

= (390 -  125 -  400 -  210 -  2 000 + 1 062 + 248)k 
= - 1  035k

Por tanto, el sistema equivalente fuerza-par en O está dado por

R = (9.04 kips)i — (9.79 kips)j Me 

R = 13.33 kips ^47.3°

-(1 035 kips • ft)k 

lo  = 1 035 kips - ft J <

r = .tí + 70j

se escribe

r x
(xi + 70j) x (9.04Í -  9.79j) = - 1  035k 

—x(9.79)k -  633k = - 1  035k x = 41.1 ft <

l l l l l

m m M

m m m

M M H

• ■

Comentario. Como todas las fuerzas están contenidas en el plano do la 
figura, podría haberse anticipado que la suma do sus momentos iba a ser per
pendicular a dicho plano. Obsérvese que el momento de la componente do 
cada fuerza pudo obtenerse directamente a partir del diagrama mostrado que 
forma, primero, el producto de la magnitud de dicha componente con una 
distancia perpendicular hasta O y luego le asigna a este producto un signo 
positivo o negativo según el sentido del momento.

b) Remolcador único. La fuerza ejercida por un solo remolcador 
debe ser igual a R y su punto de aplicación A debe ser tal que el momento 
de R con respecto a O sea igual a Mo- Si se observa que el vector de posi
ción de A es

U M

-M

M M

iM Ü Ü
Mili , i  1

Í§ i
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I 200 N

100 min

100 mm

PROBLEMA RESUELTO 3.10
Tres cables están unidos a una ménsula, como se muestra en la figura. 
Reemplace las fuerzas que ejercen los cables por un sistema equivalente 
fuerza-par en A.

£(1.50 mm, -5 0  mm, 100 trun)

SOLUCIÓN
Primero se determinan los vectores de posición relativa trazados desde 
el punto A hasta los puntos de aplicación de cada una de las fuerzas y se 
descomponen las fuerzas en sus componentes rectangulares. Observe que 
F k = (700 N)XB£, donde

BE 75i -  150j + 50k 
BE ~ BE ~ 175

Con el uso de metros y newtons se tiene

rB/A = AB = 0.075Í + 0.050k F„ = .300i -  600j + 200k 
rc/A = AC = 0.075Í -  0.050k Fc = 707i -  707k
ro/a = AD = 0.100Í -  0.1 OOj F0 = 6(K)i -I- 1 039j

El sistema fuerza-par en A, equivalente al sistema de fuerzas dado, cons
ta de una fuerza R = SF  y de un par = 2(r x F). La fuerza R se obtie
ne fácil al sumar, respectivamente, las componentes x. y v z de las fuerzas:

R = 2F  = (1 607 N")i + (439 N)j -  (507 N)k <
El cálculo de M” se simplifica si los momentos de las fuerzas se expresan en 

^ forma de determinantes (sección 3.8):

(17.68 N'iii) j

(439 N) j  ¡ i (507 N )k

118.9 N-rnik

i j k
rb / a  x  — 0.075 0 0.050 -

300 -600 200

i j k
rC/A X F c — 0.075 0 -0.050 =

707 0 -707

i j k
v d / a  x  F d  “ 0.100 -0.100 0 -

600 1 039 0

= 30i -45k

163.9k

Con la suma de las expresiones obtenidas, se tiene
M'í = 2(r x F) = (30 N • m)i + (17.68 N • m)j + (118.9 N • m)k <

Las componentes rectangulares de la fuerza R y del par se muestran en 
el croquis adjunto.
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S i i i ' S Una losa de cimentación cuadrada soporta las cuatro columnas mostradas en 
la figura. Determine la magnitud y el punto de aplicación de la resultante de 
las cuatro cargas.

K S 5 S  

- .

« M i

& ÍÉIIÍ

SOLUCION
Primero, el sistema de fuerzas se reduce a un sistema fuerza-par en el ori
gen del sistema de coordenadas O. Este sistema fuerza-par consta de una 
fuerza R y un vector de par Mo que se definen de la siguiente forma:

Se determinan los vectores de posición de los puntos de aplicación de cada 
una de las fuerzas y los cálculos so arreglan en forma tabular.

(240 kip*tt}¡

lOi
lüi + 5k 
4i + lOk

Como la fuerza R v el vector de par Vi” son mutuamente perpendicu
lares, el sistema fuerza-par obtenido puede reducirse aún más a una sola 
fuerza R. El nuevo punto de aplicación de R será seleccionado en el plano 
de la losa de manera que el momento de R con respecto a O sea igual a M*. 
Si se representa con r al vector de posición del punto de aplicación deseado 
y con x y z a sus coordenadas, se escribe

M I

W m m r X R
(xi + zk) x (—80j) 

—80.tk + 8(tei'80 kips) j

w lm m

i ! ! ! !

a partir de lo escrito, se encuentra que

80z = 240 
z = 3.00 ft

80% = -280 
x -  3.50 ft

.3.50 ft. z = 3.00 ft

wmj.
Í M M 3



PROBLEMA RESUELTO 3.12
Dos fuerzas de la misma longitud P actúan sobre un cubo con aristas de igual 
longitud, como se muestra en la figura. Reemplace las dos fuerzas por una 
llave de torsión equivalente y determine: a) la magnitud y dirección de la 
fuerza resultante R, b ) el paso de la llave de torsión y c) el punto donde el 
eje de la llave de torsión interseca al plano yz.

ü i  
Ü Ü

= pR

SOLUCION
Sistema equivalente fuerza-par en O. Primero se determina el sis

tema equivalente fuerza-par en el origen O. Se observa que los vectores de 
posición de los puntos de aplicación F. y D de las dos fuerzas dadas son: vt. 
= ai + aj y rD = aj + ak. La resultante R de las dos fuerzas y el momento 
resultante de dichas fuerzas con respecto a O están dados por

R = F 1 + F2 = Pi + Pj = P (i+ j)  (1)
Mo = r£ X F| + rD X F2 = (ai + aj) x Pi + (aj -I- «k) X f j

= —P«k -  Pax = —Pa(i + k) (2)

«) Fuerza resultante R. A partir de la ecuación (1) y del croquis ad
junto se concluye que la fuerza resultante R tiene una magnitud R = f V 2, 
se encuentra en el plano xy y forma ángulos de 45° con los ejes x y iy. Por 
tanto,

R = PV.2 ti, = 0,, = 45° 0. = 90° <
b) Paso de la llave de torsión. De acuerdo con la fórmula (3.62) de 

la sección .3.21 y las ecuaciones (1) y (2) que se acaban de presentar, se es
cribe

R -M g P(i + j) • (~Pa)(i + k) -P 2a( \ + 0 + 0)
P = R~ (PV2)2 2 P¿

M i= p R =  - - P ( i + j )  = Pa
( i+ j) (3)

y i

-(i + j) + (f/j + :k) X P(i + j) = — Pa(i + k) 

Pa
- j  — Pyk + Pzj -  Pzi = —P a i -  Pak

mm

m
i *

Ü

e) Eje de la llave de torsión. A partir de los resultados anteriores y 
de la ecuación (3.61), se concluye que la llave de torsión consta de la fuerza 
R encontrada en (1) y del vector de par

Para determinar el punto donde el eje de la llave de torsión interseca al plano 
yz, se expresa que el momento de la llave de torsión con respecto a O es 
igual al momento resultante Mf, del sistema original:

Mj + r x R = Mo

;k y sustituir R, Mq y Mr a partir de las ecuaciones

■ B a

o, al notar que r :
(1), (2) y (3),

_Pa_
2
Pa .
2 L 2

Si se igualan los coeficientes de k y, después, los coeficientes de j,  se encuentra 
que

y —a z = a /  2 ^

Ü ÉI

■ ■



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

Esta lección estuvo dedicada a la reducción y simplificación de sistemas de fuerzas. 
Al momento de resolver los problemas propuestos, se pide que se lleven a cabo las 
operaciones que se describen a continuación.

1. Reducción de un sistema de fuerzas dado a una fuerza y un par que ac
túan en un punto dado A. La fuerza R  es la resultante del sistema y se obtie
ne sumando las fuerzas que lo constituyen; el momento del par es el momento re
sultante del sistema y se obtiene sumando los momentos con respecto a A de las 
fuerzas que lo constituyen. Así, se tiene que

R = E F  = E (r X F)

donde el vector de posición r  se traza desde A hasta cualquier punto a lo largo de 
la línea de acción de F.

2. Traslación de un sistema fuerza-par desde un punto A hasta un punto B.
Si después de que se había reducido a un sistema fuerza-par en el punto A se desea 
reducir un sistema de fuerzas dado a un sistema fuerza-par en el punto B. no se ne
cesita llevar a cabo el cálculo de los momentos de las fuerzas con respecto a B. La re
sultante R permanece inalterada)' el nuevo momento resultante M e se puede obte
ner sumándole a M * el momento con respecto a B de la fuerza R aplicada en A [pro
blema resuelto 3.8]. Si se representa con s el vector trazado desde B hasta A, se pue
de escribir

Mg = Ma + s  X R

3. Verificación de que dos sistemas de fuerzas sean equivalentes o no. Pri
mero se reduce cada sistema de fuerzas a un sistema fuerza-par en el mismo pun
to arbitrario A (como se explicó en el párrafo 1). Los dos sistemas son equivalen
tes (esto es, tienen el mismo efecto sobre el cuerpo rígido en consideración) si los 
dos sistemas fuerza-par que se obtuvieron son idénticos, esto es, si

E F  =  E F ' y SM a = EM^

Se debe reconocer que si no se cumple la primera de estas ecuaciones, esto es, si los 
dos sistemas no tienen la misma resultante R, estos sistemas no pueden ser equiva
lentes y, por tanto, no hay necesidad de verificar si se cumple o no la segunda ecua
ción.

4. Reducción de un sistema de fuerzas dado a una sola fuerza. Primero se 
reduce el sistema de fuerzas dado a un sistema fuerza-par en un punto conveniente 
A donde dicho sistema consta de la resultante R y del vector de par M“ (esto se 
lleva a cabo como se explicó en el punto 1). Se recordará, de la lección anterior, 
que es posible reducir aún más el sistema a una sola fuerza sólo si la fuerza  R ij el



vector de par son mutuamente perpendiculares. Con toda seguridad, éste será 
el caso para sistemas de fuerzas constituidos por fuerzas que son concurrentes, 
coplanares o paralelas. En este sentido, la fuerza única que se desea encontrar 
puede obtenerse del mismo modo que se hizo en varios problemas de la lección 
anterior, moviendo R hasta que su momento con respecto a A sea igual a M”. Con 
más formalidad se puede escribir que el vector de posición r trazado desde A hasta 
cualquier punto a lo largo de la línea de acción de R debe satisfacer la ecuación

r X R = M”

Este procedimiento fue utilizado en los problemas resueltos 3.8, 3.9 y 3.11.

5. R educción  d e un sistem a d e  fu erz a s  dudo a una llave de torsión . Si el sis
tema de fuerzas dado está constituido por fuerzas que son concurrentes, coplana
res o paralelas, el sistema equivalente fuerza-par en un punto A consistirá de una 
fuerza R y de un vector de par MA que, en general, no van a ser mutuamente per
pendiculares. (Para verificar si R y M * son mutuamente perpendiculares, se forma 
su producto escalar. Si este producto es igual a cero, entonces los vectores en cues
tión son mutuamente perpendiculares; de lo contrario, no son perpendiculares en
tre sí.) Si R y M,4 son mutuamente perpendiculares, el sistema fuerza-par (por tan
to, el sistema de fuerzas dado) no se puede reducir a una sola fuerza. Sin embargo, 
el sistema se puede reducir a una llave de torsión —la combinación de una fuerza 
R y un vector de par M j que están dirigidos a lo largo de una línea de acción co
mún que se conoce como el eje de la llave de torsión (figura 3.47)— . El cociente 
p = Mi/R  recibe el nombre de paso de la llave de torsión.

Para reducir un sistema de fuerzas dado a una llave de torsión, se deben seguir los 
siguientes pasos:

a) Reducir el sistema de fuerzas dado a un sistema equivalente fuerza-par 
(R, Mq), localizado, comúnmente, en el origen O.

h) Determinar el paso p  a partir de la ecuación (3.62)

P = = (3'62) 

y el vector de par a partir de M t = pR.

c) Expresar que el momento con respecto a O de la llave de torsión es igual 
al momento resultante Mf, del sistema fuerza-par en O:

Mi + r x  R = Mf, (3.63)

Esta ecuación permite determinar el punto donde la línea de acción de la llave de 
torsión interseca un plano especificado puesto que el vector de posición r  está di
rigido desde O hasta dicho punto.

Estos pasos se muestran en el problema resuelto 3.12. Aunque pueda parecer difí
cil la determinación de una llave de torsión y del punto donde su eje interseca a 
un plano, el proceso es simplemente la aplicación de varias de las ideas y técnicas 
que han sido desarrolladas en este capítulo. Por tanto, una vez que se ha dominado 
completamente todo lo relacionado con la llave de torsión, se puede confiar en que 
se ha comprendido una buena parte del capítulo 3.



Problemas

kX • ni

3.98 Una viga de 5 in de longitud se somete a cierta diversidad de car- 
gas. a) Reemplace cada tipo de carga con un sistema equivalente fuerza-par 
en el extremo B de la viga, h ) ¿Cuáles de las cargas mostradas son equivalen
tes?

100 N 600 N

2kN-m  w
a)

c

3.S kN-m '
e)

i  200 \

m

- A -

200 N c)

2 k\-

1 200 N

)  c
1.6 IcN-ni 1.6 kN

500 N 400 N

' m r - " * . m s m z . )
8.6 kN-m

0.3 kN • 111

c
0.65 kN-m :

0.6 kN- m

800 N

b)

ígffi:- , m m -- -

m

ni

A
d)

l
\¿- ■

! 400 N f)

250 N

É £ : _

h)

)
200 N 

200 N

)

I 100 N

rso n

)

3.99 Una viga de 5 m de longitud se carga de la forma indicada en la 
figura. Determine qué carga del problema 3.98 es equivalente a esta carga.

3.100 Para la viga y las cargas que se muestran en la figura, determine 
la fuerza única equivalente y la distancia desde el extremo A hasta su línea 
de acción. Considere a) F„ = 200 N j ,  MH = 100 N • m, b) Ffi = 100 N f. 
Mb = -600 N • m, c) F„ = 1(K) N Aí„ = -200  N • m.

•too \

200 X-m
Figura P3.100



3.101 Cinco sistemas fuerza-par diferentes actúan en las esquinas del Problemas 1 3 7

bloque de metal moldeado de la forma que muestra la figura. Determine 
cuál de estos sistemas es equivalente a la fuerza F = (2 lb)j y id par de mo
mento M = (48 lb • in.)i + (32 lb • in.)k ubicado en el punto A.

2 lb

Figura P3.101

Figura P3.102

3.102 L masas de dos niños sentados on los extremos A y B de un 
balancín son de 38 y 29 kg, respectivamente. Determine dónde debe sentar
se un tercer niño si la resultante de las fuerzas de los pesos de los tres niños 
debe pasar por C, y si la masa de la niña es de a) 27 kg, b) 24 kg.

3.103 La figura muestra a tres excursionistas cruzando un puente. Si 
sus pesos en los puntos C, D y E son de 200, 175 y 135 lb, respectivamen
te, determine a) la distancia horizontal desde A hasta la línea de acción de 
la resultante de los tres pesos si a = 3.3 ft, b) el valor de a cuando las cargas 
sobre los soportes del puente en A y B son iguales.

3.104 Al conducir un camión sobre una báscula, se determinó que las 
cargas sobre los ejes delantero y trasero eran de 18 y 12 kN, respectivamen
te, cuando el camión se encontraba vacío. Determine el peso y la ubicación 
de la carga más pesada que puede transportar el camión si la carga sobre ca
da eje no debe sobrepasar de 40 kN.

3.105 El arreglo ABCD se utiliza para aplicar fuerzas a modelos fo- 
toelásticos de componentes mecánicos. Para el modelo y las fuerzas que se 
muestran en la figura, considere que a = 50° y determine a) la resultante de 
las fuerzas aplicadas, b) el punto donde la línea de acción de la resultante in
terseca una línea que pasa por los puntos F  y G.

3.106 El arreglo ABCD se utiliza para aplicar fuerzas a modelos foto- 
elásticos de componentes mecánicos. Para el modelo y las fuerzas que se mues
tran en la figura, a) determine el valor de a  para que la línea de acción de la 
resultante de las fuerzas aplicadas pase a través del modelo, 100 mm a la 
derecha de la fuerza de 40 N; b ) encuentre la resultante de las fuerzas apli
cadas.

Figura P3.103

! 2 kN ISkK

Figura P3.104



138 Cuerpos rígidos: sistemas equivalentes 3.107 Cuando el par M se aplica al eslabón de un mecanismo, las fuer
zas resultantes ejercidas sobre el eslabón por una guía y las conexiones son co
mo se muestran en la figura. Determine a) los valores de M y a  de manera que 
las fuerzas y el par aplicados puedan reducirse a una sola fuerza equivalente 
cuya línea de acción pase por los puntos B v D, b) la fuerza equivalente.

3.108 Las tres fuerzas y el par que se muestran en la figura se aplican 
a una ménsula angular, a) Encuentre la resultante de este sistema de fuerzas.
b) Localice los puntos donde la línea de acción de la resultante interseca las 
líneas AB y BC.

Figura P3.108

3.109 En una pieza delgada de aluminio se perforan simultáneamente 
cuatro orificios, las perforaciones ejercen sobre la hoja las fuerzas que se 
muestran en la figura. Si las fuerzas son perpendiculares a las superficies de 
la pieza, determine a) la resultante de las fuerzas aplicadas cuando a  = 45° 
y el punto de intersección de la línea de acción de dicha resultante con la 
línea que pasa por los puntos A y B; b) el valor de a  si la línea de acción de 
la resultante debe pasar por el doblez EF.

x

120 N 160 N 

Figura P3.111

Figura P3.109 y P3.110

3.110 En una pieza delgada de aluminio se perforan simultáneamente 
cuatro orificios, las perforaciones ejercen sobre la hoja las fuerzas que se 
muestran en la figura. Si las fuerzas son perpendiculares a las superficies de 
la pieza, determine a) el valor de a  si la resultante de las fuerzas aplicadas 
es paralela a la fuerza de 2.1 kips, b) la correspondiente resultante de las 
fuerzas aplicadas y el punto de intersección de su línea de acción con la línea 
que une a los puntos A y B.

3.111 Las poleas A y B se montan sobre el soporte CDEF. La tensión 
en cada lado de las dos bandas es la que se muestra en la figura. Reemplace 
las cuatro fuerzas con una sola fuerza equivalente y determine dónde se in
terseca su línea de acción con el borde inferior del soporte.

Figura P3.107



3.112 Tres fuerzas y un par actúan sobre la manivela ABC. Para P = 25 
N y a  = 40°, a) determine la resultante del sistema de fuerzas dado, fc) lo
calice el punto de intersección de la línea de acción de la resultante y la línea 
que une a los puntos B y C, c) localice el punto de intersección de la lí
nea de acción de la resultante y la línea que pasa por los puntos A y B.

Problemas 139

- 150 mm
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Figura P3.112 y P3.113

3.113 Tres fuerzas y un par actúan sobre la manivela ABC. Determine 
el valor de d  si el sistema de fuerzas dado debe ser equivalente a cero en 
a ) el punto B, b) el punto D.

3.114 Cuando el seguidor AB rueda a lo largo de la superficie del ele
mento C, ejerce una fuerza F constante y perpendicular a la superficie. 
a) Reemplace F  con un sistema equivalente fuerza-par en el punto D. b) Para 
fc = 1 ft y h = 2 ft, determine el valor de x para el cual el momento del sis
tema equivalente fuerza-par en D es máximo.

3.115 Un componente de máquina se somete a las fuerzas mostradas 
en la figura, cada una de las cuales es paralela a uno de los ejes coordena
dos. Reemplace estas fuerzas con un sistema equivalente fuerza-par en A.

3.116 Mientras se lija un bloque de madera, éste ejerce sobre el disco 
del esmeril una fuerza F  con magnitud de 1.8 lb. Si las fuerzas de la banda 
ejercidas sobre la polea de 5 in. de diámetro pertenecen a un plano paralelo 
a yz, reemplace F y las fuerzas de las bandas con un sistema equivalente 
fuerza-par en O.

Figura P3.114

Figura P3.115

Figura P3.116



140 Cuerpos rígidos: sistemas equivalentes 3.117 El propietario de un automóvil usa la llave ABC para aflojar el
perno ubicado en C. La longitud del mango AB es de 372 mm, y el auto
movilista aplica las fuerzas A y B sobre la llave. Si estas fuerzas son equiva
lentes a un sistema fuerza-par en O que consta de la fuerza R = —(10 N)¡ + 
(6 N)k y el par M0 = (60 N • m)í + (0.05 N • m)j — (10 N • m)k, determine 
las fuerzas aplicadas en A y B cuando Ax = 2 N.

60

Figura P3.117

3.118 Al usar un sacapuntas manual, un estudiante ejerce sobre el 
mecanismo las fuerzas y el par que se muestran en la figura, a) Determine 
las fuerzas ejercidas en B y en C si las fuerzas y el par son equivalentes a un 
sistema fuerza-par en A que consta de la fuerza R = (3.9 lb)i + /{,j — (1.1 
lb)k y el par M" = Mv¡ + (1.5 lb • ft)j -  (1.1 lb • ft)k. h) Encuentre los va
lores correspondientes de R,. y Mx.

Figura P3.118



3.119 Un tramo de chimenea de un horno está unido al techo en el 
punto A. Mientras mantiene el extremo libre de la chimenea en F, un tra
bajador empuja en E y jala en F para alinear el extremo £ con el horno. Si 
la fuerza de 50 N aplicada en F yace en un plano paralelo al plano yz, de
termine a) el ángulo a  que forma la fuerza en F con la horizontal si el ducto 
AB no debe tender a rotar respecto a la vertical; determine b) el sistema 
fuerza-par on B equivalente al sistema de fuerzas dado cuando se satisface 
esta condición.

3.120 Un tramo de una chimenea para homo está unido al techo en 
el punto A. Mientras mantiene el extremo libre de la chimenea en F, un tra
bajador empuja en E y jala en F para alinear el extremo E con el homo. Si 
la fuerza de 50 X aplicada en F yace en un plano paralelo al plano yz, y 
a  - 60°, a) reemplace el sistema de fuerzas dado con un sistema equivalente 
fuerza-par en C, b) determine si el ducto CD tenderá a rotar a favor o en 
contra del sentido de las manecillas del reloj con relación al codo C, visto 
desde D.

3.121 Un puntal ajustable BC es utilizado para colocar una pared en 
posición vertical, se ejerce un sistema fuerza-par sobre la pared. Reemplace 
este sistema fuerza-par con un sistema fuerza-par equivalente en A, de ma
nera que R = 21.2 lb y M = 13.25 lb • ft.



142 Cuerpos rígidos: sistemas equivalentes
de fuerza

3.122 Mientras se repara y nivela, el frente de un pórtico caído se 
sostiene mediante un gato de tomillo. Conforme el gato se expande ejerce 
sobre el pórtico el sistema fuerza-par mostrado, donde R = 60 lb y M = 22.5 
lb • ft. Reemplace este sistema fuerza-par con un sistema equivalente fuerza- 
par en C.

3.123 Una base de concreto que tiene la forma de un hexágono regu- 
x lar con lados de 3 m soporta cuatro cargas sobre sus columnas, como indica

la figura. Determine la magnitud y el punto de aplicación de la resultante de 
las cuatro cargas.

3.124 Una base de concreto que tiene la forma de un hexágono regu
lar con lados de 3 m soporta cuatro cargas sobre sus columnas, como se mues
tra en la figura. Determine la magnitud de las cargas adicionales que deben 
aplicarse en B y F si la resultante de las seis cargas debe pasar por el centro 
de la base.

3.125 I ¿ls fuerzas mostradas en la figura son la resultante de las car
gas verticales hacia abajo ejercidas sobre las secciones del techo plano de una 
construcción, y se deben a la nieve acumulada. Determine la magnitud v el 
punto de aplicación de la resultante de estas cuatro cargas.

3.126 Î as fuerzas mostradas en la figura son la resultante de las cargas 
verticales hacia abajo ejercidas sobre las secciones del techo plano de una cons
trucción, y se deben a la nieve acumulada. Si la nieve representada por la fuer
za de 116 kips se remueve de manera que actúe en el punto E, determine a y b 
si el punto de aplicación de la resultante de las cuatro cargas está entonces en B.

Figura P3.122

z
FiguraP3.123yP3.124



*3.127 Un grupo de estudiantes carga la plataforma de un tráiler de
2 X 4 rn con dos cajas de 0.6 X 0.6 X 0.6 m y con una caja de 0.6 X 0.6 X 
1.2 in. Las cajas se colocan en la parte posterior del tráiler de manera que 
queden alineadas con la parte trasera y los costados de éste. Determine la 
carga mínima que los estudiantes deben colocar en una caja adicional de 0.6 
X 0.6 X 1.2m y el sitio donde deben asegurarla en el tráiler si ninguna parte 
de las cajas debe rebasar los costados. Además, suponga que cada caja está 
cargada uniformemente y que la línea de acción de la resultante del peso de 
las cuatro cajas pasa por el punto de intersección de las líneas centrales y el 
eje del tráiler. (Sugerencia: Tome en cuenta que las cajas pueden colocarse 
en los extremos o los costados.)

200 N

Figura P3.127

*3.128 Resuelva el problema 3.127 si los estudiantes desean colocar 
todo el peso posible en una cuarta caja y que al menos uno de los lados de 
ésta coincida con un costado del tráiler.

*3.129 Una pieza de metal laminado sometida a tres fuerzas se dobla 
en la forma que muestra la figura. Reemplace las tres fuerzas con una llave 
de torsión equivalente, y determine a) la magnitud v la dirección de la re
sultante R, b) el paso de la llave de torsión y c) el punto donde el eje de la 
llave interseca al plano yz.

*3.130 Un bloque de madera está sometido a tres fuerzas de igual 
magnitud P en las direcciones que muestra la figura. Reemplace las tres 
fuerzas con una llave de torsión equivalente, y determine a) la magnitud y la 
dirección de la fuerza residíante R, h) el paso de la llave de torsión y c) el 
punto donde el eje de la llave interseca al plano xy. Figura
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*3.131 Las fuerzas y los pares mostrados se aplican sobre dos torni
llos para sujetar una placa de metal a un bloque de madera. Reduzca las 
fuerzas y los pares a una llave de torsión equivalente, y determine a) la fuerza 
resultante R, b) el paso de la llave de torsión y c ) el punto donde el eje de 
la llave interseca al plano xz.

Figura P3.132

*3.132 En un proceso de manufactura automatizado, se perforan tres 
orificios simultáneamente en un bloque de aluminio, como indica la figura. Ca
da broca ejerce una fuerza de 50 N v un par de 0.100 N • m sobre el bloque. 
Si la broca A gira en sentido contrario al de las manecillas del reloj y las brocas 
B y C lo hacen en el mismo sentido (según se observa para cada broca), reduz
ca l<is fuerzas y los pares ejercidos por las brocas sobre el bloque a una llave de 
torsión equivalente, y determine a) la fuerza resultante R, b) el paso de la lla
ve de torsión, c) el punto donde la llave de torsión interseca al plano xz.

*3.133 Dos pernos A y B se aprietan aplicando las fuerzas y el par mos
trados en la figura. Reemplace las dos llaves de torsión por una sola llave de 
torsión equivalente, y determine a) la resultante R, b) el paso de la llave de tor
sión equivalente y c) el punto donde el eje de esta llave interseca al plano yz.

*3.134 Dos pomos A y B se aprietan aplicando las fuerzas y el par 
mostrados en la figura. Reemplace las dos llaves de torsión por una sola llave 
de torsión equivalente, v determine o) la resultante R, b) el paso de la lla
ve de torsión equivalente ye) el punto donde el eje de esta llave interseca al 
plano xz.

Figura P3.133 1 ,  ^

6601b-in. 60 in.

Figura P3.131

Figura P3.134



*3.135 Un asta bandera se sostiene mediante'tres cables. Si la tensión Problemas -,45
en los cables tiene la misma magnitud P, reemplace las fuerzas ejercidas so
bre el asta por una llave de torsión equivalente y determine a) la fuerza re
sultante R, b ) el paso de la llave de torsión y c) el punto donde el eje de la 
llave do torsión interseca al plano xz.

*3.136 y *3.137 Determine si el sistema fuerza-par mostrado en la 
figura puede reducirse a una sola fuer/a equivalente R. Si esto es posible, 
determine R y el punto donde la línea de acción de R interseca al plano yz. 
Si la reducción no puede lograrse, reemplace el sistema dado por una llave 
de torsión equivalente y determine su resultante, su paso y el punto donde 
su eje interseca al plano yz.

Figura P3.136
x

Figura P3.137

*3.138 Reemplace la llave de torsión mostrada en la figura con un sis
tema equivalente que conste de dos fuerzas perpendiculares al eje z aplicadas, 
respectivamente, en A y en B.

*3.139 Demuestre que, en general, una llave de torsión puede ser 
reemplazada por dos fuerzas seleccionadas de tal forma que tina pase a través 
de un punto determinado mientras la otra está contenida en un plano dado.

*3.140 Demuestre que una llave de torsión puede reemplazarse con 
dos fuerzas perpendiculares, una de las cuales está aplicada en un punto de
terminado.

*3.141 Demuestre que una llave de torsión puede reemplazarse con 
dos fuerzas, una de las cuales tiene una línea de acción predefinida.

Figura P3.138



R E P A S O  Y R E S U M E N  
D E L  C A P Í T U L O  3

Principio de transmisibilidad En este capítulo se estudió el efecto de fuerzas ejercidas sobre un 
cuerpo rígido. Primero se aprendió a distinguir entre fuerzas exter
nas e internas [sección 3.2] y se vio que, de acuerdo con el princi
pio de transmisibilidad, el efecto de una fuerza externa sobre un 
cuerpo rígido permanece inalterado si la fuerza se mueve a lo largo 
de su línea de acción [sección 3.3], En otras palabras, dos fuerzas F  
y F ' ,  que actúan sobre un cuerpo rígido en dos puntos distintos 
tienen el mismo efecto sobre dicho cuerpo si tienen la misma mag
nitud, la misma dirección y la misma línea de acción (figura 3.48). 
Se dice que dos fuerzas como éstas son equivalentes.

Figura 3.48

Producto vectorial de dos vectores

V = P X Q

Figura 3.49

Figura 3.50

Antes de proceder con el estudio de sistemas equivalentes de. 
fuerzas, se presentó el concepto del producto vectorial de dos vec
tores [sección 3.4]. El producto vectorial

V =  P X Q

de dos vectores P y Q se definió como el vector perpendicular al pla
no que contiene a P y a Q (figura 3.49), cuya magnitud es igual a

V = PQ sen 6 (3.1)

y que está dirigido de manera que una persona ubicada en la parte 
terminal de V verá la rotación a través de un ángulo 0 que hace al 
vector P colineal con el vector Q como contraria al movimiento 
de las manecillas del reloj. Se dice que los tres vectores P. Q y V 
—considerados en ese orden— forman una tríada de mano derecha. 
Se concluye que los productos vectoriales Q X P y P  x Q están re
presentados por vectores iguales y opuestos. Así, se tiene que

Q x P = - ( P x Q ) (3.4)

Además, a partir de la definición del producto vectorial de dos vec
tores, también se concluye que los productos vectoriales de los vecto
res unitarios i, j  y k están dados por

i X i = 0 i x  j  =  k  j  x  i = - k

y así sucesivamente. El signo del producto vectorial de dos vectores 
unitarios puede obtenerse ordenando las tres letras que representan 
los vectores unitarios en un círculo, en un sentido contrario al movi
miento de las manecillas del reloj (figura 3.50): el producto vectorial 
de dos vectores unitarios será positivo si éstos se siguen uno al otro 
en un orden contrario a las manecillas del reloj y será negativo si és
tos se siguen uno al otro en el sentido de las manecillas del reloj.
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Las componentes rectangulares del producto vectorial V de dos 
vectores P y Q fueron expresadas como sigue [sección 3.5]:

V, = P,,QZ ~  PzQy 
y  y = PzQx -  PxQz 
Vz = PxQy ~ PyQx

Con el uso de un determinante también se escribió

(3.9)

V =
k
Pz

Qx Qy Qz

(3.10)

El momento de una fuerza  F  con respecto a un punto O se 
definió [sección 3.6] como el producto vectorial

M0  = r  x F (3.11)

donde r  es el vector de posición  trazado desde O hasta el punto de 
aplicación A de la fuerza F  (figura 3.51). Si se representa con 6 el 
ángulo entre las líneas de acción de r  y F, se encontró que la mag
nitud del momento de F  con respecto a O podía expresarse como

M0  = rF  sen 6 — Fd (3.12)

donde d  representa la distancia perpendicular desde O hasta la 
línea de acción de F.

Las componentes rectangulares del momento M0 de una fuerza  
F  se expresaron [sección 3.8] como

Mx =  i/Fz -  zFy 
My = zFx -  xFz 
M, =  xFtJ -  yFx

(3.18)

donde x , y y  z son las componentes del vector de posición r  (figura 
3.52). Usando una forma de determinante, se escribió también

M „ =
J
y

k
z
F,

(3.19)

En el caso más general del momento de una fuerza F  aplicada en 
A con respecto a un punto arbitrario B, se obtuvo que

(3.21)

donde xA/B, yA/B y zA/B son las componentes del vector rA/B:

XA/B =  XA ~  XB yA/ B ~  A ~  lj B  %A/B ~  %A ~  ZB

i j k
MB = XA/B yA/ B Za/8

Fx Fy Fz
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Componentes rectangulares del producto 
vectorial

Momento de una fuerza con respecto 
a un punto

Figura 3.51

Componentes rectangulares del momento

Figura 3.52
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mensiones, se puede suponer que la fuerza F  se encuentra en el 
plano xy. Su momento M# con respecto a un punto B que se en
cuentra en ese mismo plano es perpendicular al plano en cuestión 
(figura 3.53) y está completamente definido por el escalar

Mb = (xA -  xB)Fy -  (yA -  yB)Fx (3.23)

Producto escalar de dos vectores

Figura 3.54

Proyección de un vector sobre un eje

Producto triple escalar de tres vectores

En los problemas resueltos 3.1 al 3.4 se mostraron varios métodos 
para el cálculo del momento de una fuerza con respecto a un punto.

El producto escalar de dos vectores P y Q [sección 3.9] se de
notó por P • Q y se definió como la cantidad escalar

P • Q = PQ cos 6 (3.24)

donde 6 es el ángulo entre P y Q (figura 3.54). Se expresó el pro
ducto escalar de P y Q en términos de las componentes escalares 
de los dos vectores, se determinó que

P • Q = PxQx + PyQy + PzQz (3.30)

La proyección de un vector P sobre un eje OL (figura 3.55) se puede 
obtener formando el producto escalar de P y el vector unitario X 
a lo largo de OL. Así, se tiene que

P o l  =  P X  (3.36)

o, con las componentes rectangulares,

Pol =  Px tos 6X +  PtJ cos 0tJ +  Pz cos 6Z (3.37)

donde 6X, 8y y 6Z representan los ángulos que forma el eje OL con 
los ejes coordenados.

El producto triple escalar de los tres vectores S, P y Q se definió 
como la expresión escalar

S - ( P X Q ) (3.38)

que se obtuvo formando el producto escalar de S con el producto 
vectorial de P y Q [sección 3.10}. Se mostró que



<?* Qy Q>
donde los elementos del determinante son las componentes rec
tangulares de los tres vectores.

El momento de una fuerza  F  con respecto a un eje OL [sec
ción 3.11] se definió como la proyección OC sobre OL del mo
mento M0 de la fuerza F  (figura 3.56), esto es, se definió como el 
producto triple escalar del vector unitario A., el vector de posición 
r y la fuerza F:

Mol = X • Mo = X • (r x F) (3.42)

Con el uso de la forma de determinante para el producto triple es
calar, se tiene

M ol =

donde \x, k y, k z = cosenos directores del eje OL 
x , y , z  =  componentes de r 

Fx, Fy, Fz =¡ componentes de F

En el problema resuelto 3.5 se presentó un ejemplo de la determi
nación del momento de una fuerza con respecto a un eje inclinado.

Se dice que dos fuerzas  F  y — F  que tienen la misma magnitud, 
líneas de acción paralelas y sentidos opuestos forman un par  [sección 
3.12]. Se demostró que el momento de un par es independiente del 
punto con respecto al cual se calcula dicho momento; el momento 
de un par es un vector M perpendicular al plano del par e igual en 
magnitud al producto de la magnitud común de las fuerzas F y la dis
tancia perpendicular d  entre sus líneas de acción (figura 3.57).

Dos pares que tienen el mismo momento M son equivalentes, 
esto es, dichos pares tienen el mismo efecto sobre un cuerpo rígido 
dado [sección 3.13]. La suma de dos pares también es un par [sec
ción 3.14] y el momento M del par resultante se puede obtener su
mando vectorialmente los momentos Mx y M2 de los pares origina
les [problema resuelto 3.6]. Por tanto, se concluye que un par pue
de ser representado por un vector, conocido como el vector de par, 
igual en magnitud y dirección al momento M del par [sección 3.15], 
Un vector de par es un vector libre que, si así se desea, se puede fi
jar al origen O y se puede separar en componentes (figura 3.58).
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Figura 3.56

Pares

Momento de una fuerza con respecto 
a su eje

y

Figura 3.57

t
M t

P.O*”!'
M. Mv

b) c) d)
Figura 3.58
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Figura 3.59

Sistema fuerza-par

Reducción de un sistema de fuerzas a 
un sistema de fuerza-par

Cualquier fuerza F  que actúa en un punto A de un cuerpo rígi
do puede reemplazarse por un sistema fuerza-par  en un punto arbi
trario O el cual consta de la fuerza F  aplicada en O y un par de mo
mento M0 , igual al momento de la fuerza F  en su posición original 
con respecto a O [sección 3.16]; se debe señalar que la fuerza F  y el 
vector de par M0  siempre son perpendiculares entre sí (figura 3.59).

Se concluye que [sección 3.17] cualquier sistema de fuerzas pue
de ser reducido a un sistema fuerza-par en un punto dado O, reem
plazando primero cada una de las fuerzas del sistema por un sistema 
equivalente fuerza-par en O (figura 3.60) para después sumar todas 
las fuerzas y todos los pares determinados de esta forma con el fin 
de obtener a la fuerza resultante R  y al vector de par resultante Mo 
[problemas resueltos 3.8 al 3.11]. Obsérvese que, en general, la re
sultante R y el vector de par Mq no serán perpendiculares entre sí.

a)

Figura 3.60
b) c)

Sistemas equivalentes de fuerzas

Reducción adicional de un sistema de
fuerzas

Con base en lo anterior, se concluyó [sección 3.18] que, en lo 
que respecta a los cuerpos rígidos, dos sistemas de fuerzas F j,  F 2, 
F3, . . . y F [, F¿, F.3, . . . , son equivalentes si, y sólo si,

2 F  = 2 F ' y 2M 0  = 2M  ’Q (3.57)

Si la fuerza resultante R y el vector de par resultante M$ son 
perpendiculares entre sí, el sistema fuerza-par en O puede redu
cirse aún más a una sola fuerza resultante [sección 3.20], Éste es 
el caso para sistemas que están constituidos por: a) fuerzas concu
rrentes (como los sistemas considerados en el capítulo 2), b ) fuer
zas coplanares [problemas resueltos 3.8 y 3.9] o c) fuerzas parale
las [problema resuelto 3.11]. Si la resultante R  y el vector de par 
Mo no son perpendiculares entre sí, el sistema no puede ser redu
cido a una sola fuerza. Éste, sin embargo, puede ser reducido a un 
tipo especial de sistema fuerza-par que recibe el nombre de llave 
de torsión, el cual consta de la resultante R  y un vector de par Mj 
dirigido a lo largo de R [sección 3.21 y problema resuelto 3.12].



Problemas de repaso

3.142 Se requiere una fuerza vertical de 800 N para remover, de la tabla 
mostrada, el clavo que está en C. Un instante antes de que el clavo comience a 
salir, determine a) el momento respecto a R de la fuerza ejercida sobre el clavo,
b) la magnitud de la fuerza P que genera el mismo momento respecto a B si 
a  = 10° y c) la fuerza P mínima que genera el mismo momento respecto a B.

3.143 Un mecánico automotriz usa el tramo de tubo AB como palanca 
para tensar la banda de la polea de un alternador. Cuando el mecánico pre
siona hacia abajo en el punto A, se genera una fuerza de 580 N sobre el al
ternador en B. Determine el momento de la fuerza respecto al perno C si 
su línea de acción pasa por O.

144 mm

mm

mm

78 mm Figura P3.143

3.144 La rampa ABCD se sostiene mediante cables colocados en las 
esquinas C y D. Si la tensión que se ejerce en cada uno de los cables es de 
360 Ib, determine el momento respecto a A de la fuerza ejercida por a) el 
cable en D, b) el cable en C.

3.145 Determine los ángulos formados por los alambres AC y AD de 
la red de voleibol que se muestra en la figura.

100 mm 
Figura P3.142

Figura P3.144

Figura P3.145

3.146 Para levantar una caja pesada, un hombre usa un bloque y un 
polipasto sujetándolos a la parte inferior de la viga I mediante el gancho colo
cado en B. Si los momentos, respecto a los ejes y y z, de la fuerza ejercida Figura P3.146 
en B por el tramo AB de la cuerda son, respectivamente, de 100 Ib • ft v de 
-400 Ib • ft, determine la distancia a.
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Figura P3.147

Figura P3.149

3.147 La placa triangular ABC está sostenida por apoyos de cuenca y 
bola (rótula) colocados en B y D, y se mantiene en la posición mostrada me
diante los cables AE y CF. Si la fuerza ejercida por el cable CF en C es de 
132 lb, determine el momento de esa fuerza respecto a la línea que une los 
puntos U y B.

3.148 La tensión presente en el cable que está unido al extremo C de un 
aguilón ajustable ABC es de 1 000 Ni. Reemplace la fuerza ejercida por el ca
ble en C con un sistema equivalente fuerza-par en a) el punto A, fc) el punto B.

Figura P3.148

3.149 Un dirigible se amarra mediante un cable sujeto a la cabina en 
el punto B. Si la tensión en el cable es de 250 lb, reemplace la fuerza ejer
cida por el cable en B con un sistema equivalente formado por dos fuerzas 
paralelas aplicadas en A y C.

3.150 Para mantener cerrada una puerta, se usa una tabla de madera 
colocada entre el piso y la perilla de la puerta. La fuerza que la tabla ejerce 
en B es de 45 Ib y está dirigida a lo largo de la línea AB. Reemplace esta 
fuerza con un sistema equivalente fuerza-par en C.

3.151 El engrane C está unido rígidamente al brazo AB. Si las fuerzas 
y los pares mostrados se pueden reducir a una sola fuerza equivalente en A, 
determine dicha fuerza y la magnitud del par M.

3.152 Un buje de plástico se inserta en un cilindro de metal de 3 in. de 
diámetro como indica la figura, la herramienta de inserción ejerce fuerzas so
bre la superficie del cilindro. (Jada fuerza es paralela a uno de los ejes coorde
nados. Reemplace estas fuerzas con un sistema equivalente fuerza-par en C.

y
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Figura P3.151 Figura P3.152



3.153 Tres niños se encuentran parados en una balsa de 15 X 15 ft. Problemas de computadora "|53
Los pesos de los niños situados, respectivamente, en A, B y C son de 85, 60 
y 90 lb. Si una cuarta niña con peso de 95 lb se sube a la balsa, determine 
dónde debe estar parada si los otros niños permanecen en la posición que se 
muestra y si la línea de acción de la resultante del peso de los cuatro niños 
debe pasar por el centro de la balsa.

Figura P3.153
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3.C1 La barra AB es mantenida en posición mediante el cordón AC 
cuya tensión es T. Utilice un programa de cómputo para determinar el mo
mento, respecto a B, de la fuerza ejercida por el cordón en el punto A en 
términos de la tensión T y la distancia c. Grafique el momento respecto a B 
para 320 mm 960 mm si a) T = 50 N, h) T = 75 N, c) T = 100 N.

Figura P3.C1

3.C2 Un tubo de 400 mm de longitud se puede deslizar libremente a 
lo largo de una barra horizontal. Los extremos Ay B del tubo están conec
tados por cordones elásticos fijados al punto C. a) Determine el ángulo ti en
tre los dos cordones AC y BC como una función de x. b) Grafique el ángulo 
ti entre los cordones AC v BC como una función de x para -400 rrun < x <
400 mm. Figura P3.C2
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Figura P3.C4

3.C3 Utilice un programa de cómputo para determinar la distancia 
perpendicular que hay entre la línea de acción de una fuerza F y la línea OL. 
Ejecute dicho programa para resolver a) el problema 3.62, b) el problema 
3.63, c) el problema 3.65.

Figura P3.C5

3.C4 Un amigo le pido ayuda para diseñar recipientes donde cultivar 
flores. Los recipientes deben tener 4, 5, 6 u 8 lados, los cuales pueden estar 
proyectados hacia fuera 10, 20 o 30°. Utilice un programa de cómputo para 
determinar el ángulo a  del bisel en cada uno de los doce diseños propuestos. 
(Sugerencia: El ángulo a  del bisel es igual a la mitad del ángulo formado por 
las normales que se dirigen hacia dentro de dos lados adyacentes.)

3.C5 Una grúa está orientada de manera que el extremo del aguilón 
OA de 50 ft pertenece al plano yz como se muestra en la figura. Si la ten
sión en el cable AB es de 875 lb, determine el momento respecto a cada eje 
coordenado de la fuerza ejercida sobre A por el cable AB como una función 
de x. Grafique cada momento como una función de x para —15 ft s  x ^  15 
ft.

3.C6 Una paciente que realiza terapia física descansa sobre su lado 
derecho y sostiene una mancuerna de 1.5 kg en su mano izquierda, la cual 
levanta lentamente a lo largo de una trayectoria circular. Si el centro de la 
trayectoria está en B y ésta pertenece al plano xy, grafique las componentes 
escalares del momento del peso de la mancuerna, respecto a C, como una 
función de 0 para —70° 40°.

3.C7 El reductor de velocidad de ángulo recto horizontal que se mues
tra en la figura pesa 40 lb, y su centro de gravedad está ubicado sobre el eje 
(/. Si Mi — An y M2 — An3, determine la fuerza única que es equivalente 
al peso de la unidad y los dos pares que actúan sobre ella, asimismo deter
mine el punto de coordenadas (x, 0, c) donde la línea de acción de la fuerza 
única interseca al piso. Grafique x y  z como funciones de n para 2 s  n <  6 
cuando a) A = 0.75 lb • ft, b) A = 1.5 lb • ft, c) A = 2 lb • ft.

Figura P3.C6 Figura P3.C7



3.C8 Una viga AB está sometida a varias fuerzas verticales, como se 
muestra en la figura. Con el uso de software determine la magnitud de la re
sultante de las fuerzas y la distancia xc  al punto C, el punto donde la línea 
de acción de la resultante interseca a AB. Use este software para resolver el 
problema 3.103o.

Problemas de computadora 155

3.C9 Con el uso de software, determine la magnitud y el punto de 
aplicación de la resultante de las fuerzas verticales Pi, P2, . . . , P„, las cuales 
actúan en los puntos Al; A2, . . . , A„ que se encuentran en el plano xz. Use 
este sofware para resolver: a) el problema 3.123 y b) el problema 3.125.

3.C10 Usando software, determine si un sistema de fuerzas y pares 
puede ser reducido a una sola fuerza equivalente R, y, si es posible, deter
mine R y el punto donde la línea de acción de R interseca al plano yz. Use 
este software para resolver: a) el problema 3.136 y b) el problema 3.137.

Figura P3.C10
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En el capítido anterior se vio que las fuerzas externas que actúan so
bre un cuerpo rígido pueden reducirse a un sistema fuerza-par en un 
punto arbitrario O. Cuando la fuerza y el par son iguales a cero, las 
fuerzas externas forman un sistema equivalente a cero y se dice que el 
cuerpo rígido se encuentra en equilibrio.

Por tanto, las condiciones necesarias y suficientes para el equili
brio de un cuerpo rígido se pueden obtener igualando a cero a R y a 
Mq en las relaciones (3.52) de la sección 3.17:

4.1. INTRODUCCIÓN

2 F  = 00 2 M 0 = 2(r X F) = (4.1)

Si se descompone cada fuerza y cada momento en sus compo
nentes rectangulares, se pueden expresar las condiciones necesarias 
y suficientes para el equilibrio de un cuerpo rígido por medio de las 
seis ecuaciones escalares que se presentan a continuación:

(4.2)
(4.3)

Las ecuaciones obtenidas se pueden emplear para determinar fuer
zas desconocidas que están aplicadas sobre el cuerpo rígido o reaccio
nes desconocidas ejercidas sobre éste por sus puntos de apoyo. Se ob
serva que las ecuaciones (4.2) expresan el hecho de que las componen
tes de las fuerzas extemas en las direcciones x, y y z están balanceadas; 
las ecuaciones (4.3) expresan a su vez que los momentos de las fuer
zas externas con respecto a los ejes x ,y  y z también están balanceados. 
Por tanto, para un cuerpo rígido en equilibrio el sistema de fuerzas ex
temas no le impartirá un movimiento traslacional o rotacional al cuer
po en consideración.

Para poder escribir las ecuaciones de equilibrio para un cuerpo 
rígido, es esencial identificar primero todas las fuerzas que actúan so
bre dicho cuerpo y, entonces, dibujar el diagrama de cuerpo libre co
rrespondiente. En este capítulo se considerará primero el equilibrio 
de estructuras bidimensionales sujetas a fuerzas contenidas en sus pla
nos y se aprenderá cómo dibujar sus diagramas de cuerpo libre. Ade
más de las fuerzas aplicadas sobre una estructura, se considerarán las 
reacciones ejercidas sobre esta última por sus puntos de apoyo. Se aso
ciará un tipo específico de reacción con cada tipo de apoyo. Se apren
derá cómo determinar si una estructura está apoyada apropiadamen
te, de forma que se pueda saber de antemano si las ecuaciones de 
equilibrio podrán resolverse para determinar las fuerzas y reacciones 
desconocidas.

En la última parte del capítulo se considerará el equilibrio de es
tructuras tridimensionales y se realizará el mismo tipo de análisis para 
estas estructuras y para sus puntos de apoyo.
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4.2. DIAGRAMA DE CUERPO UBRE 4.2. Diagrama de cuerpo libre 159

Al resolver un problema relacionado con el equilibrio de un cuerpo 
rígido es esencial que se consideren todas las fuerzas que actúan sobre 
éste; además, es importante excluir cualquier fuerza que no esté dada 
directamente sobre dicho cuerpo. Omitir o agregar una fuerza extraña 
podría destruir las condiciones de equilibrio. Por tanto, el primer paso 
en la solución del problema es esquematizar un diagrama de cuerpo li
bre  del cuerpo rígido en consideración. Los diagramas de cuerpo libre 
ya fueron utilizados en muchas ocasiones en el capítulo 2. Sin embar
go, en vista de su importancia para la solución de problemas de equili
brio, aquí se resumen los diferentes pasos que se deben seguir al mo
mento de dibujar un diagrama de cuerpo libre.

1. Se debe tomar una decisión acertada en relación con la selec
ción del cuerpo libre que será utilizado. Después se debe se
parar al cuerpo del suelo y de todos los demás cuerpos. Así, se 
realiza un croquis del contorno del cuerpo ya aislado.

2. Todas las fuerzas externas deben indicarse en el diagrama 
de cuerpo libre. Estas fuerzas representan las acciones ejer
cidas sobre el cuerpo libre p or  el suelo y por  los cuerpos que 
han sido separados del mismo; estas fuerzas deben aplicarse 
en los diversos puntos sobre los que el cuerpo libre estaba 
apoyado en el suelo o estaba conectado a otros cuerpos. Tam
bién se debe incluir entre las fuerzas externas el peso del cuer
po libre, puesto que representa la atracción ejercida por la 
Tierra sobre las distintas partículas que lo constituyen. Como 
se verá en el capítulo 5, el peso debe aplicarse en el centro 
de gravedad del cuerpo. Cuando el cuerpo libre está consti
tuido por varias partes, las fuerzas que dichas partes ejercen 
entre sí no deben incluirse entre las fuerzas externas; siem
pre que se considere completo al cuerpo libre, son fuerzas in
ternas.

3. Las magnitudes y las direcciones de las fuerzas externas que 
son conocidas deben señalarse con claridad en el diagrama de 
cuerpo libre. Cuando se indiquen las direcciones de dichas 
fuerzas, se debe recordar que éstas son las ejercidas sobre, y 
no por , el cuerpo libre. Por lo general, las fuerzas externas co
nocidas incluyen el peso del cuerpo libre y las fuerzas aplica
das con un propósito en particular.

4. Las fuerzas externas desconocidas consisten en las reacciones 
a través de las cuales el suelo y otros cuerpos se oponen a un 
posible movimiento del cuerpo libre. Las reacciones lo obli
gan a permanecer en la misma posición y, por esta razón, al
gunas veces reciben el nombre de fuerzas de restricción. Las 
reacciones se ejercen en los puntos donde el cuerpo libre es
tá apoyado o conectado a otros cuerpos y deben indicarse con 
claridad. Las reacciones se estudian con más detalle en las sec
ciones 4.3 y 4.8.

5. El diagrama de cuerpo libre también debe incluir dimensiones, 
puesto que éstas se pueden necesitar para el cálculo de mo
mentos de fuerzas. Sin embargo, cualquier otro detalle debe 
omitirse.

Fotografía 4.2 En el capítulo 6 se expondrá 
cómo determinar las tuerzas internas en 
estructuras hechas de varias piezas conectadas, 
como las fuerzas en los elementos que soportan 
la pala del tractor de la fotografía 4.1.

Fotografía 4.1 Un diagrama de cuerpo libre del 
tractor que se muestra en la foto incluiría todas 
las fuerzas externas que actúan sobre él: el peso 
del tractor, el peso de la carga en la pala y las 
fuerzas ejercidas por el suelo sobre las llantas.
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Fotografía 4.3 Cuando el eslabón del 
mecanismo de apertura del toldo para ventana se 
extiende, la fuerza que éste ejerce sobre el 
deslizador produce una fuerza normal aplicada 
sobre la barra, lo que causa que el toldo se abra.

Fotografía 4.4 El apoyo oscilatorio del estribo 
montado, que se muestra en la fotografía, se usa 
para apoyar el camino sobre un puente.

Fotografía 4.5 Se muestra la expansión del 
apoyo oscilatorio de un puente con plataforma de 
trabes. La superficie convexa del oscilador le 
permite al apoyo de la trabe moverse en forma 
horizontal.

4.3. REACCIONES EN LOS PUNTOS DE APOYO 
Y CONEXIONES DE UNA ESTRUCTURA BIDIMENSIONAL

En la primera parte de este capítulo se considera el equilibrio de una 
estructura bidimensional, esto es, se supone que la estructura que se 
está analizando y las fuerzas aplicadas sobre la misma están contenidas 
en el mismo plano. De la forma más clara, las reacciones necesarias 
para mantener a la estructura en la misma posición también estarán 
contenidas en el mismo plano.

Las reacciones ejercidas sobre una estructura bidimensional pue
den ser divididas en tres grupos que corresponden a tres tipos de apo
yos (puntos de apoyo) o conexiones:

1. Reacciones equivalentes a una fuerza con una linea de acción 
conocida. Los apoyos y las conexiones que originan reacciones 
de este tipo incluyen rodillos, balancines, superficies sin fr ic 
ción, eslabones o bielas y cables cortos, collarines sobre barras 
sin fricción y pernos sin fricción en ranuras lisas. Cada uno de 
estos apoyos y conexiones pueden impedir el movimiento só
lo en una dirección. Los apoyos mencionados anteriormente 
junto con las reacciones que producen se muestran en la figura 
4.1. Cada una de estas reacciones involucra a una sola incóg
nita, es decir, la magnitud de la reacción; dicha magnitud de
be representarse con una letra apropiada. La línea de acción 
de la reacción es conocida y debe indicarse con claridad en el 
diagrama de cuerpo libre. El sentido de la reacción debe ser 
como se muestra en la figura 4.1 para los casos de una super
ficie sin fricción (hacia el cuerpo libre) o de un cable (aleján
dose del cuerpo libre). La reacción puede estar dirigida en uno 
u otro sentido en el caso de rodillos de doble carril, eslabones, 
collarines sobre barras y pernos en ranuras. Por lo general, los 
rodillos de un carril y los balancines son reversibles y, por tan
to, las reacciones correspondientes también pueden estar di
rigidas en uno u otro sentido.

2. Reacciones equivalentes a una fuerza de magnitud y dirección  
desconocidas. Los apoyos y las conexiones que originan reac
ciones de este tipo incluyen pernos sin fricción en orificios 
ajustados, articulaciones o bisagras y superficies rugosas. Es
tos pueden impedir la traslación del cuerpo rígido en todas 
direcciones pero no pueden impedir la rotación del mismo 
con respecto a la conexión. Las reacciones de este grupo in
volucran dos incógnitas que usual mente se representan por 
sus componentes x y y. En el caso de una superficie rugosa, 
la componente perpendicular a la superficie debe dirigirse ale
jándose de ésta.

3. Reacciones equivalentes a una fuerza y un par. Estas reaccio
nes se originan por apoyos fijos, los cuales se oponen a cualquier 
movimiento del cuerpo libre y, por tanto, lo restringen por com
pleto. Los soportes fijos producen fuerzas sobre toda la super
ficie de contacto; sin embargo, estas fuerzas forman un sistema 
que se puede reducir a una fuerza y un par. Las reacciones de 
este grupo involucran tres incógnitas, las cuales consisten en las 
dos componentes de la fuerza v en el momento del par.



4.3. Reacciones en los puntos de apoyo y 
conexiones de una estructura bidimensional

Apoyo o conexión Reacción Número de 
incógnitas

Rodillos o patines Balancín Superficie 
r sin lnccion

Fuerza con línea 
de acción conocida

l

Cable corto Eslabón corto Fuerza con línea 
de acción conocida

1

Collarín sobre una Perno sin fricción 
barra sin fricción en una ranura lisa

/
w  90° /  _

/
/

/
/

Fuerza con linca 
de acción conocida

1

Perno sin fricción, Superficie rugosa 
articulación o bisagra

a
Fuen

d<
a de dirección 
“«.conocida

2

Apoyo fijo
a

F

•J Id 
$ 0 lÜ

uerza y par

3

Figura 4.1 Reacciones en apoyos y conexiones.

Cuando el sentido de una fuerza o un par desconocido no es evi
dente, no se debe intentar determinarlo. En lugar de ello, se supondrá 
arbitrariamente el sentido de la fuerza o el par; el signo de la suposi
ción obtenida indicará si la respuesta fue correcta o no.



Equilibrio de cuerpos rígidos 4.4. EQUILIBRIO DE UN CUERPO RÍGIDO 
EN DOS DIMENSIONES

Las condiciones establecidas en la sección 4.1 para el equilibrio de un 
cuerpo rígido se vuelven más simples para casos de estructuras bidi
mensionales. Al seleccionar a los ejes x y y en el plano de la estructu
ra, se tiene que

Fz = 0 Mx = My =  0 M. = Mq

para cada una de las fuerzas aplicadas sobre la estructura. Por tanto, las 
seis ecuaciones de equilibrio derivadas en la sección 4.1 se reducen a

2 F V = 0 2F¡, = 0 2M „ =  0 (4.4)

y a las tres identidades triviales 0 = 0. Como se debe cumplir que 2M 0 
= 0 sin importar la elección del origen O, se pueden escribir las ecua
ciones de equilibrio para una estructura bidimensional en la forma más 
general

2F* = 0 2 F y = 0 2M a = 0 (4.5)

donde A es cualquier punto en el plano de la estructura. Las tres ecua
ciones obtenidas pueden resolverse para un máximo de tres incógnitas.

En la sección anterior se vio que las fuerzas desconocidas incluyen 
reacciones y que el número de incógnitas correspondientes a una reac
ción depende del tipo de apoyo o conexión que origina dicha reacción. 
Como se hizo referencia en la sección 4.3, se observa que las ecuacio
nes de equilibrio (4.5) pueden ser empleadas para determinar las reac
ciones asociadas con dos rodillos y un cable, un apoyo fijo o un rodillo 
y un perno en un orificio ajustado, etcétera.

Observe la figura 4.2a, en la cual la armadura mostrada está some
tida a las fuerzas dadas P, Q y S. La armadura se mantiene en su lu
gar por medio de un perno en A y un rodillo en B. El perno impide 
que el punto A se mueva ejerciendo una fuerza sobre la armadura que 
se puede descomponer en las componentes Ax y A,y; por su parte, el 
rodillo impide que la armadura rote con respecto a A ejerciendo la 
fuerza vertical B. El diagrama de cuerpo libre de la armadura se mues
tra en la figura 4.2b\ éste incluye tanto las reacciones A*, Ay y B como 
las fuerzas aplicadas P, Q v S y el peso W de la armadura. Para expre
sar que la suma de los momentos con respecto a A, que implica todas 
las fuerzas mostradas en la figura 4.2b, es igual a cero, se escribe la 
ecuación = 0, la cual puede utilizarse para determinar la mag
nitud B puesto que dicha ecuación no contiene a Ax o a Ay. Después, 
para indicar que la suma de las componentes x y y de las fuerzas son 
iguales a cero, se escriben las ecuaciones EF* = 0 y 2F,y = 0, a partir 
de las cuales se obtienen, respectivamente, las componentes Ax y A,..

Se podría obtener una ecuación adicional expresando que la suma 
de momentos de las fuerzas externas con respecto a un punto distinto 
de A es igual a cero. Por ejemplo, se podría escribir 2M B = 0. Sin em
bargo, una expresión de ese tipo no contendría ninguna información 
nueva, puesto que ya se ha establecido que el sistema de fuerzas mos
trado en la figura 4.2fo es equivalente a cero. Por tanto, la ecuación adi
cional no sería independiente y no podría utilizarse para determinar una 
cuarta incógnita. Sin embargo, esta ecuación senaria para verificar la so
lución obtenida a partir de las tres ecuaciones de equilibrio originales.

A pesar de que no se pueden poner  ecuaciones adicionales a las 
tres ecuaciones de equilibrio originales, cualquiera de éstas puede ser

b)
Figura 4.2



reemplazada por otra. De esta forma, un sistema alternativo de ecua
ciones de equilibrio es

4.5. Reacciones estáticamente
indeterminadas. Restricciones parciales

1 F X =  0 2M a =  0 =  0 (4.6)

donde el segundo punto con respecto al cual se suman los momentos 
(en este caso, el punto B) no puede estar ubicado en la línea paralela 
al eje y que pasa a través del punto A (figura 4.2b). Estas ecuaciones 
son condiciones suficientes para el equilibrio de la armadura. Las pri
meras dos ecuaciones indican que las fuerzas extemas deben reducir
se a una sola fuerza vertical en A. Como la tercera ecuación requiere 
que el momento de esta fuerza sea igual a cero con respecto al punto 
B, el cual no está sobre su línea de acción, la fuerza debe ser igual a 
cero y el cuerpo rígido está en equilibrio.

Un tercer posible conjunto de ecuaciones de equilibrio es

2M a = 0 2M b =  0 2M C = 0 (4.7)

donde los puntos A, B y C no son colineales (figura 4.2¿). La primera 
ecuación requiere que las fuerzas externas se reduzcan a una sola fuer
za en A; la segunda ecuación requiere que esta fuerza pase a través de 
B y la tercera ecuación requiere que pase a través de C. Como los pun
tos A, B y C no son colineales, la fuerza debe ser igual a cero y el cuer
po rígido está en equilibrio.

La ecuación 2M A = 0, la cual expresa que la suma de los momentos 
de las fuerzas con respecto al perno A es igual a cero, posee un significa
do físico más definido que cualquiera de las otras dos ecuaciones (4.7). 
Éstas expresan una idea similar de balance pero lo hacen con respecto a 
puntos en los cuales el cuerpo rígido no está realmente articulado. Sin 
embargo, dichas ecuaciones son tan útiles como la primera y la selección 
de las ecuaciones de equilibrio no debe estar indebidamente influida por 
el significado físico de las mismas. De hecho, en la práctica será desea
ble elegir ecuaciones de equilibrio que contengan una sola incógnita, 
puesto que así se elimina la necesidad de resolver ecuaciones simultá
neas. Es posible obtener ecuaciones de una sola incógnita al sumar mo
mentos con respecto al punto de intersección de las líneas de acción de 
dos fuerzas desconocidas o, si dichas fuerzas son paralelas, sumar las com
ponentes perpendiculares a esa dirección común. Por ejemplo, en la fi
gura 4.3, en la cual la armadura mostrada se sostiene por rodillos en A y 
B y por un eslabón corto en D, las reacciones en A y B pueden eliminar
se con la suma de las componentes x. Las reacciones en A y D  se elimi
nan al sumar momentos con respecto a C, y las reacciones en B y D su
mando momentos con respecto a D. Las ecuaciones obtenidas son

1FX = 0 2MC = 0 2  M d = 0

Cada una de estas ecuaciones contiene una sola incógnita.

4.5. REACCIONES ESTÁTICAMENTE INDETERMINADAS. 
RESTRICCIONES PARCIALES

En los dos ejemplos considerados en la sección anterior (figuras 4.2 y
4.3), los tipos de apoyos usados fueron tales que era imposible que el 
cuerpo rígido se moviera bajo la acción de las cargas dadas o bajo cual
quier otra condición de carga. En casos como éstos, se dice que el cuer
po rígido tiene restricción completa. También se debe recordar que las

b)
Figura 4.3
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Figura 4.4 Reacciones estáticamente 
indeterminadas.

Figura 4.5
Restricciones parciales.

reacciones correspondientes a estos apoyos involucraban tres incógni
tas, las cuales podían determinarse resolviendo las tres ecuaciones de 
equilibrio. Cuando se presenta una situación como ésta, se dice que 
son reacciones estáticamente determinadas.

En la figura 4.4c/ la armadura mostrada se sostiene por pernos en A 
y B. Estos apoyos proporcionan más restricciones de las necesarias para 
evitar que la armadura se mueva bajo la acción de las cargas dadas o 
bajo cualquier otra condición de carga. También se observa a partir del 
diagrama de cuerpo libre de la figura 4.4b que las reacciones correspon
dientes involucran cuatro incógnitas. Puesto que, como se señaló en la 
sección 4.4, sólo están disponibles tres ecuaciones de equilibrio indepen
dientes, se tienen más incógnitas que ecuaciones; por tanto, no se pue
den determinar todas las incógnitas. Mientras que las ecuaciones 2Aía 
= 0 y 2M b = 0 proporcionan, respectivamente, las componentes verti
cales 6 (/ y Ay, la ecuación 2F* = 0 sólo proporciona la suma Ax + Bx de 
las componentes horizontales de las reacciones en A y B. Se dice que las 
componentes A* y Bx son estáticamente indeterminadas. Estas pueden 
determinarse considerando las deformaciones ocasionadas en la armadu
ra por la condición de carga dada, pero este método está fuera del alcan
ce de la estática y corresponde al estudio de la mecánica de materiales.

Los apoyos usados para sostener la armadura mostrada en la figu
ra 4.5a consisten en los rodillos en A y B. Es evidente que las restric
ciones proporcionadas por estos apoyos no son suficientes para impe
dir que la armadura se mueva. Aunque se impide cualquier movimiento 
vertical, no hay nada que evite que la armadura pueda moverse en for
ma horizontal. Bajo estas circunstancias, se dice que la armadura tie
ne restricción parcial . f En la figura 4.5b se observa que las reacciones 
en Ay B sólo involucran dos incógnitas. Como aún se tienen que cum
plir tres ecuaciones de equilibrio, hay menos incógnitas que ecuacio
nes y, en general, una de las ecuaciones de equilibrio no se cumplirá. 
Mientras que las ecuaciones = 0 y XM¡¡ — 0 se pueden cumplir 
por medio de una selección apropiada de las reacciones en A y B, la 
ecuación - 0 no será satisfecha a menos que la suma de las com
ponentes horizontales de las fuerzas aplicadas sea igual a cero. Por tan
to, no se puede mantener el equilibrio de la armadura de la figura 4.5 
bajo condiciones generales de carga.

De lo anterior se concluye que si un cuerpo rígido tiene restric
ción completa y si las reacciones en sus apoyos son estáticamente de
terminadas, entonces habrá tantas incógnitas como ecuaciones de equi
librio. Cuando esta condición no se cumple, se tiene la certeza de que 
el cuerpo rígido no está completamente restringido o de que las reac
ciones en sus apoyos no son estáticamente determinadas; además, tam
bién es posible que el cuerpo rígido no esté completamente restringi
do y que las reacciones sean estáticamente indeterminadas.

Sin embargo, se debe señalar que la condición ya mencionada, aun
que es necesaria, no es suficiente. En otras palabras, el hecho de que 
el número de incógnitas sea igual al número de ecuaciones no garan
tiza que el cuerpo tenga restricción completa o que las reacciones en 
sus apoyos son estáticamente determinadas. Observe la figura 4.6a en 
la cual la armadura mostrada se sostiene por medio de rodillos en A,

1 En ocasiones se hace referencia a los cuerpos con restricción parcial como inestables. 
Sin embargo, para evitar confusiones entre este tipo de inestabilidad, debida a un número 
insuficiente de restricciones y el tipo de inestabilidad considerada en el capítulo 10, la cual 
está relacionada con el comportamiento de un cuerpo rígido cuando se perturba su equi
librio, se reservará el uso de las palabras estable e inestable para este último caso.



B y E. A pesar de que existen tres reacciones desconocidas A, B y E 
(figura 4.6b), la ecuación EF, = 0 no se cumplirá a menos que la su
ma de las componentes horizontales de las fuerzas aplicadas resulte 
igual a cero. Aunque hay un número suficiente de restricciones, éstas 
no están ubicadas de manera apropiada y no existe ningún impedimen
to para que la armadura se mueva horizontalmente. En este caso, se 
dice que la armadura está impropiamente restringida. Como sólo que
dan dos ecuaciones de equilibrio para determinar tres incógnitas, las 
reacciones serán estáticamente indeterminadas. Por tanto, las reaccio
nes impropias también producen indeterminación estática.

Otro ejemplo de restricciones impropias —y de indeterminación 
estática— lo proporciona la armadura mostrada en la figura 4.7, la cual 
está sostenida por un perno en A y por rodillos en B y C, que en con
junto involucran cuatro incógnitas. Como sólo se dispone de tres ecua
ciones de equilibrio independientes, las reacciones en los apoyos son 
estáticamente indeterminadas. Por otro lado, obsérvese que no se pue
de cumplir la ecuación EMA = 0 bajo condiciones generales de carga 
puesto que las líneas de acción de las reacciones B y C pasan a través 
de A. Entonces, se concluye que la armadura puede rotar alrededor de 
A y, por ende, está impropiamente restringida. *

Los ejemplos de las figuras 4.6 y 4.7 conducen a la conclusión de 
que un cuerpo rígido está impropiamente restringido siempre que los 
apoyos estén ubicados de tal form a que las reacciones sean concurrentes 
o paralelas,' aunque proporcionen un número suficiente de reacciones.

En resumen, para asegurarse de que un cuerpo rígido bidimensio- 
nal está completamente restringido y de que las reacciones en sus apo
yos son estáticamente determinadas, se debe verificar que las reaccio
nes, involucren tres —y sólo tres— incógnitas v que los apoyos estén ubi
cados de manera que no requieran que las reacciones sean concurren
tes o paralelas.

Ixjs apoyos que involucran reacciones estáticamente indetermina
das deben utilizarse con cuidado en el diseño de estructuras y con ple
no conocimiento de los problemas que pueden causar. Por otra parte, 
es usual que el análisis de estructuras con reacciones estáticamente in
determinadas se realice en forma parcial por medio de los métodos de 
la estática. Por ejemplo, en el caso de la armadura de la figura 4.4, las 
componentes verticales de las reacciones en A y B se obtuvieron a par
tir de las ecuaciones de equilibrio.

Por razones obvias, los apoyos que originan restricciones parciales 
o impropias se deben evitar en el diseño de estructuras estacionarias. 
Sin embargo, una estructura restringida en forma parcial o impropia 
no necesariamente se colapsará; bajo ciertas condiciones de carga en 
particular, se puede mantener el equilibrio. Por ejemplo, las armadu
ras de las figuras 4.5 y 4.6 estarán en equilibrio si las fuerzas aplicadas 
P Q y S son verticales. Además, las estructuras diseñadas para mover
se sólo deben estar parcialmente restringidas. Por ejemplo, un carro 
de ferrocarril sería de poca utilidad si estuviera completamente restrin
gido por tener sus frenos aplicados en forma permanente.

1 La rotación de la armadura con respecto a A requiere algo de “juego” en los apoyos en 
B y C. En la práctica siempre existirá dicho juego. Además, se observ a que si el juego es mí
nimo, el desplazamiento de los rodillos S y C .y  por tanto, las distancias desde A hasta las lí
neas de acción de las reacciones B  v C, también serán pequeñas. Así, la ecuación 2M A = O 
requiere que B  y C sean muy grandes, lo cual puede causar la falla de los apoyos en B y C.

1 Debido a que esta situación surge por un arreglo o geometría inadecuados de los apo
yos, comúnmente se hace referencia a la misma como inestabilidad geométrica.

4.5. Reacciones estáticamente 165
indeterminadas. Restncciones parciales

Figura 4.6 Restricciones impropias.

Figura 4.7 Restricciones impropias.



PROBLEMA RESUELTO 4.1
Una grúa fija tiene una masa de 1 000 kg y se usa para levantar una caja de
2 400 kg. La grúa se mantiene en su lugar por medio de un perno en A y un 
balancín en B. El centro de gravedad de la grúa está ubicado en G. Deter
mine las componentes de las reacciones en A y  B.

Determinación de B. Se expresa que la suma de los momentos de 
todas las fuerzas externas con respecto al punto A es igual a cero. La ecua
ción que se obtiene no contiene a Ax ni a Ay puesto que los momentos de 
A* y Ay con respecto a A son iguales a cero. Si se multiplica la magnitud de 
cada fuerza por su distancia perpendicular a partir de A. se escribe

+']1Ma = 0: B(1.5 m) -  (9.81 kN)(2 m) -  (23.5 kN)(6 m) = 0
B = +107.1 kN B = 107.1 kN - *  «

Como el resultado es positivo, la reacción está dirigida en la forma que se su
puso.

Determinación de A*. La magnitud de A* se determina con la suma 
de las componentes horizontales de todas las fuerzas externas, la cual es igual 
a cero.

■^SF* = 0: A* 4- B = 0
A* + 107.1 kN = 0
Aj = -107.1 kN A* = 107.1 kx <- <

Como el resultado es negativo, el sentido de A* es opuesto al que se había 
supuesto originalmente.

Determinación de AtJ. La suma de las componentes verticales tam
bién debe ser igual a cero

+t2F¡, = 0: A y -  9.81 kN -  23.5 kN = 0
Ay = +33.3 kN Ay = 33.3 kN f  ^

Sumando vectorialmente las componentes A* y Â  se encuentra que la 
reacción en A es 112.2 kN üi.17.30.

Comprobación. Los valores obtenidos para las reacciones se pueden 
comprobar recordando que la suma de los momentos de todas las fuerzas ex
ternas con respecto a cualquier punto debe ser igual a cero. Por ejemplo, 
considerando al punto B, se escribe

+"¡2Mfl = -(9.81 kN)(2 m) -  (23.5 kN)(6 m) 4- (107.1 kN)(1.5 m) = 0

mm i ééésé



6 kips

* fí fí j-
3 ft 2 f t 2 ft

PROBLEMA RESUELTO 4.2
Se aplican tres cargas a una viga como se muestra en la figura. La viga se 
apoya en un rodillo en A y en un perno en B. Sin tomar en cuenta el peso 
de la viga, determine las reacciones en A y B cuando P = 15 kips.

.15 kips (5 kips

i
A

b \

B,

► B x

3 ft * ■ o 11 *
•2 ft 2 ft

SOLUCION

16 kips Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja un diagrama de cuerpo libre
de la viga. La reacción en A es vertical y se representa con A. La reacción 
en B se representa con las componentes Bx y By. Se supone que cada com
ponente actúa en la dirección mostrada en la figura.

Ecuaciones de equilibrio. Se escriben las tres ecuaciones de equili
brio siguientes y se resuelven para las reacciones señaladas:

¿*LFX = 0: B = 0 B, = 0 4

+ r\lMA = 0:
— (15 kips)(3 ft) + B;/(9 ft) — (6 kips)(ll ft) — (6 kips)(13 ft) = 0

BtJ = +21.0 kips B,, = 21.() kips f

lili 

■ i

+ ̂ M fi = 0:
-A(9 ft) + (15 kips)(6 ft) — (6 kips)(2 ft) — (6 ldps)(4 ft) = 0

A = +6.00 kips A = 6.00 kips ]

m .

Comprobación. Se comprueban los resultados sumando las compo
nentes verticales de todas las fuerzas externas.

+ |EF!/ = +6.00 kips — 15 kips + 21.0 kips — 6 kips — 6 kips = 0

Observación. En este problema las reacciones en A y B son vertica
les; sin embargo, las razones de lo anterior son diversas. En A la viga se apo
ya en un rodillo; por tanto, la reacción no puede tener una componente ho
rizontal. En B, la componente horizontal de la reacción es igual a cero debido 
a que se debe cumplir la ecuación de equilibrio = 0 y a que ninguna de 
las otras fuerzas que actúan sobre la viga tiene una componente horizontal.

A primera vista se hubiera podido observar que la reacción en B era ver
tical y se pudo haber omitido la componente horizontal B*. Sin embargo, es
ta práctica no es conveniente. Al seguirla, se corre el riesgo de olvidar a la 
componente Br cuando las condiciones de carga reqineran su presencia (es
to es, cuando se incluye una carga horizontal). Además, se encontró que la 
componente Bx es igual a cero utilizando y resolviendo una ecuación de equi
librio, 2F.,. = 0. Al dar por hecho que Bv es igual a cero, es posible no per
catarse de que en realidad se ha hecho uso de esta ecuación y, por tanto, se 
podría perder la relación del número de ecuaciones disponibles para resol
ver el problema.

S i l
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PROBLEMA RESUELTO 4.3
Un carro de carga se encuentra en reposo sobre un carril que forma un án
gulo de 25° con respecto a la vertical. El peso total del carro y su carga es 
de 5 500 lb y éste actúa en un punto que se encuentra a 30 in. del carril y 
que es equidistante a los dos ejes. El carro se sostiene por medio de un ca
ble que está unido a éste en un punto que se encuentra a 24 in. del carril. 
Determine la tensión en el cable y la reacción en cada par de ruedas.

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre 
del carro. La reacción en cada rueda es perpendicular al carril y la fuerza de 
tensión T es paralela a éste. Por conveniencia se selecciona al eje x paralelo 
al carril y al eje y perpendicular al mismo. Entonces, el peso de 5 500 lb se 
descompone en sus componentes x y y.

Wx = +(5 500 lb) cos 25° = +4 980 lb 
W„ = - (5  500 lb) sen 25° = - 2  320 lb Í Í Ü

Ecuaciones de equilibrio. Se toman momentos con respecto a A pa
ra eliminar a T y a Rj de los cálculos.

+*¡ZMa = 0: - (2  320 lb)(25 in.)
Rz = +1 758 lb

(4 980 lb)(6 in.) + ñ2(50 in.) = 0 
Ro = I 758 Ib /* <

Ahora, tomando momentos con respecto a B para eliminar a T y a R3 de los 
cálculos, se escribe

= 0: (2 320 lb)(25 in.) -  (4 980 lb)(6 in.) -  Ry(50 in.) = 0 
ft, = +562 Ib R, = 562 Ib /* <

El valor de T se obtiene a partir de

\ + 2F x = 0: 4 980 lb -  T = 0 
T = +4 980 lb T = 4980 Ib\ <

Los valores encontrados para las reacciones se muestran en el croquis ad
junto.

pálr

Comprobación. Para corroborar los cálculos se escribe

Z'+EF,, = +562 lb -I- 1 758 lb -  2 320 lb = 0

También pudo haberse verificado la solución calculando los momentos con 
respecto a cualquier punto distinto de A o de B.

i l
l i s



PROBLEMA RESUELTO 4.4

20 kN 20 kN 20 kN 20 kN

1 .8 m  I.8111 I.8111 1.8 m|

je  \
, 3.75

\e V 7 1

130 kN

El marco mostrado en la figura sostiene una parte del techo do un pequeño 
edificio. Se sabe que la tensión en el cable es de 150 kN, determine la reac
ción en el extremo fijo F,.

SOLUCIÓN

Diagrama de euerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre 
del marco junto con el cable BDF. La reacción en el extremo fijo E está re
presentada con las componentes de fuerza Ex y Ey y por el par Mg. Las otras 
fuerzas que actúan sobre el diagrama de cuerpo libre son las cuatro cargas 
de 20 kN y la fuerza de 150 kN ejercida en el extremo F del cable.

Ecuaciones de equilibrio. Observe que DF = V  (4.5 m) +(6m )2 = 
7.5 m, se escribe

-^SF* = 0:

+ |SFV = 0: 

+12M£ = 0:

Ex + ^4(150 kN) = 0 7.5
Ex = -90.0  kN 

6

¡ t f l
¡IÉI
■ l i l i

Ev = 90.0 kN

% -  4(20 kN) -  -fV(150 kN) = 0 
v 7.5

Ey = +200 kN Ev = 200 kN t <

(20 kN)(7.2 m) + (20 kN)(5.4 m) + (20 kN)(3.6 m)

+ (20 kN)(1.8 m) -  ^ ( 1 5 0  kN)(4.5 m) + ME = 0 
/ .ü

Mt:= +180.0 kN-m Mt- = 180.0 k.NI • m i <

' m
W É M

H ¡Un peso de 400 lb se une a la palanca mostrada en la figura en el punto A.
La constante del resorte BC es k = 250 lb/in. y éste no se encuentra defor-

PROBLEMA RESUELTO 4.5
Un peso de 400 lb se une a la palanca n 
La constante del resorte BC es k = 250 
mado cuando 0 = 0. Determine la posición de equilibrio.

SOLUCIÓN

i * n  m

Diagrama del cuerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre 
de la palanca junto al cilindro. Represente con s la elongación del resorte a 
partir de la posición en que éste no se encuentra deformado y observe que 
s = r0, se tiene que F = ks = krd.

Ecuación de equilibrio. Sumando los momentos de W y de F con
respecto a O, se escribe

kr2
+1£M0 = 0: Wl sen 6 — r(kr6) = 0 sen 0 = — j 0

Wl
Sustituyendo los datos numéricos que fueron proporcionados se obtiene

sen 0 = 0.7030

Al resolver numéricamente, se encuentra 0 = 0 9 = 80.3° ^

Ü5&Í

_  (250 lb/in.)(3 in.)2 
Senfl~ (400 lb)(8 in.) 9



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

Se vio que las fuerzas externas que actúan sobre un cuerpo rígido que se encuen
tra en equilibrio forman un sistema equivalente a cero. Para resolver un problema 
de equilibrio la primera tarea consiste en dibujar un diagrama de cuerpo libre que 
sea claro y de tamaño razonable en el cual se muestren todas las fuerzas externas. 
Se deben incluir tanto las fuerzas conocidas como las desconocidas.

Para un cuerpo rígido bidimensional, las reacciones en los apoyos pueden invo
lucrar una, dos o tres incógnitas dependiendo del tipo de apoyo de que se trate 
(figura 4.1). Un diagrama de cuerpo libre es esencial para resolver de manera co
rrecta un problema. Nunca se debe continuar con la solución de un problema mien
tras no se este seguro de que en el diagrama de cuerpo libre están presentes todas 
las cargas, todas las reacciones y el peso del cuerpo (cuando esto último sea apro
piado).

Cuando se construya el diagrama de cuerpo libre será necesario asignar direccio
nes a las reacciones desconocidas. Se sugiere suponer siempre que estas fuerzas ac
túan en una dirección positiva, de forma que las respuestas positivas siempre im
pliquen fuerzas actuando en una dirección positiva, mientras que los resultados 
negativos impliquen siempre fuerzas que actúan en una dirección negativa. De for
ma similar, se recomienda suponer siempre que la fuerza desconocida en una ba
rra o cable es de tensión, de manera que una respuesta positiva siempre signifique 
una reacción de tensión. Por otra parte, mientras que una reacción negativa o com
presiva es posible para una barra, es imposible para un cable y, por tanto, una res
puesta negativa en este último caso implicará un error en la solución al problema.

1. Se pueden escribir tres ecuaciones de equilibrio y resolverlas para tres in
cógnitas. Las tres ecuaciones pueden ser

2 Fx =  0 2Fy = 0 2 M C> = 0

Sin embargo, existen varios conjuntos de ecuaciones que se pueden escribir, tales 
como

XFx = 0 2MA = 0 2MB = 0 

donde el punto B se selecciona de manera que la b'nea AB no sea paralela al eje y, o 

2MA = 0 2MB = 0 2MC = 0 

donde los puntos A, B y C no se encuentran sobre una línea recta.

2. Para simplificar la solución resulta conveniente utilizar alguna de las técni
cas de solución que se presentan a continuación, siempre y cuando sean aplicables 
al caso en consideración.



a) Sum ar m om entos con  resp ecto  a l  punto d e  in tersección  de las líneas 
de acción de dos fuerzas desconocidas, se obtiene una ecuación que involucra a una 
sola incógnita.

b) Sum ar com pon en tes en d irecc ión  p erp en d icu lar  a  d os  fu erz a s  p a r a 
le las  q u e  son d escon ocid as , se obtiene una ecuación que involucra a una sola in
cógnita.

En algunos de los siguientes problemas se pedirá determinar el rango permisible de 
valores de la carga aplicada para un conjunto de restricciones dadas, como la reac
ción máxima en un apoyo o la fuerza máxima en uno o más cables o barras. Para pro
blemas de este tipo, primero se supone una situación de carga máxima, (por ejem
plo, la fuerza máxima permitida en una barra), y después se aplican las ecuaciones 
de equilibrio para determinar las reacciones desconocidas correspondientes y la car
ga aplicada. Si las reacciones satisfacen las restricciones, entonces la carga aplicada 
es el valor máximo o mínimo del rango permisible. Sin embargo, si la solución viola 
alguna restricción (por ejemplo, la fuerza en un cable es compresiva), la suposición 
inicial está equivocada y se debe suponer otra condición de carga (para el ejemplo 
previo, se asumiría que la fuerza en el cable es cero, esto es, la reacción mínima per
mitida). Entonces, el proceso de solución se repite con otra posible carga máxima 
para completar la determinación del rango permisible de valores de la carga apli
cada.

Como en el capítulo 2, se recomienda escribir siempre las ecuaciones de equilibrio 
de la misma forma en que se usaron en los últimos problemas resueltos. Esto es, tan
to las cantidades conocidas como las desconocidas se colocan en el lado izquierdo de 
la ecuación y su suma se establece como igual a cero.



■Problemas

1.44 ft 1.8 ft

Figura P4.1

0.6 iri 0.4 m

4.1 Dos niños están parados sobre un trampolín que pesa 146 lb. Si 
los pesos de los niños ubicados en C y D son, respectivamente, de 63 v 90 
lb, determine a) la reacción en A, b ) la reacción en B.

4.2 El mástil montado en un camión de 9 500 lb se usa para descar
gar de la plataforma la pila de tejas de 3 500 lb que se muestra en la figura. 
Determine la reacción en las llantas a) traseras, B, b) delanteras, C.

1.3 ft

0.9 m
2.0 m— | k  0.5 m Figura P4.2

Figura P4.3 y P4.4

8 in

...T

Figura P4.5

4.3 Una grúa móvil levanta una carga de madera que pesa W = 25 
kN. El peso del mástil ABC y el peso combinado de la camioneta y el con
ductor son los indicados en la figura. Determine la reacción en las llantas
a) delanteras, H, b) traseras, K.

4.4 Una grúa móvil levanta una carga de madera que pesa W = 25 
kN. Si la tensión es de 25 kN en todos los tramos del cable AEF y el peso 
del mástil ABC es de 3 kN, determine, a) la tensión en la varilla CD, b) la 
reacción en la articulación B.

4.5 Para mover dos barriles con peso de 80 lb cada uno se utiliza una 
carretilla. Sin tomar en cuenta la masa de la carretilla, determine a) la fuer
za vertical P que debe aplicarse en el manubrio para mantener el equilibrio 
cuando a  = 35°, b) la reacción correspondiente en cada una de las dos Hie
das.

4.6 Resuelva el problema 4.5 si a = 40°.
172



4.7 Cuando los automóviles C y D se detienen sobre un puente de dos Problemas -| 7 3

carriles, las fuerzas que ejercen sus llantas sobre el puente son las indicadas 
en la figura. Determine las reacciones totales en A y B cuando a) a = 2.9 m,
b) a = 8.1 m.

4.8 Cuando los automóviles C y D se detienen sobre un puente de dos 
carriles, las fuerzas que ejercen sus llantas sobre el puente son las indicadas 
en la figura. Si ambos automóviles están sobre el puente, determine a) el va
lor de a para el cual la reacción total en A es máxima, b) las reacciones to
tales correspondientes en A y B.

4.9 Una manivela tiene una barra de control conectada en A y dos 
cuerdas unidas a los puntos B y C, como indica la figura. Para la fuerza da
da en la barra, determine el rango de valores para la tensión de la cuerda en 
C cuando las cuerdas deben permanecer tensas y la tensión máxima permi
tida en una cuerda es de 36 Ib.

4.10 Se aplican tres cargas, como indica la figura, sobre una viga lige
ra sostenida mediante cables unidos en B y D. Si se ignora el peso de la vi
ga, determine el rango de valores de Q para los cuales ninguno de los cables 
pierde tensión cuando P = 0.

4.11 Se aplican tres cargas, como indica la figura, sobre una vaga lige
ra sostenida mediante cables unidos en B y D. Si la máxima tensión permi
sible en cada cable es de 12 kN y se ignora el peso de la viga, determine el 
rango de valores de Q para los cuales la carga está segura cuando P = 5 kN.

7.5 kN

0.5 m
0.75 m

Figura P4.10 y P4.11
0.75 m

Figura P4.9



174 Equilibrio de cuerpos rígidos 4.12 Cuatro cajas están colocadas sobre una plancha de madera de 28
lb que descansa en dos caballetes. Si las masas de las cajas tí y D son, res
pectivamente, de 9 y 90 lb, determine el rango de valores para la masa de 
la caja A si la plancha de madera permanece en equilibrio cuando se retira la 
caja C.

4.13 Para la viga y las cargas mostradas, determine el rango de valores 
de la distancia a para los cuales la reacción en B no excede los 250 N hacia 
abajo o los 500 N hacia arriba.

750 N 750 N

4.14 Para las cargas dadas de la viga AB, encuentre el rango de valo
res de la masa del cajón para los cuales el sistema estará en equilibrio si el 
valor máximo permisible de las reacciones de cada soporte es de 2.5 kN y la 
reacción en E debe dirigirse hacia abajo.

4.15 Un poste AB de 24 ft de largo está colocado en un hoyo y se 
sostiene por medio de tres cables. Si las tensiones en los cables BD y BE son, 
respectivamente, de 221 y 161 lb, determine a) la tensión en el cable CD y
b ) la reacción en A.

Figura P4.14



4.16 Un seguidor ABCD se mantiene contra una leva circular gracias 
a la acción de un resorte estirado, el cual ejerce una fuerza de 6 lb para la 
posición mostrada en la figura. Si la tensión en la barra BE es de 4 lb, de
termine a) la fuerza ejercida sobre el rodillo en A, b) la reacción en el co
jinete C.
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4.17 Determine las reacciones en A y B cuando a) a
c) a  = 30°.

0, h) a  = 90°,

4.18 Resuelva el problema 4.17, suponiendo que la fuerza de 330 N 
se reemplaza con un par de 82.5 N • m en el mismo sentido que las mane
cillas del reloj.

4.19 La palanca BCD está articulada en C v unida a una barra de con
trol en B. Si P = 200 X, determine a) la tensión en la barra AB, b) la reac
ción en C.

Figura P4.16

4.20 La palanca BCD está articulada en C y unida a una barra de con
trol en fí. Si el máximo valor permisible para la reacción en C es de 500 N, 
determine la fuerza máxima P que puede aplicarse en forma segura sobre D.

4.21 La fuerza requerida que debe ejercer la palanca ABC en A es de
3 Ib. Si a  = 30° y el resorte se ha estirado 1.2 in., determine a) la constante 
k del resorte, b) la reacción en B.

4.22 La fuerza requerida que debe ejercer la palanca ABC en A es de
3.6 lb. Si el resorte estirado ejecuta una fuerza de 12 lb en C, determine 
a) el valor de a, b) la reacción en B.



176 Equilibrio de cuerpos rigidos 4.23 y 4.24 Una barra de acero se dobla para formar una ménsula de 
marco. Para cada una de las ménsulas y cargas mostradas, determine las reac
ciones en A y B.

a) b)

Figura P4.23

loo N

fl)

Figura P4.24

100 N

4.25 Una palanca AB está articulada en C y unida a un cable de con
trol en A. Si la palanca se somete a una fuerza vertical de 60 lb en el punto 
B, determine a) la tensión en el cable, b) la reacción en C.

reo ll>

4.26 Para el marco y las cargas mostradas en la figura, determine las 
reacciones en A y £  cuando a) a = 2 in., b) a = 7.5 in.



4.27 Un letrero se cuelga del mástil AB por medio de dos cadenas. El 
mástil está articulado en A y se sostiene mediante el cable BC. Si la tensión 
en las cadenas DE y FH es, respectivamente, de 225 y 135 N, y d = 0.39 m, 
determine a) la tensión en el cable BC, b) la reacción en A.

4.28 Un letrero se cuelga del mástil AB por medio de dos cadenas. El 
mástil está articulado en A y se sostiene mediante el cable BC. Si la tensión 
en las cadenas DE y FH es, respectivamente, de 135 y 90 N, v d = 0.462 m, 
determine a) la tensión en el cable BC, b ) la reacción en A.
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4.29 Determine la tensión en el cable ABD y la reacción en el sopor
te C.

4.30 Sin tomar en cuenta la fricción y el radio de la polea, determine 
la tensión en el cable BCD y la reacción en el apoyo A cuando d — 4 in.

4.32 Sin tomar en cuenta la fricción y el radio de la polea, determine 200 mm 200 mm 
a) la tensión en el cable ADB, b) la reacción en C. Figura P4.32



178 Equilibrio de cuerpos rígidos 4.33 La barra ABC está doblada en forma de un arco circular de ra
dio fl. Determine a) el valor de 0 para que las magnitudes de las reacciones 
en B y C sean iguales, b ) las reacciones correspondientes en fí y C.

4.34 La barra ABC está doblada en forma de un arco circular de ra
dio fl. Determine a) el valor de 6 que minimiza la magnitud de la reacción 
en C, b ) las reacciones correspondientes en B y C.

4.35 Sin tomar en cuenta la fricción, determine la tensión en el cable 
ABD v la reacción en C cuando 6 = 40°.

Figura P4.33 y P4.34

Figura P4.35 y P4.36

4.36 Sin tomar en cuenta la fricción, determine a) el valor de 0 para 
el que la tensión en el cable ABD es de 3P/4, h) la reacción correspondien
te en C.

'5 mm
50 mm

Figura P4.37

4.37 Una ménsula móvil se mantiene en reposo mediante un cable 
unido a C y los rodillos sin fricción colocados en Ay B. Para la carga que se 
muestra en la figura, determine a) la tensión en el cable, b) las reacciones 
en A y B.

4.38 Con el propósito de cruzar una brecha, tres alpinistas posicionan 
una escalera de 3.5 m de largo, como se muestra en la figura. Sin tomar en 
cuenta la fricción en A y B, y sabiendo que el montañista situado en A ejer
ce una fuerza P horizontal sobre la punta de la escalera, determine a) las 
reacciones en A y B, b) la fuerza P.

Figura P4.38



4.39 La.barra ABCD está doblada en forma de un arco circular de 4 
in. de radio y descansa sobre superficies sin fricción en A y D. Si el collarín 
colocado en B se puede mover libremente por la barra y 0 = 45°, determi
ne a) la tensión en la cuerda OB, b) las reacciones en A y D.

4.40 La barra ABCD está doblada en forma de un arco circular de 4 
in. de radio v descansa sobre superficies sin fricción en A y D. Si el collarín 
colocado en B se puede mover libremente por la barra, determine a) el va
lor de $ para el cual la tensión en la cuerda OB es mínima, b) el valor co
rrespondiente de la tensión, c) las reacciones en A v D.

4.41 Una ménsula móvil se mantiene en reposo mediante un cable 
unido a E y los rodillos sin fricción mostrados en la figura. Si el ancho del 
poste F(i es ligeramente menor que la distancia entre los rodillos, determi
ne las fuerzas ejercidas sobre el poste por cada rodillo cuando a  = '20°.
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125 mm

200 mm

Figura P4.41

4.42 Resuelva el problema 4.41 cuando a  = 30°.

4.43 Después de cortar una ranura parabólica en la placa AD, la pla
ca se ha colocado de manera que la ranura se ajuste a dos pernos fijos y sin 
fricción en B y C. La ecuación de la ranura es y = x2/4, donde x y y se ex
presan en pulgadas. Si la fuerza de entrada P = 1 lb, determine a) la fuerza 
que cada pemo ejerce sobre la placa, b ) la fuerza de salida Q.

x

4.44 Después de cortar una ranura parabólica en la placa AD, la pla
ca se ha colocado de manera que la ranura se ajuste a dos pernos fijos y sin 
fricción en B y C. La ecuación de la ranura es y = x2/4, donde x y y se ex
presan en pulgadas. Si la fuerza máxima permisible ejercida sobre el rodillo 
en el punto D es de 2 lb, determine a) la magnitud correspondiente de la 
fuerza de entrada P, b) la fuerza que cada pemo ejerce sobre la placa.

Figura P4.39 y P4.40

4.8

Figura P4.43 y P4.44



180 Equilibrio de cuerpos rígidos 4.45 Una pesa de 10 kg puede sostenerse en las tres formas diferen
tes que se muestran en la figura. Si las poleas tienen radio de 1(K) mm, de
termine en cada caso las reacciones en A.

4.46 Una banda pasa por dos poleas de 2 in. de diámetro, las cuales 
están montadas sobre una ménsula como se muestra en la figura. Si M = 0 
y T¡ = T„ = 12 lb, determine la reacción en C.

Figura P4.46 y P4.47

t
1.8 in.

3.2 in.

4.47 Una banda pasa por dos poleas de 2 in. de diámetro, las cuales 
están montadas sobre una ménsula como se muestra en la figura. Si M = 8 
lb • in. y T¡ y T„ son iguales a 16 y 8 lb, respectivamente, determine la reac
ción en C.

Figura P4.48 y P4.49

4.48 En un experimento de laboratorio, los estudiantes cuelgan los pe
sos que se muestran en la figura de una viga con peso insignificante, a) De
termine la reacción en el apoyo fijo A si el extremo D de la viga no toca el 
apoyo E.b) Determine la reacción en el apoyo fijo A si el apoyo ajustable E 
ejerce sobre la viga una fuerza hacia arriba de 1.2 lb.

4.49 En un experimento de laboratorio, los estudiantes cuelgan las ma
sas que se muestran en la figura de una viga con masa insignificante. Deter
mine el rango de valores de la fuerza ejercida sobre la viga por el apoyo ajus
table £  para los cuales la magnitud del par en A no excede las 20 lb • in.



*

4.50 La. instalación que se muestra en la figura está conformada por 
un elemento horizontal ABC de 5.4 kN y un elemento vertical DBE, ambos 
soldados en B. La instalación se utiliza para levantar un cajón de 16.2 kN a 
una distancia de x = 4.8 m desde el elemento vertical DBE. Si la tensión en 
el cable es de 18 kN, determine la reacción en £ suponiendo que el cable 
a) se sujeta en F como indica la figura, b) se fija al elemento vertical en un 
punto localizado a 0.4 m por encima de E.

4.51 Î a instalación que se muestra en la figura está conformada por 
un elemento horizontal ABC de 5.4 kN y un elemento vertical DBE, ambos 
soldados en B, y se utiliza para levantar un cajón de 16.2 kN. Determine
a) la tensión requerida en el cable ADCF si el valor máximo del par en £  es 
el mínimo posible, mientras .r varía desde 0.6 hasta 7 m, h) el valor máximo 
correspondiente al par.

4.52 Un poste de 160 kg se emplea para sostener en C el extremo de 
un cable eléctrico. Si la tensión en el cable es de 540 N y éste forma un án
gulo de 15° con la horizontal en C, determine las tensiones máximas y míni
mas permisibles en el alambre BD si la magnitud del par en A no debe ex
ceder los 360 N • m.

4.53 Una barra uniforme AB de longitud / y masa m, sobre la que ac
túa un par M, pertenece a un plano vertical. Los extremos de la barra están 
conectados a dos pequeños rodillos que descansan sobre superficies sin fric
ción. a) Exprese el ángulo 6 correspondiente a la posición de equilibrio en 
términos de M, m, g y /. b) Determine el valor de 0 que corresponde a la po
sición de equilibrio cuando M - 2.7 N ■ m, m = 2 kg y l = 0.8 m.
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1.5 m

Figura P4.50 y P4.51

Figura P4.52

Figura P4.53

4.55 Un aro uniforme y delgado, de masa m y radio R, está unido sin 
fricción a un collarín mediante un pemo colocado en A y se mantiene con
tra un pequeño rodillo en B. El aro pertenece a un plano vertical y el colla
rín, sobre el que actúa una fuerza horizontal P, se puede mover libremente 
por la barra que se muestra en la figura, a) Exprese el ángulo 6 correspon
diente a la posición de equilibrio, expresado en términos de m, g y P. b) De
termine el valor de 6 que corresponde a la posición de equilibrio cuando 
m = 700 g y P = 3 N.

4.54 Una varilla AB con longitud l y masa insignificante está situada 
en un plano vertical y unida a los bloques A y B. El peso de cada bloque es 
W, y los bloques están conectados mediante una cuerda elástica que pasa por 
la polea colocada en C. Sin tomar en cuenta la fricción entre los bloques y 
las guías, determine el valor de 6 para el cual la tensión en la cuerda es igual 
a a) cero, b) W. ...

Figura P4.54



1 8 2  Equilibrio de cuerpos rígidos 4.56 Una barra uniforme con longitud de 1 m y masa de 2  kg está sus
pendida mediante dos cuerdas AC y BC. Determine el ángulo 6 correspon
diente a la posición de equilibrio cuando se aplica a la barra un par M con 
magnitud de 3 N • m.

B
4.57 Una carga vertical P se aplica en el extremo fí de la barra BC. 

La constante del resorte es k y se encuentra sin deformar cuando 9 - 90°. 
Sin tomar en cuenta el peso de la barra, determine ti) el ángulo 6 correspon- 

Adiente a la posición de equilibrio, expresado en términos de P, k v l. b) El
valor de 9 que corresponde a la posición de equilibrio cuando P = \kl.

Figura P4.58

4.58 El cable AB está enrollado en dos tambores, como se muestra en 
la figura. Un resorte de torsión está fijado al tambor A, para el cual M = k<¡>. 
donde k = 58 N ■ m/rad y <¡> es el ángulo de rotación del tambor expresado 
en radianes. Si la masa del bloque E es de 10 kg y el resorte de torsión no 
está estirado cuando 9 = 0, determine el valor de 0 correspondiente al equi
librio.

4.59 Una carga vertical P se aplica en el extremo B de la barra BC. 
La constante del resorte es k, y se encuentra sin deformar cuando 9 = 0.
a) Sin tomar en cuenta el peso de la barra, determine el ángulo 6 correspon
diente a la posición de equilibrio en términos de P. k y l. b) Determine el 
valor de 9 que corresponde a la posición de equilibrio cuando P -  Zkl.

4.60 Una barra delgada AB de peso W está unida a los bloques A y B 
que se mueven libremente sobre las guías mostradas en la figura. El resor
te, que tiene una constante k, se encuentra sin deformar cuando 9 = 0.
a) Sin tomar en cuenta el peso de los bloques, encuentre una ecuación en 
términos de W, k, l y 9 que se cumpla cuando la barra esté en equilibrio.
b ) Determine el valor de 9 cuando W = 4 lb, l — 30 in. y k = 1.8 lb/ft.

Equilibrio de cuerpos rígidos

Figura P4.56

Figura P4.60



Figura P4.61

4.6. Equilibrio de un cuerpo sujeto
a dos fuerzas

4.6. EQUILIBRIO DE UN CUERPO SUJETO A DOS FUERZAS

Un caso particular de equilibrio que es de considerable interés es el 
de un cuerpo rígido sujeto a la acción de dos fuerzas. Por lo general, 
un cuerpo que se encuentra en estas circunstancias recibe el nombre 
de cuerpo sujeto a ¿los fuerzas. A continuación se demostrará que si un 
cuerpo sujeto a dos fuerzas está en equilibrio entonces las dos fuerzas 
que actúan sobre éste deben tener la misma magnitud, la misma línea 
de acción y sentidos opuestos.

Considérese una placa en ángulo sujeta a dos fuerzas y F 2 que 
actúan, respectivamente, en A y B (figura 4.8a). Si la placa está en equi
librio, la suma de los momentos de F : y F 2 con respecto a cualquier 
eje debe ser igual a cero. Primero se suman momentos con respecto a 
A. Como, obviamente, el momento de F j es igual a cero, el momento 
de F 2 también debe ser igual a cero y la línea de acción de F 2 debe 
pasar a través de A (figura 4.8b). En forma similar, sumando momen
tos con respecto a B se demuestra que la línea de acción de Fi debe 
pasar a través de B (figura 4.8c). Por tanto, ambas fuerzas tienen la 
misma línea de acción (que resulta ser la línea AB). A partir de cual
quiera de las ecuaciones 2F,. = 0 y 2 F y = 0 se observa que las fuer
zas también deben tener la misma magnitud pero sentidos opuestos.

4.61 La ménsula ABC puede sostenerse en las ocho formas diferentes 
mostradas en la figura. Todas las conexiones consisten en pernos sin fricción, 
rodillos o eslabones cortos. Para cada caso determine: a) si la placa está com
pleta, parcial o impropiamente restringida, b) si las reacciones son estática
mente determinadas o indeterminadas y c) si en la posición mostrada se 
mantiene el equilibrio de la placa. También, cuando sea posible, calcule las 
reacciones si la magnitud de la fuerza P es de 100 N.

4.62 Ocho placas rectangulares idénticas de 20 X 30 in., cada una de 
las cuales tiene una masa de 50 lb, se mantienen en el plano vertical mostrado 
en la figura. Todas las conexiones consisten de pernos sin fricción, rodillos o 
eslabones cortos. En cada caso, conteste las preguntas enunciadas en el pro
blema 4.61 y, cuando sea posible, calcule todas las reacciones.

5

Figura P4.62
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Figura 4.8 (repetida) a) b) c)

Si varias fuerzas actúan en dos puntos A y B, las fuerzas que ac
túan en A pueden ser reemplazadas por su resultante F i y las de B 
pueden reemplazarse por su resultante F 2. Por tanto, en una forma 
más general, un cuerpo sujeto a dos fuerzas puede definirse como un 
cuerpo rígido sujeto a fuerza.'; que actúan únicamente en dos puntos. 
Entonces, las resultantes F T y F 2 deben tener la misma magnitud, la 
misma línea de acción y sentidos opuestos (figura 4.8).

En el estudio de estructuras, marcos y máquinas se verá que saber 
identificar los cuerpos sometidos a la acción de dos fuerzas simplifica 
la solución de ciertos problemas.

4.7. EQUILIBRIO DE UN CUERPO SUJETO A TRES FUERZAS

Otro caso de equilibrio que es de gran interés es aquel de un cuerpo 
rígido sujeto a tres fuerzas, esto es, un cuerpo rígido sobre el que ac
túan tres fuerzas o, en forma más general, un cuerpo rígido sometido 
a fuerzas que actúan sólo en tres puntos. Considérese un cuerpo rígido 
bajo un sistema de fuerzas que puede reducirse a tres fuerzas F lt F2 
y F3 que actúan, respectivamente, en A, B y C (figura 4.9a). A conti
nuación se demostrará que si el cuerpo está en equilibrio, las líneas de 
acción de las tres fuerzas deben ser concurrentes o paralelas.

Como el cuerpo rígido está en equilibrio, la suma dé los momen
tos de F], F2 y F3 con respecto a cualquier eje debe ser igual a cero. 
Suponga que las líneas de acción de F x y F2 se intersecan y al repre
sentar su punto de intersección con D, se suman momentos con res
pecto a D (figura 4.9/;). Como los momentos de F, y F2 con respecto 
a D son iguales a cero, el momento de F :i con respecto a D también 
debe ser igual a cero y la línea de acción de F3 debe pasar a través de 
D (figura 4.9c). Por tanto, las tres líneas de acción son concurrentes. 
La única excepción se da cuando ninguna de las líneas de acción se in
tersecan; entonces, dichas lincas son paralelas.

Aunque los problemas relacionados con cuerpos sujetos a tres 
fuerzas se pueden resolver por medio de los métodos generales de las 
secciones 4.3 a la 4.5, la propiedad que se acaba de establecer puede 
utilizarse para resolverlos en forma gráfica o matemática a partir de 
relaciones trigonométricas o geométricas simples.



PROBLEMA RESUELTO 4.6

4 m .

Un hombre levanta una vigueta de 10 kg y de 4 in de longitud tirando de 
una cuerda. Encuentre la tensión T en la cuerda y la reacción en A.

SOLUCIÓN

Diagrama de cuerpo libre. La vigueta es un cuerpo sujeto a tres 
fuerzas: su peso W, la fuerza T ejercida por la cuerda y la reacción R ejer
cida por el suelo en A. Se observa que

W = mg = (10 kg)(9.81 m/s2) = 98.1 N

Cuerpo sujeto a tres fuerzas. Como la vigueta es un cuerpo sujeto 
a tres fuerzas, éstas al actuar deben ser concurrentes. Por tanto, la reacción 
R pasará a través del punto de intersección C de las líneas de acción del peso 
W y de la fuerza de tensión T. Este hecho se utilizará para determinar el án
gulo a que forma R con la horizontal.

Trazando la línea vertical BF a través de B y la línea horizontal CD a 
través de C, se observa que

AF = BF = (AB) cos 45° = (4 m) cos 45° = 2.828 m 
CD = EF = AE = j(AF) = 1.414 rn 
BD = (CD) cot (45° + 25°) = (1.414 ni) tan 20° = 0.515 m 
CE = DF = BF -  BD = 2,828 m -  0.515 m = 2.313 m

Así, se escribe

CE 2.313 m ,tan a  = ---- = ----- ------ = 1.636
AF. 1.414 m

« = 58.6° <
Ahora se conocen las direcciones de todas las fuerzas que actúan sobre la vi
gueta.

Triángulo de fuerzas. Se dibuja un triángulo de fuerzas, como se 
muestra en la figura y se calculan sus ángulos interiores a partir de las di
recciones conocidas de las fuerzas. Con el uso de la ley de los senos se es
cribe

R 98.1 N
sen 31.4° sen 110° sen 38.6°

7 =  81.9 N «  
R = 147.8 N .=£58.6° *



R E S O LUCIÓN DE P R O B L EMAS  
EN FORMA I N D E P E N D I E N T E

Las secciones anteriores cubrieron dos casos particulares de equilibrio de un cuer
po rígido.

1. Un cu erp o  su jeto  a d os  fu erz a s  es un cu erp o  qu e está  som etido  a  fu e r 
zas qu e actú an  só lo  en dos puntos. Las resultantes de las fuerzas que actúan 
en cada uno de estos puntos deben tener la misma magnitud, la misma linea de ac
ción y sentidos opuestos. Esta propiedad permitirá simplificar la solución de algu
nos problemas reemplazando las dos componentes desconocidas de una reacción, 
por una sola fuerza de magnitud desconocida pero cuya dirección es conocida.

2. Un cu erp o  su jeto  a  tres fu e rz a s  es  un cu erp o  qu e está  som etido a  fu e r 
zas q u e  actú an  só lo  en  tres puntos. Las resultantes de las fuerzas que actúan 
en cada uno de estos puntos deben ser concurrentes o paralelas. Para resolver un 
problema que involucra a un cuerpo sujeto a tres fuerzas concurrentes, se dibuja 
el diagrama de cuerpo libre mostrando que estas tres fuerzas pasan a través del mis
mo punto. Entonces, el uso de la geometría elemental permitirá completar la solu
ción utilizando un triángulo de fuerzas [problema resuelto 4.6].

A pesar de que es fácil entender el principio señalado en el párrafo anterior para 
la solución de problemas que involucran a cuerpos sometidos a la acción de tres 
fuerzas, puede ser difícil dibujar las construcciones geométricas necesarias. Si se 
tienen dificultades, primero se debe dibujar un diagrama de cuerpo libre de tama
ño razonable y entonces, se debe buscar una relación entre longitudes conocidas o 
que se puedan calcular fácilmente y una dimensión que involucre a una incógnita. 
Esto se hizo en el problema resuelto 4.6, donde las dimensiones AE y CE, que eran 
fáciles de calcular, fueron empleadas para determinar el ángulo a.



Problemas

4.63 Dos eslabones, uno vertical y otro horizontal, se articulan a una 
rueda y sobre ellos se aplican las fuerzas mostradas en la figura. Si a = 75 
mm, determine el valor de P y la reacción en A.

4.64 Dos eslabones, uno vertical y otro horizontal, se articulan a una 
rueda y sobre ellos se aplican las fuerzas mostradas en la figura. Determine 
el rango de valores de la distancia a para los cuales la magnitud de la reac
ción en A no pasa de 180 N.

4.65 Resuelva el problema 4.21 usando el método de la sección 4.7.

4.66 Resuelva el problema 4.33 usando el método de la sección 4.7.

4.67 Una ménsula en forma de T soporta una carga de 75 lb, según 90 N 
muestra la figura. Determine las reacciones en A y C cuando a) a  = 90°, Figura P4.63 y P4.64
b) a  = 45°.

£

-20 f't- -6 0  ft

Figura P4.68

4.68 Una viga uniforme que pesa 6 000 lb se mantiene en posición 
horizontal por medio de dos cables de grúa. Determine el ángulo a y la ten
sión en cada cable.

4.69 Para remover un clavo, se coloca un pequeño bloque de madera 
debajo de una barreta y se aplica una fuerza horizontal P, como indica la fi
gura. Si / = 88 mm y P = 130 X, determine la fuerza vertical ejercida sobre 
el clavo y la reacción en B.

4.70 Para remover un clavo, se coloca un pequeño bloque de madera 
debajo de una barreta v se aplica una fuerza horizontal P, como indica la fi
gura. Si la fuerza vertical máxima necesaria para extraer el clavo es de 2 600 
X, y la fuerza horizontal P no debe superar los 290 X, determine el mayor 
valor aceptable para la distancia Z.

187
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Figura P4.71 y P4.72

4.71 Un trabajador levanta una escalera con longitud de 9.2 in y ma
sa de 53 kg, como se muestra en la figura. Si a - 1.8 m y la fuerza ejercida 
por el trabajador es perpendicular a la escalera, determine a) la magnitud de 
la fuerza, b ) la reacción en B.

4.72 Un trabajador levanta una escalera con longitud de 9.2 m y ma
sa de 53 kg, como se muestra en la figura. Si la fuerza ejercida por el traba
jador es perpendicular a la escalera, determine a) el valor mínimo de a pa
ra el que la componente vertical de la reacción en tí es cero, h) la fuerza 
correspondiente ejercida por el trabajador.

4.73 Para remover la tapa de una cubeta de 5 galones, se emplea la 
herramienta mostrada en la figura v se aplica una fuerza hacia arriba, radial
mente hacia fuera, sobre el borde inferior interno de la tapa. Si el borde se 
apoya contra la herramienta en el punto A v se aplica una fuerza de 20 lb so
bre el mango, determine la fuerza que actúa sobre el borde.

Figura P4.73

4.74 Para remover la tapa de una cubeta de 5 galones, se emplea la 
herramienta mostrada en la figura y se aplica una fuerza hacia arriba, radial
mente hacia fuera, sobre el borde inferior interno de la tapa. Si la parte su
perior y el borde de la tapa se apoyan contra la herramienta en A y B, res
pectivamente, y se aplica una fuerza de 14 lb sobre el mango, determine la 
fuerza que actúa sobre el borde.

4.75 Un rodillo de 20 kg y 200 mm de diámetro se usa sobre un sue
lo de teja y descansa en el desnivel que se muestra en la figura. Si el espe
sor de cada teja es de 8 mm, determine la fuerza P requerida para mover el 
rodillo sobre las tejas cuando se le empuja hacia la izquierda.

4.76 Un rodillo de 20 kg y 2(X) mm de diámetro se usa sobre un sue
lo de teja y descansa en el desnivel que se muestra en la figura. Si el espe
sor de cada teja es de 8 mm, determine la fuerza P requerida para mover el 
rodillo sobre las tejas cuando se le jala hacia la derecha.

Figura P4.74

Figura P4.75 y P4.76



4.77 La.abrazadera mostrada en la figura se usa para fijar la pieza de 
trabajo C. Suponga que la máxima fuerza compresiva permisible sobre la pie
za de trabajo es de 40 lb y, sin tomar en cuenta el efecto de la fricción en A, 
determine la correspondiente a) reacción en B, b) reacción en A, c) tensión 
en el tomillo.

4.78 Una pequeña grúa se monta sobre la parte trasera de una camio
neta y se usa para levantar una caja de 260 Ib. Determine a) la fuerza ejer
cida por el cilindro hidráulico BC sobre la grúa, b ) la reacción en A.

Figura P4.78

4.79 El elemento ABC en forma de L se sostiene por medio de un 
apoyo de pasador, instalado en C, y una cuerda inextensible unida en Ay B 
que pasa sin fricción por una polea colocada en D. Determine a) la tensión 
en la cuerda, b) la reacción en C.

4.80 El elemento ABCD se sostiene por medio de un apoyo de pasa
dor, colocado en C, y una cuerda inextensible unida en A y D que pasa sin 
fricción por las poleas puestas en B y E. Sin tomar en cuenta el tamaño de 
las poleas, determine la tensión en la cuerda y la reacción en C.

4.81 Una palanca de gancho modificada se usa para levantar un tron
co de 8 in. de diámetro que pesa 80 lb. Si 6 = 45° y la fuerza ejercida por el 
trabajador en el punto C es perpendicular al mango de la palanca, determi
ne a) la fuerza ejercida en C, b) la reacción en A.

*4.82 Una palanca de gancho modificada se usa para levantar un tron
co de 8 in. de diámetro que pesa 80 lb. Si 6 = 60° y la fuerza ejercida por el 
trabajador en el punto C es perpendicular al mango de la palanca, determi
ne a) la fuerza ejercida en C, b) la reacción en A.

4.83 Resuelva el problema 4.17c empleando el método de la sección 4.7.

Problemas 189

Figura P4.81 y P4.82



190 Equilibrio de cuerpos rígidos 4.84 Resuelva el problema 4.25 empleando el método de la sección 4.7.

Figura P4.85 y P4.86

Figura P4.87

4.85 La barra uniforme AB de masa m y longitud L está unida a dos 
bloques, los cuales se deslizan libremente por las ranuras circulares que se 
muestran en la figura. Si la barra está en equilibrio y L = 2R, determine
a) el ángulo a  que forma la barra con la horizontal, b) las reacciones en A y B.

*4.86 La barra uniforme AB de masa rn y longitud L está unida a dos 
bloques, los cuales se deslizan libremente por las ranuras circulares mostradas 
en la figura. Si a  = 45°, determine «) el máximo valor de L para el que la ba
rra se encuentra en equilibrio, b) las reacciones correspondientes en A y B.

4.87 El peso total de una carretilla llena de grava es de 120 lb. Si la 
carretilla se sostiene sobre un plano inclinado a 18° en la posición que mues
tra la figura, determine la magnitud y la dirección de a) la fuerza ejercida 
por el trabajador sobre cada mango, b ) la reacción en C. (Sugerencia: Con
sidere que la rueda es un cuerpo sometido a dos fuerzas.)

4.88 Resuelva el problema 4.87 suponiendo que la pendiente del pla
no es de 18° hacia abajo.

4.89 Una barra delgada uniforme con longitud de 10 in. y peso de 0.01 
lb está balanceada sobre un vaso que tiene diámetro interior de 2.8 in. Sin 
tomar en cuenta la fricción, determine el ángulo 6 correspondiente a la po
sición de equilibrio.

4.90 Una barra delgada de longitud L  y peso W está unida a dos co
llarines que se pueden deslizar libremente a lo largo de las guías mostradas 
en la figura. Si la barra está en equilibrio, obtenga una expresión para calcu
lar el ángulo 6 en términos del ángulo /3.

4.91 Una barra delgada de 10 kg y longitud L está unida a dos colla
rines que se pueden deslizar libremente a lo largo de las guías mostradas en 
la figura. Si la barra está en equilibrio y fi = 25°, determine a) el ángulo 8 
que la barra forma con la vertical, h) las reacciones en Ay B.

Figura P4.89

% B

4.92 U na barra delgada de longitud L  se coloca entre la clavija C y la 
pared vertical. La barra soporta una carga P en su extremo A. Sin tomar en 
cuenta la fricción ni el peso de la barra, determine el ángulo 8 correspon
diente a la posición de equilibrio.

4.93 Un atleta hace “lagartijas" sobre una tabla inclinada. Sin tomar 
en cuenta la fricción entre sus zapatos y la tabla, determine el valor de 6 si 
este deportista desea limitar la magnitud de la fuerza total ejercida sobre sus 
manos a un 80% de su peso.Figura P4.93



4.94 Una barra delgada y uniforme de longitud 2L y peso W se apoya 
sobre un rodillo colocado en D, y se mantiene en la posición de equilibrio 
mostrada en la figura mediante una cuerda de longitud a. Si L = 8 in., deter
mine a) el ángulo 9, b ) la longitud a.

4.95 Una barra delgada y uniforme de masa m y longitud 4r se apoya so
bre la superficie mostrada en la figura y se mantiene en la posición de equili
brio gracias a la fuerza P. Sin considerar el efecto de la fricción en A y C, a) de
termine el ángulo 9, b) obtenga una expresión para P en términos de rn y g.

EQUILIBRIO EN TRES DIMENSIONES

4.8. EQUILIBRIO DE UN CUERPO RÍGIDO 
EN TRES DIMENSIONES

En la sección 4.1 se explicó que, para el caso general de tres dimensio
nes, se requieren seis ecuaciones escalares para expresar las condicio
nes de equilibrio de un cuerpo rígido:

(4.2)
(4.3)

Estas ecuaciones pueden resolverse para un máximo de seis incógnitas 
que, generalmente, representarán reacciones en los apoyos o las cone
xiones.

En la mayor parte de los problemas, las ecuaciones escalares (4.2) 
y (4.3) se obtendrán de modo más práctico si primero se expresan en 
forma vectorial las condiciones para el equilibrio del cuerpo rígido con
siderado. Para ello se escribe

2FX= 0 SFy =  0 2F. = 0
2  M x= 0 2  My = 0 2  M z= 0

2 F  =  0 2M 0 =  2 (r  x F ) = 0 (4.1)

y se expresan las fuerzas F y los vectores de posición r  en términos de 
componentes escalares y vectores unitarios. Después, se calculan todos 
los productos vectoriales, ya sea mediante cálculo directo o con deter
minantes (vea la sección 3.8). Se observa que a través de una selección 
cuidadosa del punto O se pueden eliminar de los cálculos hasta tres com
ponentes desconocidas de las reacciones. Al igualar a cero los coeficien
tes de los vectores unitarios en cada una de las dos relaciones (4.1) 
obtienen las ecuaciones escalares deseadas.1

4.9. Reacciones en puntos de apoyo 191 
y conexiones para una estructura 

tridimensional

Figura P4.94

se

4.9. REACCIONES EN PUNTOS DE APOYO Y CONEXIONES 
PARA UNA ESTRUCTURA TRIDIMENSIONAL

En una estructura tridimensional, las reacciones abarcan desde una so
la fuerza de dirección conocida, que ejerce una superficie sin fricción, 
hasta un sistema fuerza-par ejercido por un apoyo fijo. Por tanto, en los 
problemas que involucran el equilibrio de una estructura tridimensional 
pueden existir entre una y seis incógnitas asociadas con la reacción co
rrespondiente a cada apoyo o conexión. En la figura 4.10 se muestran 
varios tipos de apoyos y conexiones con sus respectivas reacciones. Una 
forma sencilla de determinar tanto el tipo de reacción correspondiente 
a un apoyo o conexión dado, como el número de incógnitas involucradas, 
consiste en establecer cuáles de los seis movimientos fundamentales

Figura P4.95

1 En algunos problemas, es conveniente eliminar de la solución las reacciones en dos puntos 
A y B escribiendo la ecuación de equilibrio SA Í^  =  0, la cual implica determinar los momen
tos de las filenas respecto al eje AB que une los puntos A y B (vea el problema resuelto 4.10).
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Fotografía 4.6 Las juntas universales que se 
encuentran comúnmente en las flechas motrices 
de los autos y camiones de tracción trasera, 
permiten la transmisión del movimiento rotacional 
entre dos ejes no colineales.

Fotografía 4.7 La caja de cojinetes que se 
muestra en la fotografía sostiene al eje de un 
ventilador usado en un taller de fundición.

(traslación en las direcciones x, y y z y rotación con respecto a los ejes 
x, y y z) están permitidos y cuáles de estos movimientos están restrin
gidos.

Por ejemplo, los apoyos de bola y cuenca o de rótula, las superfi
cies sin fricción (lisas) y los cables sólo impiden la traslación en una di
rección y, por tanto, ejercen una sola fuerza cuya línea de acción es 
conocida; así, cada uno de estos apoyos involucra una incógnita, la cual 
está dada por la magnitud de la reacción. Los rodillos sobre superfi
cies rugosas y las ruedas sobre rieles impiden la traslación en dos di
recciones; por consiguiente, las reacciones correspondientes consisten 
en dos componentes de fuerza desconocidas. Las superficies rugosas en 
contacto directo y las rótulas (bola y cuenca) impiden la traslación 
en tres direcciones; por tanto estos apoyos involucran tres componentes 
de fuerza desconocidas.

Algunos apoyos y conexiones pueden impedir la rotación y la tras
lación; en estos casos, las reacciones correspondientes incluyen tanto 
pares como fuerzas. Por ejemplo, la reacción en un apoyo fijo, la cual 
impide cualquier movimiento (tanto de rotación como de traslación), 
consiste en tres fuerzas y tres pares, todos desconocidos. Una junta uni
versal diseñada para permitir la rotación alrededor de dos ejes ejerce
rá una reacción que consiste en tres componentes de fuerza y un par, 
todos desconocidos.

Otros apoyos y conexiones se usan primordialmente para impedir 
traslaciones; sin embargo, su diseño es tal que también impiden algu
nas rotaciones. Las reacciones correspondientes consisten en compo
nentes de fuerza pero también pueden incluir pares. Un grupo de apo
yos de este tipo incluye las bisagras y los cojinetes diseñados para 
soportar sólo cargas radiales (por ejemplo, las chumaceras y los cojine
tes de rodillos). Las reacciones correspondientes consisten en dos com
ponentes de fuerza pero pueden incluir también dos pares. Otro gru
po incluye apoyos de pasador y ménsula, bisagras y cojinetes diseñados 
para soportar tanto un empuje axial como una carga radial (por ejem
plo, los cojinetes de bola). Las reacciones correspondientes consisten 
en tres componentes de fuerza pero pueden incluir dos pares. Sin em
bargo, estos apoyos no ejercerán pares apreciables bajo condiciones 
normales de uso. Por tanto, en su análisis sólo se deben incluir las com
ponentes de fuerza a menos que se encuentre que los pares son nece
sarios para mantener el equilibrio del cuerpo rígido o si se sabe que el 
apoyo ha sido diseñado específicamente para ejercer un par (véanse 
problemas del 4.128 al 4.131).

Si las reacciones involucran más de seis incógnitas, hay más incóg
nitas que ecuaciones y algunas de las reacciones son estáticamente in
determinadas. Si las reacciones involucran menos de seis incógnitas, 
existen más ecuaciones que incógnitas y pueden no cumplirse algunas 
de las ecuaciones de equilibrio bajo una condición general de carga, 
en tales circunstancias, el cuerpo rígido sólo está parcialmente restrin
gido. Sin embargo, bajo condiciones específicas de carga correspon
dientes a un problema dado, las ecuaciones adicionales se reducen a 
identidades triviales, como 0 = 0 y pueden descartarse; así, aunque el 
cuerpo rígido sólo está parcialmente restringido, éste permanece en 
equilibrio (véanse los problemas resueltos 4.7 y 4.8). A pesar de que 
se tengan seis o más incógnitas, es posible que no se cumplan algunas 
de las ecuaciones de equilibrio. Esto puede ocurrir cuando las reac
ciones asociadas con los apoyos son paralelas o intersecan a la misma 
línea; entonces, el cuerpo rígido tiene restricción impropia.
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superficie rugosa
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Figura 4.10 Reacciones en apoyos y conexiones.
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PROBLEMA RESUELTO 4.7
Una escalera de 20 kg que se usa para alcanzar los estantes superiores en un 
almacén está apoyada en dos ruedas con pestañas A y B montadas sobre un 
riel y en una rueda sin pestañas C que descansa sobre un riel fijo a la pared. 
Un hombre de 80 kg se para sobre la escalera y se inclina hacia la derecha. 
La línea de acción del peso combinado W del hombre y la escalera interseca 
al piso en el punto D. Determínense las reacciones en A, B y C.

0.6 m 
0.6 m

....

SOLUCIÓN

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre 
de la escalera. Las fuerzas involucradas son el peso combinado del hombre 
y la escalera.

W = —mgj = -(80  kg 4- 20 kg)(9.81 m/s2)j = -(981 N)j
y cinco componentes de reacción desconocidos, dos en cada rueda con pes
tañas y uno en la rueda sin pestañas. Por tanto, la escalera sólo tiene res
tricción parcial; ésta se puede desplazar libremente a lo largo de los rieles. 
Sin embargo, la escalera está en equilibrio bajo la condición de carga dada 
puesto que se satisface la ecuación 2F* = 0.

Ecuaciones de equilibrio. Se expresa que las fuerzas que actúan so
bre la escalera forman un sistema equivalente a cero:
2 F  = 0: Ayj + A.k + Byj  + B-k -  (981 N)j + Ck = 0

(Ay + By -  981 N)j + (A- 4- B: + C)k = 0 (1)
2Ma = 2(r x F) = 0: 1.2i x (Bvj  + B3k) + (0.9i -  0.6k) x (-981j)

+ (0.6i + 3j -  1.2k) x Ck = 0
Calculando los productos vectoriales se tiene1

1.2Byk -  1.2B-j -  882.9k -  588.6Í -  O.BCj + 3Ci = 0 
(3C -  588.6)i -  (1.2B- + 0.6C)j + (1.2By -  882.9)k = 0 (2)

Si se igualan a cero los coeficientes de i, j  y k en la ecuación (2), se ob
tienen las tres ecuaciones escalares siguientes, las cuales expresan que la suma 
de los momentos con respecto a cada uno de los ejes coordenados debe ser 
igual a cero.

3 C -  588.6 = 0 C = +196.2 N 
1.2B- + 0.6C = 0  B. = -98.1 N

1.2By -  882.9 = 0 By = +736 N
Por tanto, las reacciones en B y C son

B =+(736 N)j -  (98.1 N)k C = +(196.2 N)k <
Al igualar a cero los coeficientes de j  y k en la ecuación (1), se obtienen dos 
ecuaciones escalares que expresan que la suma de las componentes en las 
direcciones de y y z son iguales a cero. Si se sustituyen por By, BzyC  los va
lores obtenidos anteriormente, se escribe

Ay + B y -  981 = 0 Ay + A„ = +245 N736 -  981 = 0
Az + B, + C = 0 Az — 98.1 + 196.2 = 0 Az = -98.1 N 

Se concluye que la reacción en A es A = +(245 N)j -  (98.1 N)k A

' En este problema resuelto y en los problemas resueltos 4.8 y 4.9, los momentos tam
bién pueden expresarse en forma de determinantes (véase el problema resuelto 3.10).



Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja un diagrama de cuerpo libre 
del anuncio. Las fuerzas que actúan sobre el cuerpo libre son el peso W 
= —(270 lb)j y las reacciones en A, B y £. La reacción en A es una fuerza 
cuya dirección es desconocida y se representa con tres componentes des
conocidas. Como las direcciones de las fuerzas ejercidas por los cables son 
conocidas, cada una de dichas fuerzas sólo involucra una incógnita: las mag
nitudes Tbd  y  Te c . Como sólo hay cinco incógnitas, el anuncio tiene restric
ción parcial. Éste puede rotar libremente alrededor del eje x; sin embargo, 
el anuncio está en equilibrio bajo la condición de carga dada puesto que se 
satisface la ecuación 2M* = 0.

Las componentes de las fuerzas Tbd y Tfc-C pueden expresarse en tér
minos de las magnitudes desconocidas Tbd y Tec al escribir

BD = - (8  ft)i + (4 ft)j -  (8 ft)k BD = 12 ft 
EC = - (6  ft)¡ + (3 ft)j + (2 ft)k EC = 7 ft

T B D  =  T =  TBD( - f i  +  3j  -  fk)

T£C = T « ( § )  = TEC( - f i  + f j  + fk)

Ecuaciones de equilibrio. Se expresa que las fuerzas que actúan so
bre el anuncio forman un sistema equivalente a cero:

2F  = 0: Axi + Ayj  + Azk + TBD + Ttc -  (270 lb)j = 0 
(Ax -  ¡Tbo -  |T£C)Í + (Ay + \TBD + jT ec  -  270 lb)j

+ (Az -  f TBD + f  TEC)k = 0 (1)

2Ma = Z(r x F) = 0:
(8 ft)i x TBD( - f i  + } j  -  fk) + (6 ft)i x r £C( - f i  + f j  + fk)

+ (4 ft)i x (-270 lb)j = 0 
(2.667Tbd + 2.571 Tt:c ~ 1080 lb)k -I- (5.333TBD -  1.714TKC)j = 0 (2)

Si se igualan a cero los coeficientes de j  y k en la ecuación (2), se ob
tienen dos ecuaciones escalares que deben resolverse para Tbd y Tec:

TBD = 101.3 lb Tec = 3151b <

Al igualar a cero los coeficientes de i, j  y k en la ecuación (1), se obtienen 
otras tres ecuaciones que proporcionan las componentes de A. Así, se tiene 
que

A = +(338 lb)i + (101.2 lhjj -  (22.5 lb)k <



160 mm PROBLEMA RESUELTO 4.9
Una tapa uniforme de un tubo que tiene un radio r = 240 mm y una masa 
de 30 kg se mantiene en una posición horizontal por medio del cable CD. 
Suponga que el cojinete en B no ejerce ninguna fuerza axial, determine la 
tensión en el cable y las reacciones en A y B.

ü É É

y

80 mm 

160 mm j V  
r  = 240 m nv

Ax = +49.0 N

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja un diagrama de cuerpo libre 
con los ejes coordenados, como se muestra en la figura. Las fuerzas que ac
túan sobre el cuerpo libre son el peso de la tapa

W = —mgj  = —(30 kg)(9.81 m/s2)j = -(294 N)j

y las reacciones involucran seis incógnitas: la magnitud de la fuerza T ejer
cida por el cable, tres componentes de fuerza en la articulación A y dos en 
la articulación B. Las componentes de T se expresan en términos de la mag
nitud desconocida T descomponiendo al vector DC en sus componentes rec
tangulares y escribiendo

DC = —(480 mm)i + (240 mm)j — (160 minjk DC = 560 mm

T = = -®Ti + I t í  -  !rk  DC ' ' J

Ecuaciones de equilibrio. Se expresa que las fuerzas que actúan so
bre la tapa constituyen un sistema equivalente a cero:

2F  = 0: A, i + A J  + A.k + Bx i + Byj  + T -  (294 N)j = 0
(Ax + Bx — fr)i + (A, + By + f r  -  294' N)j + (A, -  |T)k = 0 (1)

EMb = 2(r X F) = 0:
2rk x (ATi + Ayj  + A.k)

+ (2rí + rk) X (—t71 + f í ’j  — |Tk)
+ (ri + rk) X (-294 N)j = 0 

(—2Ay -  f T +  294 N)ri + (2AX -  f j > j  + (®T -  294 N)rk = 0 (2)

Si se igualan a cero los coeficientes de los vectores unitarios en la ecua
ción (2), se escriben tres ecuaciones escalares que proporcionan el siguien
te resultado

Ay — +73.5 N

Bv = +73.5 N

A = +(49.0 N)i + (73.5 N)j + (98.0 N)k < 
B = +(245 N)i + (73.5 N)j <

íé iié é

■

■iim:

3 S ; S ' Í
Ü l

Al igualar a cero los coeficientes de los vectores unitarios en la ecuación (1), 
se obtienen tres ecuaciones escalares adicionales. Después de sustituir los 
valores de T, Ax y At/ en estas ecuaciones, se obtiene

A, = +98.0 N Bx = +245 N

Por tanto, las reacciones en A v B son
J



PROBLEMA RESUELTO 4.10
Una carga de 450 Ib está colgada en la esquina C de un tramo 
rígido de tubería ABCD que ha sido doblado, como se mues
tra en la figura. El tubo está apoyado por medio de rótulas 
en A y D, las cuales están unidas, respectivamente, al piso y 
a la pared vertical y por un cable que está unido al punto 
medio E de la porción BC del tubo y al punto G en la pared. 
Determine: a) dónde debe estar ubicado el punto G si la ten
sión en el cable debe ser mínima y b) el valor mínimo co
rrespondiente de la tensión.

SOLUCION

12 ft

D-k

y
—̂  G(x, y ,  0) 

kTmfa

E ( 6 ,12, 6)

1

c

' w

X

Diagrama de cuerpo libre. El diagrama de cuerpo libre del tubo 
incluye la carga W = (—450 Ib )j, las reacciones en A y en D y la fuerza T ejerci
da por el cable. Para eliminar de los cálculos a las reacciones en A y en D, se 
expresa que la suma de los momentos de las fuerzas con respecto a AD es igual 
a cero. Si se representa con A el vector unitario a lo largo de AD, se escribe

2Mad = 0: A • (AE x T) + A • (AC x W) = 0 (1)

El segundo término en la ecuación (1) se puede calcular como sigue:

AC x_W = (12i + 12j) x (—450j) = - 5  400k 
AD 12i + 12j -  6k 2. 2. i,

_^ ~~ AD ~ 18 _  31 + sJ 3
A • (AC x W) = (fi + f j  -  fk) • ( - 5  400k) = +1 800

Sustituyendo el valor obtenido en la ecuación (1), se escribe

A • (ÁE X  T) = - 1  800 Ib • ft (2)

Valor mínimo de la tensión. Recordando la propiedad conmutativa 
para los productos triples escalares, se vuelve a escribir la ecuación (2) de la 
siguiente forma

T • (A x AE) = -18001b ■ ft (3)

la cual demuestra que la proyección de T sobre el vector A X AE es una 
constante. Se concluye que T es mínima cuando es paralela al vector

A x AE = (fi + f j  -  f  k) X (6i + 12j) = 4i -  2j + 4k
2 1 2Como el vector unitario correspondiente es j i  — + 3 k, se escribe

Tmín = T(fi - f j  + fk) (4)

Al sustituir a T y a A X AE en la ecuación (3) y calcular los productos punto, 
se obtiene 6T = — 1 800 y, por tanto, T = —300. Al llevar este valor a la 
ecuación (4), se obtiene

Tmín = —200i + lOOj -  200k Trnfn = 300 Ib <

Ubicación de G. Como el vector EG y la fuerza Tmín tienen la misma 
dirección, sus componentes deben ser proporcionales. Representando las 
coordenadas de G con x, y, 0, se escribe

x — 6 y — 12 0 — 6 „ n _ r, ^--------= -z--------- = ——  x = 0 y = 15 ft <
-20 0  +100 -20 0  J
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R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En las secciones que se acaban de explicar se consideró el equilibrio de un cuerpo 
tridimensional. Es muy importante que se dibuje un diagrama de cuerpo libre com
pleto como primer paso en la solución de un problema.

1. A m ed ida qu e se d ib u ja  e l d iagram a d e cu erp o  l ib r e , se d e b e  p on er  aten 
ción  esp ec ia l en  las reacc ion es  en los ap oy os. E l  número de incógnitas en un 
apoyo puede ir desde uno hasta seis (figura 4.10). Para decidir cuándo existe una 
reacción desconocida o una componente de reacción en un apoyo, es necesario 
cuestionarse si el apoyo impide el movimiento del cuerpo en una cierta dirección 
o alrededor de un cierto eje.

a) Si se  im pide el m ovim iento en  una cierta  d irecc ió n , se debe incluir en 
el diagrama de cuerpo libre una reacción o componente de reacción desconocida 
que actúa en esa misma dirección.

b ) Si un a p o y o  im p ide la  ro tac ión  a lr ed ed o r  d e  un c ier to  e je ,  se debe in
cluir en el diagrama de cuerpo libre un par de magnitud desconocida que actúa 
alrededor de ese mismo eje.

2. L as fu erz a s  externas q u e  actú an  sob re  un cu erp o  trid im ension al consti
tuyen  un sistem a equ iv a len te  a  c ero .  Si se escribe S F  = 0 y XMA = 0 con res
pecto a un punto apropiado A y se igualan a cero los coeficientes de i, j  y k en am
bas ecuaciones, se obtienen seis ecuaciones escalares. En general, estas ecuaciones 
se pueden resolver para conocer las seis incógnitas que contendrán.

3. D espués d e  com p leta r  e l d iagram a d e  cu erp o  lib re , se  p u ed e  tra tar  de  
bu scar  ecu ac ion es  qu e involucren  e l  m enor núm ero d e incógnitas p os ib le . 
Las siguientes estrategias pueden ser de utilidad.

a) Sumar momentos con respecto a un apoyo de rótula o a una bisagra, se ob
tienen ecuaciones en las cuales se han eliminado tres componentes de reacción des
conocidos [problemas resueltos 4.8 y 4.9].

b )  Dibujar, si es posible, un eje a través de los puntos de aplicación de todas 
las reacciones desconocidas, excepto una, y sumar momentos con respecto a dicho 
eje para obtener la ecuación con una incógnita [problema resuelto 4.10].

4. D espués d e  d ib u ja r  e l d iagram a d e  cu erp o  lib re , se recom ien d a  com 
p a ra r  e l núm ero d e incógnitas con  e l n úm ero d e ecu ac ion es  d e  eq u ilib r io  
esca la res  y no redundantes p a ra  e l p rob lem a  d ad o . Al realizar esta com
paración se sabrá si el cuerpo tiene restricción apropiada o parcial y si el problema 
es estáticamente determinado o indeterminado. Además, puesto que en capítulos 
posteriores se considerarán problemas más complejos, el conocimiento del número 
de incógnitas y ecuaciones ayudará a encontrar las soluciones correctas.



Problemas

4.96 Dos bandas do transmisión pasan sobre una polea de doble dis
co unida a un eje que se sostiene mediante los cojinetes instalados en A v D. 
El disco interior tiene radio de 125 mm y el radio del disco exterior mide 
250 mm. Cuando el sistema está en reposo la tensión es de 90 N en ambos 
tramos de la banda B y de 150 N en los dos tramos de la banda C, enton
ces, determine las reacciones en A y D. Suponga que el cojinete instalado en 
I) no ejerce ningún empuje axial.

!/

4.97 Los engranes A y B están unidos a un eje sostenido por cojine
tes instalados en C y D. Los diámetros de los engranes A y B son, respecti
vamente, de 6 y 3 in.; sobre estos engranes actúan las fuerzas tangenciales y 
radiales que se muestran en la figura. Si el sistema gira a velocidad angular 
constante, determine las reacciones en C y D. Suponga que el cojinete pues-

4.98 Resuelva el problema 4.97 suponiendo que, para el engrane A, 
las fuerzas tangencial y radial están actuando en E de tal forma que F , = (265 
lb)j + (96 lb)k.
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200 Equilibrio de cuerpos rígidos

Figura P4.99

Figura P4.102 y P4.103

4.99 Una hoja de madera de 1.2 X 2.4 m y masa de 18 kg ha sido co
locada temporalmente contra la columna CD. Está apoyada en A y B sobre 
pequeños bloques de madera y contra clavos salientes. Sin tomar en cuenta 
la fricción de todas las superficies en contacto, determine las reacciones en 
A, B y C.

4.100 Para la porción de máquina mostrada en la figura, la polea A de 
100 mm de diámetro y la rueda B están fijas a un eje sostenido por cojine
tes instalados en C y D. El resorte tiene constante igual a 366 N/rn y no es
tá deformado cuando 6 = 0, y el cojinete puesto en C no ejerce ninguna 
fuerza axial. Si 6 = 180° y la máquina está en reposo y equilibrio, determi
ne a) la tensión T, b) las reacciones en C y D. No tome en cuenta los pesos 
del eje, de la polea ni de la rueda.

4.101 Resuelva el problema 4.100 para 6 = 90°.

4.102 Una pila con varias hojas de tablarroca tiene masa de 170 kg y 
reposa sobre tres bloques de madera colocados bajo sus bordes. Determine 
la fuerza ejercida sobre cada bloque.

4.103 Una pila con varias hojas de tablarroca tiene masa de 170 kg y 
reposa sobre tres bloques de madera colocados bajo sus bordes. Determine 
la masa y la ubicación de la cubeta más ligera de arena de forma que, cuan
do se coloque sobre la hoja superior de tablarroca, las fuerzas ejercidas so
bre los tres bloques sean iguales.



4.104 Dos tubos de acero AB y BC, cada uno con peso por unidad de 
longitud igual a 5 lb/ft, se sueldan juntos en B y se sostienen mediante tres 
alambres. Si a = 1.25 ft, determine la tensión presente en cada alambre.

4.105 Para el arreglo de tubería del problema 4.104, determine a) el 
valor máximo permisible de a si el arreglo no debe ladearse, b) la tensión co
rrespondiente en cada alambre.

4.106 Una cámara de 0.53 Ib de peso está montada sobre un peque
ño trípode de 0.44 Ib. Si el peso de la cámara está uniformemente distribui
do y la línea de acción del peso del trípode pasa por D, determine a) las com
ponentes verticales de las reacciones en A, tí y C cuando 0 = 0, b) el máximo 
valor permisible de 6 si el trípode no debe ladearse.

Problemas 201

1.8 m.V

u

Figura P4.106

4.107 Una varilla uniforme de latón con peso W y longitud 3L se do
bla en forma de un triángulo equilátero v después se cuelga mediante tres 
alambres, como indica la figura. Determine la tensión en cada alambre.

4.108 Una varilla uniforme de latón con peso W y longitud 3L se do
bla en forma de un triángulo equilátero y después se cuelga mediante tres 
alambres, como indica la figura. Un pequeño collarín de peso W se coloca 
sobre el lado BD del triángulo y se ubica de tal forma que las tensiones de 
los alambres en A y B sean iguales. Determine a) la tensión en los alambres, 
h) la posición del collarín.

4.109 Una señal cuadrada hecha de acero está unida al marco ABC 
como indica la figura. Si la dirección del viento es perpendicular a la señal y 
ejerce una fuerza Fw de 135 N de magnitud en el centro del frente de la se
ñal, determine a) el valor de / para el cual las componentes horizontales de 
las reacciones en los tres soportes son iguales, b) los valores de las compo
nentes horizontales cuando l = 500 mm. Figura P4.109



202 Equilibrio de cuerpos rígidos 4.110 U na abertura en el piso se cubre con una hoja de madera de
4.5 X 6 ft que pesa 27 lb. La hoja de madera está articulada en A y B, y se 
mantiene en una posición ligeramente por arriba del piso mediante un blo
que pequeño, C. Determine la componente vertical de la reacción en a) A,
b) B, c ) C.

0.75 ft

Figura P4.110

4.111 Resuelva el problema 4.110, pero ahora suponga que el bloque 
pequeño C se coloca debajo del borde DF. a  0.75 ft de la esquina E.

4.112 El asta bandera AC de 10 ft de longitud forma un ángulo de 30° 
con el eje z. El asta se sostiene mediante un apoyo de rótula colocado en C 
y dos tirantes delgados, BD y BE. Si la distancia BC es de 3 ft, determine la 
tensión en cada tirante y la reacción en C.

Figura P4.113

Figura P4.112

4.113 Una pieza de maquinaria de 2 720 lb cuelga de un cable que 
pasa sobre una polea colocada en E y está unido al soporte puesto en D. El 
aguilón AE se sostiene mediante una junta de rótula instalada en A y por me
dio do los cables BF y CF. Determine a) las tensiones en los cables BF y CF, 
h) la reacción en A.



4.114 El cable CD está unido al mástil ABC de 10 m que se muestra 
en la figura. La base A del mástil se sostiene mediante una junta de rótula, 
v el mástil está asegurado por los cables BE y BF. Si 6 = 30° y <b = 10°, y la 
tensión en el cable CD es de 600 N, determine a) la tensión presente en los 
cables BE y BF, b) la reacción en A.

4.115 El cable CD está unido al mástil ABC de 10 m que se muestra 
en la figura. La base A del mástil se sostiene mediante una junta de rótula, 
y el mástil está asegurado por los cables BE y BF. Si <t> = 8o y la tensión en 
los cables BE y BF es de 840 y 450 N, respectivamente, determine a) el va
lor de 6, h) la tensión en el cable CD, c) la reacción en A.

4.116 Un brazo de 2.4 m de longitud se sostiene mediante un apoyo 
de rótula puesto en C y los cables AD y BE. Determine la tensión en cada 
cable y la reacción en C.

4.117 Resuelva el problema 4.116, pero ahora suponga que la carga 
de 880 N se reemplaza con dos cargas de 440 N aplicadas en A y B.

4.118 Dos tubos de acero ABCD y EBF se sueldan juntos en B para 
formar el brazo que se muestra en la figura. El brazo se sostiene mediante 
un apoyo de rótula colocado en D y por medio de los cables EG e JCFH; el 
cable JCFH pasa sin fricción alrededor de las poleas instaladas en C v F. Pa
ra la carga mostrada, determine la tensión en cada cable y la reacción en D.
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Figura P4.114 y P4.115

Figura P4.116

Figura P4.118

4.119 Resuelva el problema 4.118, pero ahora suponga que la carga 
de 140 lb se aplica en B.

4.120 La tapa de la abertura de un techo pesa 75 lb; tiene bisagras en 
las esquinas A y B, y se mantiene en la posición deseada mediante una vari
lla CD articulada en C. Un pasador localizado en el extremo D de la varilla 
entra en uno de varios orificios perforados en el borde de la tapa. Para la po
sición mostrada, determine a) la magnitud de la fuerza ejercida por la vari
lla CD, b) las reacciones en las bisagras. Suponga que la bisagra puesta en B 
no ejerce ninguna fuerza de empuje axial. Figura P4.120



204 Equilibrio de cuerpos rígidos 4.121 La palanca AB se suelda a la barra doblada BCD que está sos
tenida mediante cojinetes instalados en E y F y por medio del cable DC. Si 
el cojinete en E no ejerce ninguna fuerza de empuje axial, determine a) la 
tensión en el cable DG, b) las reacciones en E y F.

4.122 La placa roctangidar mostrada en la figura tiene masa de 15 kg 
y se conserva en posición mediante las bisagras instaladas en A y B y por me
dio del cable EF. Si la bisagra en B no ejerce ninguna fuerza de empuje 
axial, determine a) la tensión en el cable, b) las reacciones en A y B.

y

Figura P4.121

Figura P4.122

4.123 Resuelva el problema 4.122, pero ahora suponga que el cable 
EF se reemplaza por un cable unido a los puntos E y H.

4.124 Una pequeña puerta con masa do 7 kg está unida mediante las 
bisagras A y B a una pared, y se sostiene en la posición horizontal mostrada 
por medio de la cuerda EFH. La cuerda pasa sin fricción alrededor de una 
polea pequeña instalada en F y está atada a una abrazadera fija en H. Si la 
bisagra puesta en A no ejerce ninguna fuerza de empuje axial, determine
a) la tensión en la cuerda, b) las reacciones en A y B.

Figura P4.124

4.125 Resuelva el problema 4.124, pero ahora suponga que la cuerda 
está unida a la puerta en l.



4.126 La plataforma horizontal ABCD pesa 60 Ib y soporta una carga 
de 240 Ib en su centro. Normalmente, la plataforma se mantiene en posición 
gracias a las bisagras colocadas en A y B y por medio de los puntales CE y 
DE. Si se retira el puntal DE, determine las reacciones en las bisagras y la 
fuerza ejercida por el otro puntal CE. La bisagra puesta en A no ejerce nin
guna fuerza de empuje axial.

4.127 Una hoja de madera de 1.2 X 2.4 m se sostiene temporalmen
te por medio de clavos, instalados en D y E, y dos puntales de madera cla
vados en A, B y C. El viento sopla sobre la cara oculta de la hoja de made
ra, y se supone que su efecto puede representarse mediante una fuerza Pk 
aplicada en el centro de la hoja. Si cada puntal se vuelve inseguro y comien
za a pandearse cuando está sujeto a una fuerza axial de 1.8 kN, determine
a) el máximo valor permisible para la magnitud P de la fuerza del viento,
b) el valor correspondiente de la componente z de la reacción en E. Supon
ga que los clavos están flojos y no ejercen ningún par.
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Figura P4.126

Figura P4.127

4.128 El mecanismo tensionante para una banda de transmisión con
siste en la polea sin fricción A, la placa de montaje B y el resorte C. Unido 
a la parte baja de la placa de montaje se encuentra un bloque deslizante D 
que puede moverse libremente en la ranura de la ménsula E. Si la polea y 
la banda pertenecen a un plano horizontal, el tramo F de la banda es para
lelo al eje x, y el tramo G forma un ángulo de 30° con el eje x, determine
a) la fuerza en el resorte, b) la reacción en D.

Figura P4.128



206 Equilibrio de cuerpos rígidos 4.129 La palanca AB se suelda a la barra doblada BCD que está sos
tenida por el cojinete E y el cable DG. Si el cojinete puede ejercer una fuer
za de empuje axial v pares respecto a ejes paralelos a los ejes x y z, determi
ne a) la tensión en el cable DG, h) la reacción en E.

4.130 La palanca ABD puede deslizarse y girar libremente por el pa
sador horizontal colocado en B. Si la fuerza de 24 N pertenece a un plano 
paralelo al plano xy, y el pasador puede ejercer pares respecto a los ejes y y 
z, determine a) las fuerzas presentes en los resortes CF y DE, b) la reacción 
en B.

4.131 Resuelva el problema 4.124, pero ahora suponga que la bisagra 
en A se retira y que la bisagra en B puede ejercer pares respecto a los ejes
yy *-

4.132 El elemento rígido ABC en forma de L se sostiene mediante un 
apoyo de rótula instalado en A y tres cables. Determine la tensión en cada 
cable y la reacción en A que causa la carga de 500 Ib aplicada en G.

Figura P4.129

Figura P4.132

4.133 Resuelva eJ problema 4. J 32, pero ahora suponga que se aplica 
una carga descendente adicional de 8(X) Ib en C.



4.134 El marco mostrado en la figura se sostiene mediante tres cables 
y un apoyo de rótula en A. Para P = 0, determine la tensión en cada cable 
y la reacción en A.
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4.135 El marco mostrado en la figura se sostiene mediante tres cables 
y un apoyo de rótula en A. Para P — 50 N, determine la tensión en cada ca
bio v la reacción en A.

4.136 Tres barras con longitudes a = 9 in., h = 6 in. y c = 12 in. se 
sueldan entre sí para formar la componente que se muestra en la figura. Es
ta componente se sostiene mediante las argollas colocadas en A y C y por 
medio de una muesca cortada en un bloque en el punto B. Sin tomar en 
cuenta la fricción, determine las reacciones en A, B y C cuando P = 40 lb, 
Ma = 36 lb • ft y Mc = 0.

4.137 Tres barras con longitudes a = 240 mrn, b = 200 mm y c = 
180 mm se sueldan entre sí para formar la componente que se muestra en 
la figura. Esta componente se sostiene mediante las argollas colocadas en A 
y C y por medio de una muesca cortada en un bloque en el punto B. Sin to
mar en cuenta la fricción, determine las reacciones en A, B y C cuando P = 
60 N, Ma = 6.3 N • m y Mc  = 13 N - m.



4.138 Para limpiar la tubería de desagüe obstruida AE, un plomero 
desconecta ambos extremos del tubo e inserta una guía a través de la aber
tura localizada en A. La cabeza cortadora de la guía se conecta mediante un 
pesado cable a un motor eléctrico que gira a velocidad constante mientras el 
plomero introduce el cable en la tubería. Las fuerzas ejercidas por el plome
ro y el motor sobre el extremo del cable se pueden representar mediante una 
llave de torsión F = —(80 N)k, M = —(144 N • m)k. Determine las reaccio
nes adicionales en B, C y D causadas por la operación de limpieza. Supon
ga que la reacción en cada soporte consiste en dos componentes de fuerza 
perpendiculares a la tubería.

4.139 Resuelva el problema 4.138, pero ahora suponga que el plome
ro ejerce una fuerza F = —(80 N)k y que el motor se desconecta (M = 0).

4.140 Una barra uniforme AB de 525 mm de longitud y masa de 3 kg 
está unida a un apoyo de rótula en A. La barra descansa sin fricción sobre 
una superficie inclinada y se mantiene en la posición que indica la figura me
diante la cuerda BC. Si la cuerda tiene longitud de 525 mm, determine a) la 
tensión en la cuerda, b) las reacciones en A y B.

4.141 La barra uniforme AB de 10 Ib se sostiene mediante un apoyo 
de rótula en A y también se apoya sobre la barra CD y la pared vertical. Sin 
tomar en cuenta el efecto de la fricción, determine a ) la fuerza que ejerce la 
barra CD sobre la barra AB, b) las reacciones en A y B. (Sugerencia: La fuer
za ejercida por CD sobre AB debe ser perpendicular a ambas barras.)



4.142 Mientras se instala una canaleta ABCD de 25 kg, ésta se sujeta 
a la pared mediante las bisagras E y F y se asegura con los puntales GH e IJ 
en su borde exterior. Si el peso de la canaleta está distribuido uniformemen
te, determine la magnitud de la fuerza ejercida sobre ésta por el puntal GH 
cuando se retira el puntal IJ.

4.143 Mientras se instala una canaleta ABCD de 25 kg, ésta se sujeta 
a la pared mediante las bisagras £  y F y se asegura con los puntales GH e IJ 
en su borde exterior. Si el peso de la canaleta está uniformemente distribui
do, determine la magnitud de la fuerza ejercida sobre ésta por el puntal IJ 
cuando se retira el puntal GH.

4.144 El marco ACD se sostiene por medio de rótulas colocadas en A 
y D y mediante un cable que pasa por un anillo en B y está unido a ganchos 
en G y H. Si en el punto C el marco soporta una carga de magnitud P -  75 
lb, determine la tensión presente en el cable.

4.145 Resuelva el problema 4.144, pero ahora suponga que el cable 
GBH se reemplaza por un cable GB unido sólo en G y B.

4.146 Dos paneles de madera de 3 X 6 ft, que pesan 30 lb cada uno, 
están clavados entre sí como se muestra en la figura. IjOs paneles se sostie
nen mediante apoyos de rótula en A y F y el alambre BH. Detennine a) la 
ubicación de H en el plano xy si la tensión en el alambre debe ser mínima,
b) la tensión mínima correspondiente.

4.147 Resuelva el problema 4.146 sujeto a la restricción de que H de
be yacer sobre el eje y.

Problemas 209



210 Equilibrio de cuerpos rígidos 4.148 Para regar las plantas que se muestran en la figura, un jardine
ro une los tres tramos de tubería AB, BC y CD adaptados con rociadores, y 
sostiene el ensamble usando apoyos articulados en A v D y mediante el ca
ble EF. Si la tubería tiene una masa por unidad de longitud de 1.25 kg/m, 
determine la tensión en el cable.

4.149 Resuelva el problema 4.148, pero ahora suponga que el cable 
EF se reemplaza por otro cable que conecta a E y C.

Figura P4.151

4.150 El elemento ACDB de 31.5 in. de largo se sostiene mediante 
apoyos de rótula en A y B, además está trisecado por los brazos CE y DF: 
los cuales se sueldan al elemento. Para la carga que se muestra en la figura, 
detennine la tensión presente en el cable FG.

0.4 m

Figura P4.150

4.151 Una placa uniforme de acero ABCD mide 0.5 X 0.75 m. Tiene 
masa do 40 kg y está conectada a apoyos de rótula en A y B. Si la placa se 
apoya sin fricción en D sobre una pared vertical, determine a ) la ubicación 
de D, b) la reacción en D.

0.7 m



R E P A S O  Y R E S U M E N  
D E L  C A P Í T U L O  4

Este capítulo estuvo dedicado al estudio del equilibrio de cuerpos rí
gidos, esto es, a la situación en la cual las fuerzas externas que ac
túan sobre un cueipo rígido forman un sistema equivalente a cero 
[sección 4.1]. Entonces, se tiene que

2 F  — 0 2M 0 =  2 (r  x  F) = 0 (4.1)

Si se descomponen cada una de las fuerzas y cada uno de los momen
tos en sus componentes rectangulares, se pueden expresar las condi
ciones necesarias y suficientes para el equilibrio de un cuerpo rígido a 
través de las seis ecuaciones escalares que se presentan a continuación:

2 F X = 0 2 F ,  = 0 2 F ¡t = 0 (4.2) 
2M* = 0 2M (y = 0 2MZ = 0 (4.3)

Estas ecuaciones pueden utilizarse para determinar fuerzas desco
nocidas aplicadas sobre el cuerpo rígido o reacciones desconocidas 
ejercidas por sus apoyos.

Cuando se resuelve un problema que involucra el equilibrio de 
un cuerpo rígido, es esencial considerar todas las fuerzas que actúan 
sobre el cueipo. Por tanto, el primer paso en la solución del proble
ma debe ser dibujar un diagrama de cuerpo libre que muestre al 
cuerpo en estudio y todas las fuerzas, conocidas o no, que actúan so
bre el mismo [sección 4.2].

En la primera parte del capítulo se estudió el equilibrio de una 
estructura bidimensional; es decir, se supuso que la estructura con
siderada y la fuerza aplicada sobre ésta estaban contenidas en el mis
mo plano. Se vio que cada una de las reacciones ejercidas sobre la 
estructura por sus apoyos podían involucrar una, dos o tres incógni
tas, dependiendo del tipo de apoyo [sección 4.3],

En el caso de una estructura bidimensional, las ecuaciones (4.1) 
o las ecuaciones (4.2) y (4.3) se reducen a tres ecuaciones de equi
librio, las cuales son

2 F r = 0 2 F y =  0 2 Ma -  0 (4.5)

donde A es un punto arbitrario en el plano de la estructura [sección
4.4], Estas ecuaciones pueden utilizarse para determinar tres incóg
nitas. A pesar de las tres ecuaciones de equilibrio (4.5) no se le pue
den añadir ecuaciones adicionales, cualquiera de ellas puede ser 
reemplazada por otra. Por tanto, se pueden escribir conjuntos alter
nativos de ecuaciones de equilibrio como

2 Fx = 0 2Aía -  0 2 Mb = 0 (4.6)

donde el punto B se selecciona de manera que la línea AB no sea 
paralela al eje y, o

2  Ma =  0 2  U B =  0 2M C = 0 (4.7) 

donde los puntos A, B y C no deben ser colineales.

Ecuaciones de equilibrio

Diagrama de cuerpo libre

Equilibrio de una estructura 
bidimensional



212 Equilibrio de cuerpos rígidos Como cualquier conjunto de ecuaciones de equilibrio se puede 
resolver para un máximo de tres incógnitas, no se pueden determi
nar por completo las reacciones en los apoyos de una estructura rí
gida bidimensional si éstas involucran más de tres incógnitas; enton- 

Indeterminación estática ces se dice que dichas reacciones son estáticamente indeterminadas
[sección 4.5]. Por otra parte, si las reacciones involucran menos de 
tres incógnitas, no se mantendrá el equilibrio bajo condiciones ge- 

Restricciones parciales nerales de carga, entonces se dice que la estructura tiene restricción
parcial. El hecho de que las reacciones involucren exactamente tres 
incógnitas no garantiza que las ecuaciones de equilibrio pueden re
solverse para todas las incógnitas. Si los apoyos están ubicados de 
manera que las reacciones son concurrentes o paralelas, las reaccio
nes son estáticamente indeterminadas y se dice que la estructura tie- 

Restricciones impropias ne restricciones impropias.

Cuerpo sujeto a dos fuerzas

Cuerpo sujeto a tres fuerzas

Se prestó atención a dos casos particulares de equilibrio de un 
cuerpo rígido. En la sección 4.6 se definió a un cuerpo rígido suje
to a dos fuerzas como un cuerpo rígido sometido a fuerzas que ac
túan únicamente en dos puntos y se demostró que las resultantes F j 
y F 2 de estas fuerzas deben tener la misma magnitud, la misma lí
nea de acción y sentidos opuestos (figura 4.11), esta propiedad sim
plificará la solución de ciertos problemas en los capítulos posterio
res. En la sección 4.7 se definió a un cuerpo rígido sujeto a tres 
fuerzas como un cuerpo rígido sometido a fuerzas que actúan sólo 
en tres puntos y se demostró que las resultantes F 1; F 2 y F 3 de es
tas fuerzas deben ser concurrentes (figura 4.12) o paralelas. Esta 
propiedad proporciona un enfoque alternativo para la solución de 
problemas que involucran a cuerpos sometidos a la acción de tres 
fuerzas [problema resuelto 4.6],

Figura 4.11 Figura 4.12

Equilibrio de un cuerpo tridimensional En la segunda parte del capítulo se explicó el equilibrio de un 
cuerpo tridimensional y se vio que cada una de las reacciones ejer
cidas sobre el euepo por sus apoyos podía involucrar entre una y seis 
incógnitas, dependiendo del tipo de apoyo [sección 4.8].

En el caso general del equilibrio de un cuerpo tridimensional, las 
seis ecuaciones escalares de equilibrio (4.2) y (4.3) listadas al prin
cipio de este repaso deben utilizarse y resolverse para seis incógni
tas [sección 4.9], Sin embargo, en la mayoría de los problemas es
tas ecuaciones se obtendrán de manera más conveniente si primero 
se escribe

2 F  =  0  2M 0 = 2 (r  x  F) = 0 (4.1)

y se expresan las fuerzas F  y los vectores de posición r en términos 
de componentes escalares y vectores unitarios. Entonces, se pueden
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4.152 El valor máximo permisible para cada una de las reacciones es 
de 360 N. Sin tomar en cuenta el peso de la viga, determine el rango de va
lores de la distancia d  para los cuales la viga es segura.

4.153 Determine la máxima tensión que puede soportar el cable AB 
si el máximo valor permisible de la reacción en C es de 1 000 N.

4.154 Sin tomar en cuenta la fricción, determine la tensión en el ca
ble ABD y la reacción en el apoyo C.

1(X> N 200 N 300 N

Figura P4.152

1801b

4.155 Si la tensión en el alambre BD es de 300 lb, determine la reac
ción en el apoyo fijo C del marco que se muestra en la figura.

cuando involucran 
ircialmente restrin- 
uerpo rígido estará 
áadas con los apo
línea.

menos de seis 
gido. Aunque

Figura P4.154Figura P4.153
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Figura P4.159

4.156 La barra AB se somete a la acción de un par M y a dos fuerzas, 
cada una de las cuales tiene magnitud P. a) Encuentre una ecuación en fun
ción de 6, P M y l que se cumpla cuando la barra esté en equilibrio, b) De
termine el valor de 6 correspondiente a la posición de equilibrio cuando 
M = 150 lb • in., P = 20 Ib y l = 6 in.

4.157 Una caja de 200 lb se sostiene mediante la grúa viajera mostra
da en la figura. Si a = 1.5 ft. determine a) la tensión en el cable CD, b ) la 
reacción en B.

4.158 La barra AB está doblada en forma circular y se coloca entre las 
clavijas D y E. La barra soporta una carga P en el extremo B. Sin tomar en 
cuenta la fricción y el peso de la barra, determine la distancia c correspon
diente a la posición de equilibrio cuando a = 25 mm y R = 125 mm.

0.5 ft

2001b! .

Figura P4.157 ^ ----- a~

4.159 Una hoja de madera de 1.2 X 2.4 m y masa de 17 kg ha sido 
colocada temporalmente entre tres apoyos tubulares. El costado inferior de 
la hoja se apoya sobre pequeños collarines instalados en A y 6, y el costado 
superior se apoya en el tubo C. Sin tomar en cuenta la fricción entre todas 
las superficies en contacto, determine las reacciones en A, B y C.

4.160 Una tapa de 30 kg instalada en la abertura de un techo tiene bi
sagras en las esquinas A y B. El tejado forma un ángulo de 30° con la hori
zontal y la tapa se mantiene en posición horizontal mediante el puntal CE. 
Determine a) la magnitud de la fuerza ejercida por la barra, b) las reaccio
nes en las bisagras. Suponga que la bisagra colocada en A no ejerce ningu
na fuerza de empuje axial.

Figura P4.161

Figura P4.160

4.161 Una placa rectangular uniforme de 285 Ib se sostiene en la posi
ción mostrada por medio de bisagras puestas en A y B, y mediante el cable DCE 
que pasa sin fricción por un gancho colocado en C. Si la tensión en ambos tra
mos del cable es la misma, determine a) la tensión en el cable, b) las reacciones 
en A y tí. Suponga que la bisagra en B no ejerce ninguna fuerza de empuje axial.



4.162 El elemento rígido ABF en forma de L se sostiene mediante Problemas de computadora 215
tres cables y un apoyo de rótula colocado en A. Para las cargas que se mues
tran en la figura, determine la tensión en cada cable y la reacción en A.

4.163 La barra doblada ABDE se sostiene por medio de rótulas ins
taladas en Ay E y el cable DF. Si se aplica una carga de 600 N en C como 
indica la figura, determine la tensión presente en el cable.

Problemas de computadora

4.C1 U na barra delgada AB de peso W se une a los bloques Ay B que 
se mueven libremente sobre las guías mostradas en la figura. El resorte de 
constante k se encuentra sin deformar cuando la barra está en posición ho
rizontal. Sin tomar en cuenta el peso de los bloques, derive una ecuación en 
términos de 0, W, l y k a ser satisfecha cuando la barra esté en equilibrio.
Sabiendo que IV = 10 lb y l = 40 in., a) calcule y grafique el valor de la cons
tante k del resorte como una función del ángulo 0 para 15° < 0 <  40°, b) de
termine los dos valores del ángulo 9 correspondientes a la posición de equi
librio cuando k = 0.7 lb/in. Figura P4.C1

Figura P4.163
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160 mm

4.C2 La posición de la barra en forma de L mostrada en la figura se 
controla mediante un cable conectado en el punto U. Si la barra soporta una 
carga de magnitud P = 2(X) N, utilice un progama de cómputo para calcu
lar y graficar la tensión T en el cable como una función de 9 para valores de 
6 desde 0 hasta 120°. Determine la tensión máxima Tm&x y el valor corres
pondiente de 6.

4.C3 La posición de una barra AB de 20 Ib se controla por medio del 
bloque mostrado en la figura, éste se mueve lentamente hacia la izquierda 
por la acción (le la fuer7.a P. Sin tomar en cuenta el efecto de la fricción, use 
un programa de cómputo para calcular y graficar la magnitud P de la fuerza 
como una función de los valores descendentes de x entre 30 in. y 0. Deter
mine el valor máximo de P v el valor correspondiente de x.

*4.C4 El elemento ABC se sostiene por medio de un apoyo de pasa
dor colocado en C y un cable rígido con longitud de 3.5 m, el cual está co
nectado en A y B y pasa sin fricción por una polca puesta en D. Sin tomar 
en cuenta la masa de ABC y el radio de la polca, a) grafique la tensión en el 
cable corno una función de a para 0 s  o < 2.4 m, b ) determine el valor má
ximo de a para el cual puede mantenerse la posición de equilibrio.

Figura P4.C4

4.C5 y 4.C6 El resorte AB de constante k está sin deformar cuan
do 0 = 0. Si R = 200 mm, a = 400 mm y k = 1 kN/m, use un programa de 
cómputo para calcular y graficar la masa rn correspondiente a la posición 
de equilibrio como una función de 0 para valores de 6 desde 0 hasta 90°. De
termine el valor de 6 correspondiente a la posición de equilibrio cuando 
m - 2 kg.

Figura P4.C5 Figura P4.C6



4.C 7 Un panel de 8 X 10 in. y peso W  = 40 Ib se sostiene mediante 
dos bisagras colocadas en el costado AB. El cable CDE, que se une al panel 
en C y pasa sobre una polea pequeña en D, sostiene un cilindro de peso W. 
Sin considerar el efecto de la fricción, use un programa de cómputo para cal
cular y graficar el peso del cilindro correspondiente a la posición de equili
brio como una función de 0 para valores de 6 desde 0 hasta 90°. Determine 
el valor de 0 correspondiente a la posición de equilibrio cuando W = 20 lb.

4.C8 Una placa circular uniforme con radio de 300 mm y masa de 26 
kg se sostiene mediante tres alambres verticales espaciados uniformemente 
alrededor del borde de la placa. Un bloque pequeño E de 3 kg, colocado ini
cialmente sobre la placa en D, se mueve lentamente a lo largo del diámetro 
CD hasta llegar a C. a ) Grafique la tensión en los alambres A y C como una 
función de a, donde a es la distancia medida desde el bloque hasta D. b ) De
termine el valor de a para el cual la tensión en los alambres A y C es míni
ma.

Problemas de computadora 217

Figura P4.C8

4.C9 La grúa mostrada en la figura soporta una caja de 4 000 lb y se 
sostiene mediante una rótula colocada en A y dos cables unidos en D y E. Si 
la grúa se encuentra en un plano vertical que forma un ángulo <f> con el pla
no xy, use un programa de cómputo para calcular y graficar la tensión en ca
da cable como una función de 4> para valores de <j> entre 0 y 40°. Determi
ne el valor de 4> para el cual la tensión en el cable BE es máxima.

4.C10 La placa uniforme de acero ABCD se suelda al eje EF y se man
tiene en la posición mostrada mediante el par M. Si los collarines evitan que 
el eje se deslice sobre los cojinetes y éste pertenece al plano yz, grafique la 
magnitud M del par como una función de 8 para 0 < í) < 90°.

Figura P4.C7

Figura P4.C9

lb

Figura P4.C10



r -  I -Fuerzas distribuidas: centroides 
y centros de gravedad

En la fotografía se muestra la construcción de un tramo del viaducto Skyway, el cual cruza la bahía que se 
encuentra entre San Francisco y Oakland. En este capítulo se introducirá el concepto del centroide de un área- 
en cursos poster.ores se establecerá la relación existente entre la ubicación del centroide y el comportamiento 
de la carretera tendida sobre el viaducto.



CENTROIDES Y CENTROS 
DE GRAVEDAD

s .i Introducción 
Áreas y líneas

5.2 Centro de gravedad de un cuerpo 
bidimensional

5.3 Centroides de áreas y linear

5.5 Placas y alambres compuestos
5.6 Determinación de centroides por 

integración
5.7 Teoremas de Pappus-Guldinus
5.8 Cargas distribuidas en vigas
5.9 Fuerzas sobre superficies

5.10 Centro de gravedad de un cuerpo
tridimensional. Centroide de un

'feasíf*s ...  ................ ..  ..... ..... ..........volumen
5.11 Cuerpos compuestos
5.12 Determinación de centroides de 

volúmenes por integración

Fotografía 5.1 El balance preciso de los 
componentes de un móvil requiere de una 
comprensión de los centros de gravedad y 
centroides, que son los tópicos principales de 
este capítulo.

Ilasta ahora se ha supuesto que la atracción ejercida por la Tierra so
bre un cuerpo rígido podía representarse por una sola fuerza W. Esta 
fuerza, denominada fuerza de gravedad o peso del cuerpo, debía apli
carse en el centro de gravedad del cuerpo (sección 3.2). De hecho, la 
Tierra ejerce una fuerza sobre cada una de las partículas que constitu
yen al cuerpo. En este sentido, la acción de la Tierra sobre un cuerpo 
rígido debe representarse por un gran número de pequeñas fuerzas 
distribuidas sobre todo el cuerpo. Sin embargo, en este capítulo se 
aprenderá que la totalidad de dichas fuerzas pequeñas puede ser reem
plazada por una sola fuerza equivalente W. También se aprenderá có
mo determinar el centro de gravedad, esto es, el punto de aplicación 
de la resultante W, para cuerpos de varias formas.

En la primera parte del capítulo se describen cuerpos bidimensio
nales como placas planas y alambres que están contenidos en un pla
no dado. Se introducen dos conceptos que están muy relacionados con 
la determinación del centro de gravedad de una placa o de un alam
bre: el concepto de centroide de un área o de una línea y el concepto 
del prim er momento de un área o de una línea con respecto a un eje 
dado.

También se aprenderá que el cálculo del área de una superficie de 
revolución o del volumen de un cuerpo de revolución está directamen
te relacionado con la determinación del centroide de la línea o del área 
utilizados para generar dicha superficie o cuerpo de revolución (teore
mas de Pappus-Guldinus). Además, como se muestra en las secciones
5.8 y 5.9, la determinación del centroide de un área simplifica el aná
lisis de vigas sujetas a cargas distribuidas y el cálculo de las fuerzas ejer
cidas sobre superficies rectangulares sumergidas, como compuertas hi
dráulicas y porciones de presas.

Al final del capítulo se aprenderá cómo determinar tanto el cen
tro de gravedad de cuerpos tridimensionales como el centroide de un 
volumen y los primeros momentos de dicho volumen con respecto a 
los planos coordenados.

5.1. INTRODUCCION

AREAS Y LINEAS

5.2. CENTRO DE GRAVEDAD DE UN CUERPO BIDIMENSIONAL

Para iniciar, considere una placa plana horizontal (figura 5.1). La pla
ca puede dividirse en n elementos pequeños. Las coordenadas del pri-

o

I  My
:laí.

i w  = Zx AVI’ 

7jW = Z y A W
Figura 5.1 Centro de gravedad de una placa.
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mer elemento se representan con X\ y y u las del segundo elemento se 
representan con x2 y y2, etc. Las fuerzas ejercidas por la Tierra sobre 
los elementos de la placa serán representadas, respectivamente, con 
AW,, AW2, . . . ,  AW„. Estas fuerzas o pesos están dirigidos hacia el 
centro de la Tierra; sin embargo, para todos los propósitos prácticos, 
se puede suponer que dichas fuerzas son paralelas. Por tanto, su resul
tante es una sola fuerza en la misma dirección. La magnitud W de es
ta fuerza se obtiene a partir de la suma de las magnitudes de los pesos 
de los elementos:

2F,: W = A W, + AW2 + • • • + AW„

para obtener las coordenadas x y y del punto G, donde debe aplicarse 
la resultante W, se escribe que los momentos de W con respecto a los 
ejes y y x son iguales a la suma de los momentos correspondientes de 
los pesos elementales, esto es

SM (/: xW  = x, AW, + x2 AW2 + •■■+* „  A\V„
IM X: yW  =  !/, AW, + y2 AW2 + ■ ■ ■ + y„ AW„ ( }

Si ahora se incrementa el número de elementos en los cuales se ha di
vidido la placa y simultáneamente se disminuye él tamaño de cada ele
mento se obtienen, en el límite, las siguientes expresiones:

W = j  dW  xW  = I  x dW  yW  = j  y dW  (5.2)

Estas ecuaciones definen el peso VV y las coordenadas x y y del centro 
de gravedad G de una placa plana. Se pueden derivar las mismas ecua
ciones para un alambre que se encuentra en el plano xy (figura 5.2). 
Se observa que usual mente el centro de gravedad G de un alambre no 
está localizado sobre este último.

ZMV-, x VV = I r A W  

ZMX : y W - Z t j  AVV 

Figura 5.2 Centro de gravedad de un alambre.



En el caso de una placa plana homogénea de espesor uniforme, la mag
nitud AW del peso de un elemento de la placa puede expresarse como

AW = yt  AA

donde y  = peso específico (peso por unidad de volumen) del material 
t =  espesor de la placa 

AA = área del elemento

En forma similar, se puede expresar la magnitud W del peso de toda 
la placa como

W  = ytA

donde A es el área total de la placa.
Si se emplean las unidades de uso común en Estados Unidos, se 

debe expresar el peso específico y  en lb/ft3, el espesor t en pies y las 
áreas A A y A en pies cuadrados. Entonces, se observa que AW y W 
estarán expresados en libras. Si se usan las unidades del SI, se debe 
expresar a y  en N/m \ a t en metros y a las áreas AA y A en metros 
cuadrados; entonces, los pesos AW y W estarán expresados en ncw- 
tons.1

Si se sustituye a AW y a W en las ecuaciones de momento (5.1) y 
se divide a todos los términos entre yt, se obtiene

SM y: xA = x , AA| + x2 AA2 + • • • + x„ AAn 
ZMX: yA =  t/, AA, + y2 AA2 + • ■ ■ + yn AAn

Si se incrementa el número de elementos en los cuales se divide el área 
A y simultáneamente se disminuye el tamaño de cada elemento, se ob
tiene en el límite

xA — J  x dA yA = J  y dA (5.3)

Estas ecuaciones definen las coordenadas x y y del centro de gravedad 
de una placa homogénea. El punto cuyas coordenadas son x y y tam
bién se conoce como el centroide C del área A de la placa (figura 5.3). 
Si la placa no es homogénea, estas ecuaciones no se pueden utilizar pa
ra determinar el centro de gravedad de la placa; sin embargo, éstas aún 
definen al centroide del área.

En el caso de un alambre homogéneo de sección transversal uni
forme, la magnitud AW del peso de un elemento de alambre puede 
expresarse como

AW = ya AL

donde y  = peso específico del material
a =  área de la sección transversal del alambre 

AL = longitud del elemento

fSe debe señalar que en el Sistema Internacional de unidades generalmente se caracte
riza a un material dado por su densidad p (masa por unidad de volumen) en lugar de ca
racterizarlo por su peso específico y. Entonces, el peso específico del material se puede 
obtener a partir de la relación

7 = Pg

donde g =  9.81 m/s2. Corno p  se expresa en kg/m'*, se observa que y  estará expresado en 
(kg/m3)(m/s2), esto es, en N/m3.
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5.4. Primeros momentos de áreas y líneas

El centro de gravedad de un alambre coincide con el centroide C ele 
la linea L  que define la forma del alambre (figura 5.4). Las coorde
nadas x y y del centroide de la línea L se obtienen a partir de las ecua
ciones

xL =  J x dL  yL = J y dL  (5.4)

I A : x b  = Zx A/_

ZMX: y L  = Zi jAL  
Figura 5.4 Centroide de una línea.

1MV:
l\lx:

Figura 5.3 Centroide de un

xA = £.r AA 
Ij A =Ii/A/\

área.

5.4. PRIMEROS MOMENTOS DE ÁREAS Y LÍNEAS

La integral / x dA en las ecuaciones (5.3) de la sección anterior se co
noce como el prim er momento del área A con respecto al eje y y se re
presenta con Qy. En forma similar, la integral J  y dA define el prim er 
momento de A con respecto al eje x y se representa con Qx. Así se es
cribe

Q,y =  f  xd A  Qx = J  y dA (5.5)

Si comparamos las ecuaciones (5.3) con las ecuaciones (5.5), se obser
va que los primeros momentos del área A pueden ser expresados co
mo los productos del área con las coordenadas de su centroide:

Qy = xA Qx = yA (5.6)

A partir de las ecuaciones (5.6) se concluye que las coordenadas del 
centroide de un área pueden obtenerse al dividir los primeros momen
tos de dicha área entre el área misma. Los primeros momentos de un 
área también son útiles en la mecánica de materiales para determinar 
los esfuerzos de corte en vigas sujetas a cargas transversales. Por último, 
a partir de las ecuaciones (5.6) se observa que si el centroide de un área 
está localizado sobre un eje coordenado, entonces el primer momento 
del área con respecto a ese eje es igual a cero. De manera inversa, si el 
primer momento de un área con respecto a un eje coordenado es igual 
a cero, entonces el centroide del área está localizado sobre ese eje.

Se pueden utilizar relaciones similares a partir de las ecuaciones
(5.5) y (5.6) para definir los primeros momentos de una línea con res
pecto a los ejes coordenados y para expresar dichos momentos como los 
productos de la longitud L  de la línea y las coordenadas x y y de su cen
troide.
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h)
Figura 5.5

Se dice que un área A es simétrica con respecto a un eje BB' si pa
ra todo punto P del área existe un punto P' de esa misma área tal que 
la línea PP' sea perpendicular a BB' y dicha línea está dividida en dos 
partes iguales por el eje en cuestión (figura 5.5a). Se dice (pie una lí
nea L es simétrica con respecto a un eje BB' si satisface condiciones 
similares. Cuando un área A o una línea L posee un eje de simetría 
BB’, su primer momento con respecto a BB' es igual a cero y su cen
troide está localizado sobre dicho eje. Por ejemplo, en el caso del área 
A de la figura 5.5b, la cual es simétrica con respecto al eje y, se obser
va que para cada elemento de área dA de abscisa x existe un elemen
to de área dA' que tiene la misma superficie y cuya abscisa es — x. Se 
concluye que la integral en la primera de las ecuaciones (5.5) es igual 
a cero y, por tanto, se tiene que Q,f = 0. También se concluye a partir 
de la primera de las relaciones (5.3) que x =  0. Por consiguiente, si un 
área A o una línea L  poseen un eje de simetría, su centroide C  está lo
calizado sobre dicho eje.

Además, se debe señalar que si un área o una línea posee dos ejes 
de simetría, su centroide C debe estar localizado en la intersección de 
esos dos ejes (figura 5.6). Esta propiedad permite determinar de inme
diato el centroide de áreas corno círculos, elipses, cuadrados, rectán
gulos, triángulos equiláteros u otras figuras simétricas, así como el cen
troide de líneas que tienen la forma de la circunferencia de un círculo, 
el perímetro de un cuadrado, entre otros.

D■

a)
Figura 5.6

h)

Se dice que un área A es simétrica con respecto a un centro O si 
para cada elemento de área dA de coordenadas x y y existe un elemen
to de área dA' de igual superficie con coordenadas — x y —y (figura 
5.7). Entonces, se concluye que ambas integrales en las ecuaciones (5.5) 
son iguales a cero y que Qx = Qy =  0. También, a partir de las ecua
ciones (5.3), se concluye que x = y = 0, esto es, que el centroide del 
área coincide con su centro de simetría O. En forma análoga, si una lí
nea posee un centro de simetría O, el centroide de la línea coincidirá 
con el centro O.

Se debe señalar que una figura con un centro de simetría no ne- 
cesariamente posee un eje de simetría (figura 5.7) y que una figura con 
dos ejes de simetría no necesariamente tiene un centro de simetría (fi
gura 5.6a). Sin embargo, si una figura posee dos ejes de simetría que 
son perpendiculares entre sí, el punto de intersección de dichos ejes 
es un centro de simetría (figura 5.6b).

La determinación de los centroides de áreas asimétricas y de lí- 
neas y áreas que poseen un solo eje de simetría se estudiará en las sec
ciones 5.6 y 5.7. En las figuras 5.8A v 5.8B se muestran los centroides 

Figura 5.7 de formas comunes de áreas y de líneas.
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Figura 5.8A Centroides de áreas comunes.
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Figura 5.8B Centroides de formas comunes de líneas.

5.5. PLACAS Y ALAMBRES COMPUESTOS

En muchos casos, una placa plana puede dividirse en rectángulos, trián
gulos u_otras de las formas comunes mostradas en la figura 5.8A. La 
abscisa X de su centro de gravedad G puede determinarse a partir de 
las abscisas Xj, x2, . . . ,  x„ de los centros de gravedad de las diferentes 
partes que constituyen la placa, expresando que el momento del peso 
de toda la placa con respecto al eje y es igual a la suma de los mo
mentos de los pesos de las diferentes partes con respecto a ese mismo 
eje (figura 5.9). La ordenada Y del centro de gravedad de la placa se 
encuentra de una forma similar, igualando momentos con respecto al 
eje x. Así, se escribe

2M,,: X(W, + W2 + • • • + W J  = x,W , + x2W2 + • ■ • + .r„\V„

2M ,: Y(Wj + W2 + • • • + Wn) = y,W , + y2W2 + ■■■+ y„Wn

lM y : XI\V' = IxVV

I  Mx: Í I f f  = I jW  
Figura 5.9 Centro de gravedad de una placa compuesta.



o en forma condensada, 5.5. Placas y alambres compuestos

X 2W  = 'LxW Y 2W  = ZyW  (5.7)

Estas ecuaciones se pueden resolver para las coordenadas X y Y dei 
centro de gravedad de la placa.

Qv = XZA = Z.xA 

Qx =  7 l A = I y A  

Figura 5.10 Centroide de un área compuesta

Si la placa es homogénea y de espesor uniforme, el centro de gra
vedad coincide con el centroide C de su área. La abscisa X del centroi
de del área puede determinarse observando que el primer momento 
Qy del área compuesta con respecto al eje i/ puede expresarse como el 
producto de X con el área total y como la suma de los primeros mo
mentos denlas áreas elementales con respecto al eje y (figura 5.10). La 
ordenada Y del centroide se encuentra de forma similar, considerando 
el primer momento £)v del área compuesta. Así, se tiene

Qy = X(A | + Á2 + • • • + An) = + X2A2 + • • • + x„An
Qx = Y(A, + A2 + • • • + A„) =  j/]Ai + y2A2 + ■ • ■ + y„An

o en forma condensada,

Qy = X IA  = 2xA Qx =  Y2A = ZyA (5.8)

Estas ecuaciones proporcionan los primeros momentos dd área com
puesta o pueden utilizarse para obtener las coordenadas X y Y de su 
centroide.

Se debe tener cuidado de asignarle el signo apropiado al momen
to de cada área. Los primeros momentos de áreas, al igual que los mo
mentos de las fuerzas, pueden ser positivos o negativos. Por ejemplo, 
un área cuyo centroide está localizado a la izquierda del eje y tendrá 
un primer momento negativo con respecto a dicho eje. Además al área 
de 1111 agujero se le debe asignar un signo negativo (figura 5.11).

De manera similar, en muchos casos es posible determinar el cen
tro de gravedad de un alambre compuesto o el centroide de una línea 
compuesta dividiendo al alambre o a la h'nea en elementos más sim
ples (véase problema resuelto 5.2).

x A xA

A] Semicírculo -  +  -

A2 Rectángulo + + + 
completo

A.3 Agujero +  -  -
circular

Figura 5.11



PROBLEMA RESUELTO 5.1
Para el área plana mostrada en la figura, determine: a) los primeros 
mentos con respecto a los ejes x y t j ,  y b)  la ubicación do su centroide.

SOLUCION

Componentes del área. El área se obtiene con la suma de un rec
tángulo, un triángulo y un semicírculo y después se resta un círculo. Uti
lizando los ejes coordenados mostrados, se determinan el área y las coorde
nadas del centroide para cada una de las áreas componentes y luego se 
introducen en la tabla que aparece en la parte inferior. El área del círculo 
se indica como negativa puesto que debe restarse de las demás áreas. Nótese 
que la coordenada Tj del centroide del triángulo es negativa para los ejes 
mostrados. Los primeros momentos de las áreas componentes con respecto 
a los ejes coordenados se calculan y se introducen en la tabla.

60 mm

Componente

Rectángulo
Triángulo
Semicírculo
Círculo

(120)(80) = 9.6 X 103 
(120)(60) = 3.6 X 103 

\tt(60)2 = 5.655 X 103 
—rr(40)2 = -5.027 X 10:

+576 X 10' 
+ 144 X 10: 

+339.3 X 10: 
-301.6 X 10:

a) Primeros momentos del área. Con las ecuaciones (5.8), se escribe

b) Ubicación del centroide. Si se sustituyen los valores dados en la 
tabla, dentro de las ecuaciones que definen el centroide de un área com
puesta se obtiene

X2A = 2íA: X( 13.828 X 103 mm2) = 757.7 X 103 mm3
X = 54.8 mm ^

■tó'oS«i



PROBLEMA RESUELTO 5.2
La figura mostrada está hecha a partir do un pedazo de alambre delgado y 
homogéneo. Determine la ubicación de su centro de gravedad.

'q m m

w&m5¡:

.mm

SOLUCIÓN
Como la figura está hecha de un alambre homogéneo, su centro de grave
dad coincide con el centroide de la línea correspondiente. Por tanto, se de
terminará dicho centroide. Si se seleccionan los ejes mostrados, con origen 
en A, se determinan las coordenadas del centroide de cada segmento de lí
nea v se calculan los primeros momentos con respecto a los ejes coordena
dos.

Segmento L, in. x, in. / ,  ¡n. xL, in2 yL, in2

AB 24 12 0 288 0
BC 26 12 5 312 130
CA 10 0 5 0 50

EL = 60 SÍL  = 600 Si]L = 180

P i l i
-J&iSWfiS

Con la sustitución de los valores obtenidos en la tabla, en las ecuaciones que 
definen el centroide de una línea compuesta, se obtiene

X2L = IxL : 
Y2L = SijL:

X(60 in.) = 600 in2 
Y(60 in.) = 180 in2

X = 10 in. 
7 = 3  in.



PROBLEMA RESUELTO 5.3
Una barra semicircular uniforme de peso Wy radio r está unida a un perno 
en A y descansa contra una superficie sin fricción en B. Determine las reac
ciones en A v B.

SOLUCIÓN
Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja un diagrama de cuerpo libre 

de la barra. Las fuerzas que actúan sobre la barra son su peso W, el cual está 
aplicado en el centro de gravedad G (cuya posición se obtiene a partir de la 
figura 5.8B); una reacción en A, representada por sus componentes At y 
y una reacción horizontal en B.

Ecuaciones de equilibrio

J+")SM/1 = 0: B(2r) -  Wí “ 1 = 0

W
B = + —

7T
B =

W

Í+ZF, = 0: At + B = 0

W W
Ax = —B = A, = — ^

77 7T

+ tSFy = 0: A y -W  = 0 Ay = W t

Sumando las dos componentes de la reacción en A:

A = w 2 +  |v ) l
1/2

A =  Al'(1 + ¿ )

II

£ 
¿

 
*> 7T a  - tan  1tan a  =

Las respuestas también pueden expresarse como sigue:

A = 1.049W 5*72.3° B = 0.318 W



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En esta lección se desarrollaron las ecuaciones generales para localizar los centros de 
gravedad de cuerpos bidimensionales y alambres [ecuaciones (5.2)] y los centroides de 
áreas planas [ecuaciones (5.3)] y de líneas [ecuaciones (5.4)]. En los problemas que se 
presentan a continuación, se deberán localizar los centroides de áreas compuestas y lí
neas o tendrán que determinarse los primeros momentos del área de placas compues
tas [ecuaciones (5.8)].

1. Localización  d e  centroides de áreas com puestas y líneas. Los problemas re
sueltos 5.1 y 5.2 ilustran el procedimiento que debe seguirse al resolver problemas de 
este tipo. Sin embargo, hay ciertos puntos que se deben enfatizar.

o) El primer paso en la solución debe ser decidir cómo construir el área o la línea 
dada, a partir de las formas comunes de la figura 5.8. Se debe reconocer que, en el ca
so de áreas planas, una forma en particular se puede construir de varias maneras. Ade
más, mostrar las diferentes componentes (como se hace en el problema resuelto 5 .1) 
ayudará a establecer correctamente sus centroides y sus áreas o longitudes. No debe 
olvidarse que, para obtener la forma deseada, es posible restar o sumar áreas.

h) Se recomienda que para cada problema se construya una tabla que contenga las 
áreas o las longitudes y las coordenadas respectivas de sus centroides. Es esencial re
cordar que las áreas que son “removidas” (por ejemplo los agujeros) se toman como ne
gativas. Además se debe incluir el signo de las coordenadas negativas. Por tanto, siem
pre debe observarse la ubicación del origen de los ejes coordenados.

c) Cuando sea posible, se deben utilizar consideraciones de simetría [sección 5.4] 
para determinar con mayor facilidad la ubicación de un centroide.

d) En las fórmulas de la figura 5.8 para el sector circular y para el arco del círculo, 
el ángulo siempre debe ser expresado en radianes.

2. C álculo de los prim eros momentos de un área. Los procedimientos para ubi
car el centroide de un área y para determinar los primeros momentos de un área son 
similares; sin embargo, para calcular estos últimos no es necesario determinar el área 
total. Además, como se señaló en la sección 5.4, se debe reconocer que el primer mo
mento de un área con respecto a un eje centroidal es igual a cero.

3. Resolución de problem as que involucran al centro d e gravedad. En los pro
blemas que se presentan a continuación se considera que los cuerpos son homogéneos; 
por tanto, sus centros de gravedad coinciden con sus centroides. Además, cuando un 
cuerpo que está suspendido de un solo pemo está en equilibrio, el pemo y el centro 
de gravedad del cuerpo deben estar localizados sobre la misma línea vertical.

Pudiera parecer que muchos de los problemas en esta lección tienen poco que ver con 
el estudio de la mecánica. Sin embargo, ser capaz de localizar el centroide de formas 
compuestas será esencial en varios tópicos que se estudiarán más adelante.



Problemas

5.1 a 5.8 Localice el centroide del área plana mostrado en cada figura.

300 mm

x
x

Figura P5.3

400 mm-

Figura P5.2

150 mm

Figura P5.1

'270 mm

Figura P5.4 Figura P5.5 Figura P5.6

375 111111

Figura P5.7 Figura P5.8

232

5.9 Para el área del problema 5.8, determine la relación r2/rl tal que 
í  = 40/3.



5.10 Para el área mostrada en la figura, demuestre que si r, tiende Problemas 2 3 3

a r2, la localización de su centroide tiende a ser igual al centroide de 
un arco circular con radio (rl 4- r2)/2.

y

5.11 a 5.16 Localice el centroide del área plana mostrada en cada figura.

y

Figura P5.11

Un cuarto 
de elipse

Figura P5.12 Figura P5.13

8 in.

x

9 in.

Figura P5.15

Vértice

Figura P5.16

Parábola

Parábola \

r = 72 min

Vértice ----f--- í
48 mm

__ L
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5.17 y 5.18 El eje horizontal x se traza a través del centroide C y di
vide al área mostrada en dos áreas componentes Ai y A2. Determine el primer 
momento de cada área componente respecto al eje x y explique los resulta
dos obtenidos.

15 in

2 in.

Figura P5.17
2 in.

Figura P5.18

5.19 El primer momento respecto al eje x del área sombreada que se 
muestra en la figura se representa mediante Qx. a) Exprese Qx en términos 
de r y 0. b) Determine el valor de 6 para el cual Qx es máximo y encuentre 
dicho valor máximo.

5.20 U na viga compuesta se construye atornillando cuatro placas a cua
tro ángulos de 60 X 60 X 12 mm, como indica la figura. Los tornillos están 
igualmente espaciados a lo largo de la viga, la cual sostiene una carga verti
cal. Tal como se demuestra en mecánica de materiales, las fuerzas cortantes 
ejercidas sobre los tomillos colocados en A y B son proporcionales a los 
primeros momentos respecto al eje centroidal x de las áreas sombreadas con 
rojo, respectivamente, en las partes a y b de la figura. Si la fuerza ejercida 
en el tomillo A es de 280 N, determine la fuerza ejercida sobre el tornillo B.

60

Figura P5.19

12 mm 12 ruin

a)
Figura P5.20



5.21 a 5.24 Uri alambre delgado y homogéneo se dobla para formar 
el perímetro de la figura que se indica en cada inciso. Localice el centro de 
gravedad de la figura formada con el alambre.

5.21 Figura P5.1.
5.22 Figura P5.2.
5.23 Figura P5.5.
5.24 Figura P5.8.

5.25 Una barra uniforme de acero pesa 1.75 Ib y se dobla para formar 
un arco de 20 in. de radio como el que muestra la figura. La barra se sostiene 
mediante un pasador puesto en A y la cuerda BC. Determine «) la tensión 
en la cuerda, b) la reacción en A.

5.26 El alambre homogéneo ABCD está doblado como indica la figura 
y se sostiene mediante un pasador puesto en B. Si / = 200 mm, determine 
el ángulo 0 para el que el tramo BC del alambre se mantiene horizontal.

Problemas 235

5.27 El alambre homogéneo ABCD está doblado como indica la figura 
y se sostiene mediante un pasador instalado en B. Si 0 = 30°, determine la 
longitud / para la cual el tramo CD del alambre se mantiene horizontal.

5.28 Si la figura que se muestra está formada con un alambre homo
géneo delgado, determine la longitud l del tramo CE del alambre para el cual 
el centro de gravedad de la figura se localiza en el punto C cuando a) 0 = 
15°, b) 0 = 60°

|-*—  kb —* j

5.29 Determine la distancia h tal que el centroide del área sombreada 
esté tan cerca como sea posible de la línea BB' cuando a) k = 0.2, b) k = 
0 .6 .

ti
Figura P5.28

5.30 Si la distancia h es seleccionada para minimizar la distancia Tj 
desde la línea BB' hasta el centroide del área sombreada que muestra la 
figura, demuestre que tj = h. Figura P5.29 y P5.30
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5.6. DETERMINACIÓN DE CENTROIDES 
POR INTEGRACIÓN

El centroide de un área limitada por curvas analíticas (esto es, curvas 
definidas por ecuaciones algebraicas) por lo general se determina eva
luando las integrales que aparecen en las ecuaciones (5.3) de la sec
ción 5.3:

xA = J  x dA tjA = j  tj dA (5.3)

Si el elemento de área dA es un pequeño rectángulo de lados dx y dy, 
la evaluación de cada una de estas integrales requiere una integración 
doble con respecto a x v y. También es necesaria una integración doble 
si se usan coordenadas polares para las cuales dA es un elemento de 
lados dr v r  dfí.

Sin embargo, en la mayoría de los casos es posible determinar las 
coordenadas del centroide de un área con una sola integración. Esto 
se logra seleccionando a dA como un rectángulo o tira delgada o como 
un sector circular delgado (figura 5.12A); el centroide de un rectán
gulo delgado está localizado en su centro v el centroide de un sector 
delgado está localizado a una distancia de f r  a partir de su vértice (como 
en el caso de un triángulo). Entonces, las coordenadas del centroide 
del área en consideración se obtienen expresando que el primer mo
mento del área total con respecto a cada uno de los ejes coordenados 
es igual a la suma (o integral) de los momentos correspondientes de 
los elementos del área. Representando con x,.¡ y yrl las coordenadas del 
centroide del elemento dA, se escribe

O II II í xe¡d,A

IIII TjeldA

Si el área A no se conoce aún, ésta también puede calcularse a partir 
de estos elementos.

o
■

Figura 5.12A Centroides y áreas de elementos diferenciales.



Las coordenadas x,,/ y y,,¡ del centroide del elemento del área el A 
deben expresarse en términos de las coordenadas de un punto locali
zado sobre la curva que limita al área en consideración. Además, el área 
del elemento dA debe expresarse en términos de las coordenadas de 
dicho punto y de los diferenciales apropiados. Esto se ha hecho 
en la figura 5.12B para tres tipos comunes de elementos; la porción 
de círculo de la parte c  debe utilizarse cuando la ecuación de la curva 
que limita al área esté dada en coordenadas polares. Deben sustituir
se las expresiones apropiadas en las fórmulas (5.9) y debe utilizarse la

5.6. Determinación de centroides 237 
por integración

ecuación de la curva que limita al área para expresar a una de las coor
denadas en términos de la otra. De esta forma, se reduce a una sola 
integración. Una vez que se ha determinado el área y han sido evalua
das las integrales en las ecuaciones (5.9), estas ecuaciones pueden re
solverse para las coordenadas x y y  del centroide del área.

Cuando una línea está definida por una ecuación algebraica, pue
de determinarse su centroide al evaluar las integrales que aparecen en 
las ecuaciones (5.4) de la sección 5.3:

xL = j  x dL  yL = j  y dL  (5.4)

El diferencial de longitud dL  debe reemplazarse por una de las siguien
te expresiones, dependiendo de cuál coordenada x, y o 9, se seleccio
ne como la variable independiente en la ecuación utilizada para defi
nir la línea (estas expresiones pueden derivarse con el uso del teorema 
de Pitágoras):
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una de las coordenadas en términos de la otra, se puede llevar a cabo 
la integración y se pueden resolver las ecuaciones (5.4) para las coor
denadas x y y del centroide de la línea.

5.7. TEOREMAS DE PAPPUS-GULDINUS

Estos teoremas fueron formulados primero por el geómetra griego Pap- 
pus durante el siglo m después de Cristo y fueron replanteados poste
riormente por el matemático suizo Guldinus o Guldin (1577-1643), se 
refieren a superficies y cuerpos de revolución.

Una superficie (le revolución se genera mediante la rotación de una 
curva plana con respecto a un eje fijo. Por ejemplo (figura 5.13), se

J a
Esfera 

Figura 5.13

O

Cono

________
J a  c

Toroide

Fotografía 5.2 Todos los tanques de 
almacenamiento que se muestran en la fotografía 
son cuerpos de revolución. Por tanto, las áreas 
de sus superficies y sus volúmenes pueden 
determinarse con los teoremas de Pappus- 
Guldinus.

puede obtener la superficie de una esfera rotando un arco semicircu
lar ABC con respecto al diámetro AC; se puede producir la superficie 
de un cono rotando una línea recta AB con respecto a un eje AC y se 
puede generar la superficie de un toroide o anillo rotando la circun
ferencia de un círculo con respecto a un eje que no interseca a dicha 
circunferencia. Un cuerpo de revolución se genera mediante la rotación 
de un área plaua alrededor de un eje fijo. Como se muestra en la figura 
5.14, se puede generar una esfera, un cono y un toroide rotando la 
forma apropiada con respecto al eje que se indica.

Esfera 

Figura 5.14

Cono Toroide

TEOREMA I. El área de una superficie de revolución es igual a 
la longitud de la curva generatriz multiplicada por la distancia reco
rrida por el centroide de dicha curva al momento de generar la super

ficie.

Demostración. Considérese un elemento dL  de la línea L  (figura 
5.15) que rota alrededor del eje x. El área dA generada por el elemento 
dL  es igual a 2ttij dL. Por tanto, el área total generada por L es A = 
f  2vy dL. En la sección 5.3 se encontró que la integral J  y dL  es igual



dA

Figura 5.15

a T/L, por tanto, se tiene

donde 27Ttj es la distancia recorrida por el centroide de L (figura 5.15). 
Se debe señalar que la curva generatriz no debe cruzar el eje sobre el 
cual rota; si lo hiciera, las dos secciones, una a cada lado del eje, gene
rarían áreas que tendrían signos opuestos y el teorema no podría apli
carse.

TEOREMA II. El volumen de un cuerpo de revolución es igual ni 
área generatriz multiplicada por la distancia recorrida por el centroide 
del área al momento de generar el cuerpo.

Demostración. Considérese un elemento dA del área A, el cual se 
rota con respecto al eje x (figura 5.16). El volumen dV generado por

A  =  2-nTjL (5 .1 0 )

Figura 5.16

el elemento dA es igual a 2 itij dA. Por tanto, el volumen total gene
rado por A es V = f  2mj dA y, puesto que la integral f  tj dA es igual 
a yA (sección 5.3), se tiene

V = 2iryA  (5.11)

donde 2irTj es la distancia recorrida por el centroide de A. Es impor
tante señalar que el teorema no puede aplicarse si el eje de rotación 
interseca al área generatriz.

Los teoremas de Pappus-Guldinus proporcionan una forma senci
lla de calcular las áreas de superficies de revolución y los volúmenes 
de cuerpos de revolución. En forma inversa, estos teoremas se emplean 
para determinar el centroide de una curva plana cuando el área de la 
superficie generada por la curva es conocida o para determinar el cen
troide de un área plana cuando el volumen del cuerpo generado por 
el área es conocido (véase el problema resuelto 5.8).
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PROBLEMA RESUELTO 5.4
Determine por integración directa la localización del centroide de una en
juta parabólica.

SOLUCION

Determinación de la constante k. El valor de k se determina susti
tuyendo x = a y y = b en la ecuación dada. Se tiene b - ka2 o k = b /a í . Por 
tanto, la ecuación de la curva es

m m m
gjSBBB»
m 0 é i
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d A = y d x

1  X  ~
X

e i

------------------- a ------

m m m m

mtmmm

u = — X J rt X = ¿ 1/2 !,1 /2

Elemento diferencial vertical. Se selecciona el elemento diferen
cial mostrado y se determina el área total de la figura.

A — j dA = j y dx — ^ x 2 dx = A i !-.2 o
ab
T

El primer momento del elemento diferencial con respecto al eje y es x,,¡ dA-, 
por tanto, el primer momento de toda el área con respecto a dicho eje es

Qy = j  xei dA = j  xy dx = J  x̂  ̂ 2 x2 j  dx = 

Como Qv = xA. se tiene que

b x4
a2 4

a2b
4

ab á b
xA = j xe¡ dA x ~  = x = 7a

De la misma forma, el primer momento del elemento diferencial con res
pecto al eje x es y¿ dA y el primer momento de toda el área es

_ ab2̂
10<?' = /  'J'<dA = \ b < dx = l  i ( i M dx

b2
2a 5

Como Qx = i/A, se tiene que
y A = J  y,,¡ dA

_ ab ab2 _ 3
y~3 = 10 V = wh

Elemento diferencial horizontal. Se pueden obtener los mismos re
sultados considerando un elemento horizontal. Los primeros momentos del 
área son

dyQij = ¡x ei dA = J  {a - x ) d y  = —

Qx = / y el dA = I  y(a -  x) dy = j  y(a -  ¿W  !/1/2) dy

Para determinar x y y, las expresiones obtenidas se sustituyen nuevamente 
en las ecuaciones que definen el centroide del área.

_______________



PROBLEMA RESUELTO 5.5
Determine la ubicación del centroide del arco mostrado.

# l p S
m im  
- m m *

rd $

9= - a

Como el arco es simétrico con respecto al eje x, y = 0. Se selecciona un ele
mento diferencial, como se muestra en la figura, y se determina la longitud 
del arco por integración.

L = í dL = ( r dd = r f dO = 2ra
J  J - a  J — a

El primer momento del arco con respecto al eje y es

Qy = í x dL  = í (r cos 0)(r dO) = r2 í cos 0 dd 
J  — a  J — ct

= r^sen 0j“„ - ír 2 sen a 

Como Qy = xL, se escribe

x(2ra) = Er2 sen a  x -  X< 11 a 4

PROBLEMA RESUELTO 5.6
Determine el área de la superficie de revolución mostrada en la figura, la 
cual se obtiene rotando un cuarto de arco circidar con respecto a un eje ver
tical.

‘Ŝ a&GsS&sS*

I r  ~̂ »bwhHHÍ

2 r
77

oC

■ 2r-

SOLUCIÓN

De acuerdo con el teorema I de Pappus-Guldinus, el área generada es igual 
al producto de la longitud del arco y la distancia recorrida por su centroide. 
Refiriéndose a la figura 5.8B, se tiene que

tessiltp

w p
P N



400 mm

PROBLEMA RESUELTO 5.7
El diámetro exterior de una polea es 0.8 in y la sección transversal de su co
rona es como se muestra en la figura. Se sabe que la polea está hecha de ace
ro y que la densidad de dicho material es p = 7.85 X 103 kg/m \ determine 
la masa y el peso de la corona.

—*-| 1(X) mm 60 mm

50  m mf 30 mm

SOLUCION

El volumen de la corona se puede encontrar con el teorema 11 de Pappus. 
Guldinus, el cual establece que el volumen es igual al producto del área de 
la sección transversal dada por la distancia recorrida por su centroide en una 
revolución completa. Sin embargo, el volumen se puede determinar más fá- 

— j- cilmente si se observa que la sección transversal se puede transformar a par
tir del rectángulo I, cuya área es positiva y del rectángulo II, cuya área es ne
gativa.

375 mm 365 mm

Área, mmz y, mm
Distancia viajada 
por C, mm Volumen, mm3

I
i  II

+5 000 
- 1  800

375
365

27r (375) = 2 356 
277(365) = 2 293

(5 000)(2 356) = 11.78 X 106 
( -1  800)(2 293) = -4.13 X 106
Volumen de la corona = 7.65 X 106

Como 1 mm = 10 3 m, se tiene que 1 mm3 = (10 3 m)3 = 10 9 in3, > 
obtiene V = 7.65 X 106 mm3 = (7.65 X 106)(10“9 m3) = 7.65 X 10“3'

m  =  p V  =  (7.85 X 103 kg/m3)(7.65 X 10~3 m3) m  ~  60.0 kg 
W = mg = (60.0 kg)(9.81 m/s2) = 589 kg • in/s2 VV -  589 N

PROBLEMA RESUELTO 5.8
Con los teoremas de Pappus-Guldinus, determine: a) el centroide de un área 
semicircular y b) el centroide de un arco semicircular. Se debe recordar eme 
el volumen y el área superficial de una esfera son, respectivamente, f-nr 
47JT2 .

f ü i '  M

. . .

'W mBm

SOLUCION

El volumen de una esfera es igual al producto del área de un semicírculo y 
la distancia recorrida por el centroide del semicírculo en una revolución 
alrededor del eje x.

4 í¡ n -11 «i -  4r

-
: U

V = 2 -ntjA fírr3 = ZiTy^vr2) y = 3tt

De la misma forma, el área superficial de una esfera es igual al producto de 
la longitud del semicírculo generatriz por la distancia recorrida por su cen
troide en una revolución. _.o _ _ 2 r

A = 2TnjJ; 47rr -  2in/(7rr) tj = —  4



S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En los problemas propuestos correspondientes a esta lección se usarán las ecuaciones

xA = j  x dA yA = J  y dA (5.3)

xL = j  x dL yL = J  y dL  (5.4)

para localizar, respectivamente, los centroides de áreas y líneas planas. Además, se apli
carán los teoremas de Pappus-Guldinus (sección 5.7) para determinar las áreas de su
perficie de revolución y los volúmenes de cuerpos de revolución.

1. D eterm inación de los centroides de áreas y líneas p or  integración directa. 
Cuando se resuelven problemas de este tipo, se debe seguir el método de solución mos
trado en los problemas resueltos 5.4 y 5.5: calcular Ao L,  determinar los primeros mo
mentos del área o de la h'nea y resolver las ecuaciones (5.3) o (5.4) para las coordena
das del centroide. Además, se debe poner atención especial en los siguientes puntos.

a) La solución se inicia con la definición o determinación cuidadosa de cada tér
mino en las integrales de las fórmulas aplicables. Es bastante recomendable mostrar en 
el esquema del área o de la línea dada la elección que se ha hecho para dA o para dL 
y las distancias a su centroide.

b) Como se explicó en la sección 5.6, la x y la y en las ecuaciones anteriores re
presentan las coordenadas del centroide de los elementos diferenciales dA y dL. Es im
portante reconocer que las coordenadas del centroide de dA no son iguales a las coor
denadas de un punto localizado sobre la curva que Umita al área en consideración. Se 
debe estudiar con detalle la figura 5.12 hasta que se comprenda en forma cabal este 
punto que es tan importante.

c) Para tratar de simplificar o minimizar los cálculos, siempre se debe examinar la 
forma del área o de la línea dada antes de definir el elemento diferencial que se utili
zará. Por ejemplo, algunas veces es preferible utilizar elementos rectangulares que sean 
horizontales en lugar de verticales. Por lo general es mejor emplear coordenadas pola
res cuando una línea o un área tienen simetría circular.

d) A pesar de que la mayoría de las integraciones en esta lección son sencillas, en 
algunas ocasiones es posible que se tengan que utilizar técnicas más avanzadas como la 
sustitución trigonométrica o la integración por partes. Por supuesto, emplear una tabla 
de integrales es el método más rápido para evaluar integrales difíciles.

2. Aplicación de los teorem as d e  Pappus-Guldinus. Como se mostró en los pro
blemas resueltos 5.6 al 5.8, estos teoromas, que son simples pero muy útiles, permiten 
aplicar el conocimiento sobre centroides para el cálculo de áreas y volúmenes. A pesar 
de que los teoremas hacen referencia a la distancia recorrida por el centroide y a la 
longitud de la curva generatriz o del área generatriz, las ecuaciones resultantes [ecua
ciones (5.10) y (5.11)] contienen los productos de estas cantidades, los cuales son sim
plemente los primeros momentos de una línea (yL) y de un área (yA), respectivamen
te. Por tanto, para aquellos problemas en los cuales la línea o el área generatriz consista 
de más de una forma común, sólo se necesita determinar yL  o yA; de esta manera, no 
se tiene que calcular la longitud de la curva generatriz o el área generatriz.



Problemas

5.31 a 5.33 Determine por integración directa el centroide del área 
mostrada en cada figura. Exprese la respuesta en términos de a y h.

r
h
\

,y = h[\-kx>)

Figura P5.32

5.34 a 5.36 Determine por integración directa el centroide del área 
mostrada en cada figura.

Figura P5.36

5.37 y 5.38 Determine por integración directa el centroide del área 
mostrada en cada figura. Exprese la respuesta en términos de a y b.

y = k(x-a)Z

Figura P5.37



5.39 Determine por integración directa el centroide del área mostrada 
en la figura.

5.40 y 5.41 Determine por integración directa el centroide del área 
mostrada en cada figura. Exprese la respuesta en términos de a y b.

Problemas

Figura P5.39

Figura PS.41Figura P5.40

ij = 2 b ( ]  - k x 2)

5.42 y 5.43 Un alambre homogéneo se dobla en la forma indicada 
por la figura. Determine por integración directa la coordenada x de su cen
troide.

*5.44 Un alambre homogéneo se dobla en la forma indicada por la fi
gura. Determine por integración directa la coordenada* de su centroide. Ex
prese la respuesta en términos de a.

*5.45 y *5.46 Determine por integración directa el centroide del área 
mostrada en la figura.

2 9
77.X

245

Figura P5.45 Figura P5.46
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Figura P5.51

15 mm 

Figura P5.53

5.47 Determine el volumen y el área de la superficie del sólido que 
se obtiene al rotar el área del problema 5.2 respecto a a) el eje x, b) la línea 
x = 19 in.

5.48 Determine el volumen v el área de la superficie del sólido que 
se obtiene al rotar el área del problema 5.4 respecto a a) el eje r/. b) la línea 
y = 40 in.

5.49 Determine el volumen y el área de la superficie del sólido que 
se obtiene al rotar el área del problema 5.1 respecto a a) el eje .t, b) la línea 
x = 400 mm.

5.50 Determine el volumen del sólido que se genera al rotar el área 
semielíptica mostrada en la figura respecto a a) el eje AA', b) el eje BB',
c) el eje y.

5.51 Si R = 0.75 in., y L = 3 in, determine el volumen y el área de 
la superficie del eslabón de cadena mostrado en la figura, el cual fue hecho 
a partir de una barra de 0.5 in. de diámetro.

5.52 Verifique si las expresiones para los volúmenes de las primeras 
cuatro formas dadas en la figura 5.21 de la página 261 son correctas.

5.53 Se taladra un agujero de 15 mm de diámetro en una pieza de 
acero de 20 mm de espesor, y después se avellana como indica la figura. De
termine el volumen de acero removido durante el proceso de avellanado.

5.54 Tres perfiles diferentes de bandas motrices se someten a un es
tudio. Si, en todo momento, las bandas hacen contacto con la mitad de la cir
cunferencia de su polea, determine el área de contacto que hay entre la banda 
y la polea en cada diseño.

3  in. 3 in,

5.55 Determine el volumen y el área de la superficie del cuerpo que 
se muestra en la figura.

52 mm 42 mm



5.56 El escudete (una placa decorativa colocada sobre la parte de tu
bería que sale de una pared) fue moldeado en latón como indica la figura. 
Si la densidad del latón es de 8 470 kg/m'\ determine la masa del escudete.

Problemas 247

Figura P5.S6
0.5 in.

0.75 in.

Figura P5.57 y P5.58

5.58 La cubierta redondeada de una mesa do madera tiene la forma 
que muestra la figura. Si a cada cubierta se le aplican tres capas de laca y 
cada litro de laca cubre 500 ft2 de material, determino la cantidad de galones 
de laca requeridos para darle este acabado a 5 000 cubiertas.

5.59 El reflector de aluminio de una pequeña lámpara do alta inten
sidad tiene espesor uniforme de 1 mm. Si la densidad del aluminio es de
2 800 kg/ni3, determine la masa del reflector.

Figura P5.59

*5.60 El reflector de una pequeña linterna eléctrica tiene la forma pa
rabólica que muestra la figura. Determine el área do la superficie interior 
del reflector.

5.57 La cubierta redondeada de una mesa de madera tiene el perfil 
que muestra la figura. Si el diámetro de la cubierta es de 44 in. antes de dar
le forma, y el peso específico de la madera es de 0.025 lb/in3, determine el 
peso del desperdicio que resulta de la producción de 5 000 cubiertas.

Figura P5.60



248 Fuerzas distribuidas: centroides y centros
de gravedad

*5.8. CARGAS DISTRIBUIDAS EN VIGAS

a)

b)
Figura 5.17

El concepto del centroide de un área puede utilizarse para resolver 
otros problemas distintos a los relacionados con los pesos de placas pla
nas. Por ejemplo, considérese una viga que soporta una carga distri
buida; esta carga puede estar constituida por el peso de los materiales 
soportados directa o indirectamente por la viga o puede ser ocasiona
da por el viento o por una presión hidrostática. La carga distribuida 
puede representarse al graficar la carga w soportada por unidad de lon
gitud (figura 5.17); esta carga está expresada en N/m o en lb/ft. La mag
nitud de la fuerza ejercida sobre un elemento de viga de longitud dx 
es dW  = w dx, y la carga total soportada por la viga es

W = w dx 
Jo

Se observa que el producto w dx es igual en magnitud al elemento de 
área dA mostrado en la figura 5.17«. Por tanto, la carga W  es igual en 
magnitud al área total A bajo la curva de carga:

W fd A  =

Ahora se procede a determinar dónde debe aplicarse, sobre la vi
ga, una sola carga concentrada W, de la misma magnitud W  que la car
ga distribuida total, si se deben producir las mismas reacciones en los 
apoyos (figura 5.17/?). Sin embargo, debe aclararse que esta carga con
centrada W, la cual representa la resultante de la carga distribuida da
da, es equivalente a esta última sólo cuando se considera el diagrama 
de cuerpo libre de toda la viga. El punto de aplicación P de la carga 
concentrada equivalente W se obtiene expresando que el momento de 
W con respecto a un punto O es igual a la suma de los momentos de 
las cargas elementales dW  con respecto a O:

(OP)W b dW

o, como dW  = w dx = dA y  W  = A,

(OP)A = íL xdA (5.12)

Fotografía 5.3 Los techos de las 
construcciones que se muestran en la fotografía 
pueden ser capaces de soportar no sólo el peso 
de la nieve, sino también las cargas distribuidas 
no simétricas causadas por el amontonamiento 
de la nieve.

Puesto que la integral representa el primer momento con respecto al 
eje w del área bajo la curva de carga, ésta puede ser reemplazada por 
el producto xA. Por tanto, se tiene que OP ----- x, donde x es la distan
cia desde el eje w hasta el centroide C del área A (nótese que dicho 
centroide no es el centroide de la viga).

En este sentido, una carga distribuida que actúa sobre una viga 
puede reemplazarse por una carga concentrada, la magnitud de dicha 
carga es igual al área bajo la curva de carga y su línea de acción pasa 
a través del centroide de dicha área. Sin embargo, se debe señalar que 
la carga concentrada es equivalente a la carga distribuida dada sólo en 
lo que respecta a las fuerzas externas. Esta carga concentrada puede 
utilizarse para determinar reacciones pero no debe ser empleada para 
calcular fuerzas internas y deflexiones.



*5.9. FUERZAS SOBRE SUPERFICIES SUMERGIDAS 5.9. Fuerzas sobre superficies sumergidas

El procediamiento usado en la sección anterior puede emplearse para 
determinar la resultante de las fuerzas de presión hidrostática ejerci
das sobre una superficie rectangular sumergida en un líquido. Consi
dérese la placa rectangular mostrada en la figura 5.18, la cual tiene una 
longitud L  y un ancho b, donde b se mide perpendicular al plano de 
la figura. Como se señaló en la sección 5.8, la carga ejercida sobre un 
elemento de la placa de longitud dx es w dx, donde w  es la carga por 
unidad de longitud. Sin embargo, esta carga también puede expresar
se como p dA = pb dx, donde p es la presión manométrica en el líqui
do1 y b  es el ancho de la placa; por tanto, w = bp. Como la presión 
manométrica en un líquido es p = yh, donde y  es el peso específico 
del líquido y h es la distancia vertical a partir de la superficie libre, se 
concluye que

w = bp — by h  (5.13)

lo cual demuestra que la carga por unidad de longitud w es propor
cional a h y, por tanto, varía linealmente con x.

De acuerdo con los resultados de la sección 5.8, se observa que la 
resultante R de las fuerzas hidrostáticas ejercidas sobre un lado de 
la placa es igual en magnitud al área trapezoidal bajo la curva de carga y 
su línea de acción pasa a través del centroide C de dicha área. El punto
V de la placa donde se aplica R se conoce como el centro de presión .*

A continuación se consideran las fuerzas ejercidas por un líquido 
sobre una superficie curva de ancho constante (figura 5.19a). Como la 
determinación por integración directa de la resultante R de dichas fuer
zas podría no ser fácil, se considera el cuerpo libre obtenido por la se
paración del volumen de líquido ABD el cual está limitado por la su
perficie curva AB y por las dos superficies planas AD y DB como se 
muestra en la figura 5.19b. Las fuerzas que actúan sobre el cuerpo li
bre ABD son el peso W del volumen de líquido separado, la resultan
te Ri de las fuerzas ejercidas sobre AD, la resultante R2 de las fuerzas 
ejercidas sobre BD y la resultante - R  de las fuerzas ejercidas por la 
superficie curva sobre el líquido. La resultante - R  es igual y opuesta 
y tiene la misma línea de acción que la resultante R de las fuerzas ejer
cidas por el líquido sobre la superficie curva. Las fuerzas W, R[ y Ro 
se pueden determinar mediante los métodos convencionales; una vez 
que se han encontrado estos valores, la fuerza — R se obtiene al resol
ver las ecuaciones de equilibrio para el cuerpo libre de la figura 5.19b. 
Entonces la resultante R de las fuerzas hidrostáticas ejercidas sobre la 
superficie curva se obtienen invirtiendo el sentido de —R.

Los métodos presentados en esta sección pueden emplearse para 
determinar la resultante de las fuerzas hidrostáticas ejercidas sobre las 
superficies de presas y de compuertas rectangulares y álabes. Las re
sultantes de las fuerzas que actúan sobre superficies sumergidas de an
cho variable se determinarán en el capítulo 9.

'L a  presión p, la cual representa una carga por unidad de área, se expresa en N/m2 o 
en lb/ft2. La unidad derivada del SI N/m2 recibe el nombre de pascal (Pa).

'Observe que el área bajo la curva de carga es igual a donde ' o es la carga por unidad 
de longitud en el ('{‘litro E de la placa y de acuerdo con la ecuación (5.13), se puede escribir

fi = tVfl. = (bph;)L = p y.(bL) = p rA

donde A representa el área de la placa. Por tanto, se puede obtener la magnitud de R  si 
se multiplica el área de la placa por la presión en su centro E. Sin embargo, la resultante 
R  debe ser aplicada en P, no en E.

Fotografía 5.4 Como se expuso en esta 
sección, la presa Grand Coulee soporta tres 
diferentes tipos de cargas distribuidas: los pesos 
de los elementos que la constituyen, las fuerzas 
de presión ejercidas por el agua sobre su cara 
sumergida y las fuerzas de presión ejercidas por 
el suelo sobre su base.



4 500 N/m

tpA = 1 500 N/m

1.5 kX/m
4.5 k\/tn

— 6 m--------- »

X

x = 2 m

PROBLEMA RESUELTO 5.9
Una viga soporta una carga distribuida como lo muestra la figura; a) deter
mine la carga concentrada equivalente y b) determine las reacciones en los 
apoyos.

SOLUCION

«) Carga concentrada equivalente. La magnitud de la resultante de 
la carga es igual al área bajo la curva de carga y la línea de acción de la re
sultante pasa a través del centroide de dicha área. Se divide el área bajo la 
curva de carga en dos triángulos v se construye la tabla que se presenta a 
continuación. Para simplificar los cálculos y la tabulación, las cargas por 
unidad de longitud dadas se han convertido a kN/m.

w

s i
m m

¡ ¡ 1 1

í — 1 M 13-5kN"4.0 kN i 

¡ •

2 m

■ 4 m -

• 6  m  -

JJv

Componente A, kN x , m xA, kN • m

Triángulo 1 4.5 2 9
Triángulo II 13.5 4 54

XA = 18.0 2  xA = 63

Por tanto, X2A = ’ZxA: X(18 kN) = 63 kN 

La carga concentrada equivalente es

X = 3.5 m

y su línea de acción está localizada a una distancia

X = 3.5 m a la derecha do A 4

b) Reacciones. La reacción en A es vertical y se representa con A; la 
reacción en B está representada por sus componentes Bv y By. Como se 
muestra en la figura, la carga dada se puede considerar como la suma de dos 
cargas triangulares. La resultante de cada carga triangular es igual al área del 
triángulo y actúa en su centroide. Se escriben las siguientes ecuaciones de 
equilibrio para el cuerpo libre mostrado:

=  0 : 

+Í2M a = 0:

+ ’\ZMb = 0:

Bv = 0

— (4.5 kN)(2 ni) — (13.5 kN)(4 m) + By(6 m) = 0

B,, = 10.5 kN t 

+(4.5 kN)(4 m) + (13.5 k\)(2 m) -  A(6 m) = 0

A = 7.5 k-N t

Solución alternativa. La carga distribuida dada se puede reemplazar 
por su resultante, la cual se determinó en la parte a. Las reacciones pueden 
determinarse con las ecuaciones de equilibrio = 0, = 0 y 2MB = 0. 
De nuevo se obtiene



PROBLEMA RESUELTO 5.10
La sección transversal de una presa de concreto es como se muestra en la 
figura. Considere una sección de la presa de 1 ft de espesor y determine:
a) la resultante de las fuerzas de reacción ejercidas por el suelo sobre la base 
AB de la presa y b) la resultante de las fuerzas de presión ejercidas por 
el agua sobre la cara BC de la presa. Los pesos específicos del concreto y del 
agua son, respectivamente, 150 lb/ft3 y 62.4 lb/ft'.

SOLUCION

a) Reacción del suelo. Se selecciona como cuerpo libre la sección 
de 1 ft de espesor AEFCDB de la presa y el agua. Las fuerzas de reacción 
ejercidas por el suelo sobre la base AB están representadas por un sistema 
equivalente fuerza-par en A. Otras fuerzas que actúan sobre el cuerpo libre 
son el peso de la presa, representado con los pesos de sus componentes YVi, 
W2 y W3; el peso del agua W4 y la resultante P de las fuerzas de presión 
ejercidas sobre la sección BD por el agua que se encuentra a la derecha de 
dicha sección. Así se tiene

j(9  ft)(22 ft)(l ft){ 150 lb/ft3) = 
(5 ft){22 ft)(l ft)(150 lb/ft3) = 
|(10 ft)(18 ft)(l ft)(150 lb/ft3) 
|(10 ft)(18 ft)(l ft)(62.4 lb/ft3) 
{(18 ft)(l ft)( 18 ft)(62.4 lb/ft3)

Ecuaciones de equilibrio 

2R. = 0: H -  10 109 Ib = 0

+ ̂ 2Ma = 0:

M = 520 960 Ib ■ ft 1 -4

Se puede reemplazar el sistema fuerza-par obtenido por una fuerza que ac
hia a una distancia d  a la derecha de A, donde

b ) Resultante R de las fuerzas ejercidas por el agua. Se elige 
como cuerpo libre la sección parabólica de agua BCD. Las fuerzas involu
cradas son la resultante — R de las fuerzas ejercidas por la presa sobre el 
agua, el peso W4 y la fuerza P. Como estas fuerzas deben ser concurrentes, 
—R pasa a través del punto de intersección G de W4 y P. Se dibuja un trián
gulo de fuerzas a partir del cual se determinan la magnitud y la dirección de
— R. La resultante R de las fuerzas ejercidas por el agua sobre la cara BC es 
igual y opuesta:

R = 12 580 Ib ¡P36.50 <



R E S O L  UC1 ÓN DE P R O B L E M A S 
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E M &1É03Í

Los problemas en esta lección involucran dos tipos de cargas comunes muy impor
tantes: cargas distribuidas sobre vigas y fuerzas sobre superficies sumergidas de an
cho constante. Como se estudió en las secciones 5.8 y 5.9 y se ilustró en los pro
blemas resueltos 5.9 y 5.10, la determinación de la fuerza equivalente única para 
cada una de estas cargas requiere conocimiento sobre centroides.

1. A nálisis d e  v igas su jetas a  carg as d istribu idas. En la sección 5.8 se de
mostró que una carga distribuida que actúa sobre una viga puede reemplazarse por 
una fuerza equivalente. La magnitud de dicha fuerza es igual al área bajo la curva 
de la carga distribuida y su línea de acción pasa a través dei centroide de dicha área. 
Por tanto, la solución debe comenzar reemplazando las diversas cargas distribuidas 
que actúan sobre una viga dada, por sus respectivas fuerzas equivalentes. Enton
ces, las reacciones en los apoyos de la viga pueden determinarse empleando los mé
todos del capítulo 4.

Cuando sea posible, las cargas distribuidas complejas deben dividirse en áreas que 
correspondan a las formas comunes mostradas en la figura 5.8A [problema resuel
to 5.9]. Entonces, cada una de estas áreas se puede reemplazar por una sola fuer
za equivalente. Si así se requiere, el sistema de fuerzas equivalentes puede redu
cirse aún más a una sola fuerza equivalente. A medida que se estudie el problema 
resuelto 5.9, observe cómo se ha utilizado la analogía entre fuerza y área y las téc
nicas para localizar el centroide de áreas compuestas para analizar una viga sujeta 
a una carga distribuida.

2. R esolución  d e  p rob lem as  q u e  involucran  fu erz a s  q u e  actú an  so b re  cu er
pos sum ergidos. Se deben recordar los sigmentes puntos y las siguientes técni
cas al momento de resolver problemas de este tipo.

«) La presión p  a una profundidad h por debajo de la superficie libre de un lí
quido es igual a yh o pgh, donde y  y p son, respectivamente, el peso específico y 
la densidad del líquido. Por tanto, la carga por unidad de longitud w que actúa so
bre una superficie sumergida de ancho constante b  está dada por

w = bp = byh = bpgh

b ) La línea de acción de la fuerza resultante R que actúa sobre una superficie 
plana sumergida es perpendicular a dicha superficie.

c) Para una superficie rectangular plana vertical o inclinada de ancho b, la carga 
que actúa sobre la superficie puede representarse por medio de una carga lineal
mente distribuida que tiene forma trapezoidal (figura 5.18). Además, la magnitud 
de R está dada por

R = yhEA

donde hE es la distancia vertical al centro de la superficie y A es el área de la su-

m&iáík



¡ l i l

•

::/£íŜ feía
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d) En virtud de que la presión del líquido en la superficie libre del mismo es 
igua a cero, la curva de carga será triangular (en lugar de trapezoidal) cuando el 
borde superior de una superficie rectangular plana coincida con la superficie libre 
del líquido. Para este caso, la línea de acción de R puede determinarse fácilmente 
debido a que pasa a través del centroide de una carga distribuida triangular.

e ) Para el caso general, en lugar de analizar un trapezoide, se sugiere que se 
use el método señalado en la parte b  del problema resuelto 5.9. Primero se divide 
a la carga distribuida trapezoidal en dos triángulos y, entonces, se calcula la magni
tud de la resultante de cada carga triangular. (La magnitud es igual al producto del 
área del triángulo por el ancho de la placa.) Observe que la línea de acción de ca
da fuerza resultante pasa a través del centroide del triángulo correspondiente y que 
la suma de dichas fuerzas es equivalente a R. Por tanto, en lugar de utilizar R, se 
pueden usar las dos fuerzas resultantes equivalentes cuyos puntos de aplicación pue
den determinarse fácilmente. Por supuesto, la ecuación dada para fí en el párrafo 
c  se debe utilizar cuando sólo se necesite conocer la magnitud de R.

/ ) Cuando la superficie sumergida de ancho constante es curva, la fuerza re
sultante que actúa sobre la superficie se obtiene al considerar el equilibrio del vo
lumen del líquido, limitado por la superficie curva y por planos horizontales y ver
ticales (figura 5.19). Obsérvese que la fuerza Ri de la figura 5.19 es igual al peso 
del líquido que se encuentra por encima del plano AD. El método de solución pa
ra problemas que involucran superficies curvas se muestra en la parte b  del pro
blema resuelto 5.10.

En los cursos subsecuentes de mecánica (en particular el curso de mecánica de ma
teriales y el curso de mecánica de fluidos) se tendrá una oportunidad amplia de uti
lizar las ideas presentadas en esta lección.



Problemas

5.61 y 5.62 Para la viga y las cargas mostradas en cada figura, deter
mine a) magnitud y localización de la resultante de la carga distribuida,
b) las reacciones en los apoyos de la viga.

Parábola

5.63 a 5.68 Para las cargas dadas, determine las reacciones en los apo
yos de cada viga.

1.8 kN/in

254



5.69 Para la carga aplicada en la viga que se muestra en la figura, de
termine las reacciones en ¡os apoyos, cuando tuu = 1.5 kN/m.

Problemas

3.5 kN/m 

50 kN ■ m ( ,\..... -Á
6 m

c  4
i
l «o

1 m

Figura P5.69 y P5.70

5.70 Determine á) la carga distribuida w0 en el extremo D de la viga 
ABCD para la cual la reacción en B es cero, b) la reacción correspondiente 
en C.

5.71 Si w = 300 N/m, determine a ) la distancia mínima a para la cual 
la reacción vertical en el apoyo B es igual a A, b) las reacciones correspon
dientes en los apoyos.

5.72 Si iv = 300 N/m, determine a) la distancia a para la cual la razón 
de la reacción vertical en el apoyo B respecto a la reacción vertical en el so
porte A es máxima, b ) las reacciones correspondientes en los apoyos.

5.73 Una viga de nivel AB soporta tres cargas concentradas y descan
sa sobre el suelo encima de una roca grande. El suelo ejerce una carga dis
tribuida hacia arriba, y la roca ejerce una carga concentrada Rfl como indi
ca la figura. Si P = 1 kip y icB = 'ÁtvA, determine los valores de rvA y Rn 
correspondientes al estado de equilibrio.

1.5 ft - 4.5 ft -
1.2 ft

6 kips 4.5 kips,

A t
i . -

i <

-3 .6  ft ■ -5 .4  ft-

B
we

Figura P5.73 y P5.74

5.74 Una viga de nivel AB soporta tres cargas concentradas y descansa 
sobre el suelo encima de una roca grande. El suelo ejerce una carga dis
tribuida hacia arriba, y la roca ejerce una carga concentrada R« como indica 
la figura. Si wB = QAwa , determine a) el valor máximo de P en el cual la 
viga está equilibrada, b) el valor correspondiente de wA.



2 5 6  ^ egr̂aavsê ribuidas: cen,roides y centros En los problemas siguientes, debe usarse y = 62.4 lb/ft3 para el poso es
pecífico del agua dulce y yc = 150 lb/ft ‘ para el peso específico del concreto 
cuando se utilicen las unidades del sistema inglés. Al emplear unidades SI, 
se debe utilizar p = 103 kg/m3 para la densidad del agua dulce y p,. — 2.40 
X 103 kg/m'1 para la densidad del concreto. (Vea la nota al pie de la página 
222 para saber cómo se determina el peso específico de un material a partir 
de su densidad.)

5.75 y 5.76 La sección transversal de un dique de concreto tiene la 
forma que se muestra en la figura. Para una sección del dique de una unidad 
de ancho, determine a) las fuerzas de reacción ejercidas por el suelo sobre 
la base AB del dique, b) el punto de aplicación de la resultante de las fuerzas 
de reacción encontradas en el inciso a), c) la resultante de las fuerzas de pre
sión ejercidas por el agua sobre la cara BD del dique.

Figura P5.75 Vértice

Figura P5.76

5.77 Una válvula automática consiste en una placa cuadrada de 225 X  
225 mm pivoteada respecto a un eje horizontal a través de A, localizado a 
una distancia h = 90 mm por encima del borde inferior. Determine la pro
fundidad (I del agua para la cual la válvula se abrirá.

Figura P5.77 y P5.78

5.78 Una válvula automática consiste en una placa cuadrada de 225 X 
225 mm pivoteada respecto a un eje horizontal a través de A. Si la válvula se 
abre cuando la profundidad del agua es <7 = 450 mm, determine la distan
cia h desde la parte baja de la válvula hasta el pivote A.

5.79 Una marisma de agua dulce drena hacia el océano a través de 
una compuerta de marea automática que tiene 4 ft de ancho y 3 ft de alto. 
La compuerta se sostiene mediante bisagras ubicadas a lo largo de su borde 
superior en A y se apoya sobre un tope en B. En un momento determinado, 
los niveles de agua en la marisma y el océano son h = 6 ft y d = 9 ft, res
pectivamente. Determine la fuerza ejercida por el tope sobre la compuerta 
en B y la reacción de las bisagras en A. (El peso específico del agua salada

Figura P5.79 es de 64 lb/ft3 )



5.80 El dique de un lago se diseña para soportar la fuerza adicional Problemas 2 5 7
producida por el sedimento acumulado en el fondo del lago. Si la densidad 
del sedimento es equivalente a la de un líquido con densidad ps = 1.76 X 
103 kg/m3 y considerando que el ancho del dique es de 1 m, determine el 
porcentaje de incremento en la fuerza que actúa sobre la cara del dique cuan
do se tiene una acumulación de sedimento de 1.5 m de profundidad.

Figura P5.80 y P5.81

5.81 La base del dique de un lago se diseña para soportar hasta el 150 
por ciento de la fuerza horizontal ejercida por el agua. Después de su cons
trucción, se descubrió que se está acumulando sedimento (el cual es equiva
lente a un líquido de densidad pv = 1.76 X 103 kg/m3) en el fondo del lago 
a razón de 20 mm/año. Si el ancho del dique mide 1 m, determine el núme
ro de años que deben transcurrir para que el dique se vuelva inseguro.

5.82 En un canal de agua dulce, de 1.5 m de ancho, se construye un 
dique temporal clavando dos tablas a los pilotes ubicados a los lados del ca
nal V apuntalando una tercera tabla AB contra los pilotes y el piso del canal. 
Sin tomar en cuenta la fricción BC, determine a) la fuerza horizontal ejerci
da sobre la tabla AB por cada uno de los pilotes, b) la fuerza vertical que se 
ejerce sobre la superficie de la tabla AB, c) la reacción en B.

5.83 En un canal de agua dulce, de 1.5 m de ancho, se construye un 
dique temporal clavando dos tablas a los pilotes ubicados a los lados del ca
nal y apuntalando una tercera tabla AB contra los pilotes y el piso del canal. 
Sin tomar en cuenta la fricción, determine la magnitud y la dirección de la 
tensión mínima requerida en la cuerda BC para mover la tabla AB.

5.84 La compuerta AB está situada al final del canal de agua de 6 ft 
de ancho y se mantiene en la posición mostrada en la figura mediante bisa
gras instaladas a lo largo de su extremo superior A. Si el piso del canal no 
tiene fricción, determine las reacciones en A y B. Figura P5.84

Figura P5.82 y P5.83
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de gravedad

16 in.

Figura P5.85 y P5.86

5.85 Al final de un canal de agua dulce se encuentra una compuerta 
en forma de prisma que está sostenida por medio de un pasador y una mén
sula colocados en A v descansa sin fricción sobre un soporte ubicado on B. 
El pasador se localiza a una distancia de h = 4 in. por abajo del centro de 
gravedad C de la compuerta. Determine la profundidad del agua d  para la 
cual se abrirá la compuerta.

5.86 Al final de un canal de agua dulce se encuentra una compuerta 
en forma de prisma que está sostenida por medio de un pasador y una mén
sula colocados en A y descansa sin fricción sobre un soporte puesto en B. 
Determine la distancia h si la compuerta debe abrirse cuando el = 30 in.

5.87 Una compuerta colocada en el extremo de un canal de agua dul
ce de 1 m de ancho fue fabricada con tres placas de acero rectangulares de 
125 kg cada una. La compuerta está articulada en A y descansa sin fricción 
sobre un apoyo puesto en /). Si el - 0.75 m, determine las reacciones en A 
y D.

Figura P5.87 y P5.88

5.88 Una compuerta colocada en el extremo de un canal de agua dulce 
de 1 tu de ancho fue fabricada con tres placas de acero rectangulares de 125 
kg cada una. La compuerta está articulada en A y descansa sin fricción so
bre un apoyo colocado en D. Determine la profundidad <1 del agua para la 
cual se abrirá la compuerta.

5.89 Un canalón para lluvia se sostiene del techo de una casa median
te ganchos espaciados 24 in. entre sí. Este canalón se obstruye y poco a po
co se llena con agua de lluvia. Si el canalón está lleno de agua, determine 
ti) la resultante de las fuerzas de presión ejercidas por el agua sobre una sec
ción de 24 in. de la superficie curva del canalón que so muestra en la figu
ra, b) el sistema fuerza-par ejercido sobre uno de los ganchos que sostienen 
al canalón.

2.25 inn Vértice

Parábola'
4.5 in.

Figura P5.89



VOLÚMENES 5.10. Centro de gravedad de un cuerpo 
tridimensional. Centroide de un volumen

5.10. CENTRO DE GRAVEDAD DE UN CUERPO 
TRIDIMENSIONAL. CENTROIDE DE UN VOLUMEN

El centro de gravedad G de un cuerpo tridimensional se obtiene divi
diendo el cuerpo en pequeños elementos y expresando que el peso W 
del cuerpo actuando en G es equivalente al sistema de fuerzas dis
tribuidas áW  que representan a los pesos de los elementos pequeños. 
Al seleccionar al eje j  vertical con un sentido positivo hacia arriba 
(figura 5.20) y representar con r al vector de posición de G, se escribe

Fotografía 5.5 Cuando el Boeing 747 fue 
modificado para transportar un transbordador 
espacial, fue necesario determinar el centro de 
gravedad de cada nave para predecir las 
características del vuelo.

Figura 5.20

que W es igual a la suma de los pesos elementales AW y que su mo
mento con respecto a O es igual a la suma de los momentos con res
pecto a O de los pesos elementales.

2F: - W j = E (-A W j) 
2 M 0 : f  x (~W j) = 2 [r  x (-A W j)] (5'13)

Se reescribe la última ecuación de la siguiente forma

rW  X ( - j )  =  ( I r  AW) x  ( - j )  (5.14)

se observa que el peso W del cuerpo es equivalente al sistema de pe
sos elementales AW si se cumplen las siguientes condiciones:

W = 2  AW FW = S r  AW

Si se incrementa el número de elementos y al mismo tiempo se dis
minuye el tamaño de cada uno de ellos, se obtiene en el límite

W  =  j d W  rW  = | r  dW  (5.15)

Se observa que las relaciones obtenidas son independientes de la orien
tación del cuerpo. Por ejemplo, si el cuerpo y los ejes coordenados fue
ran rotados de manera que el eje ~ apuntara hacia arriba, el vector uni
tario - j  sería reemplazado por — k en las ecuaciones (5.13) v (5.14), 
pero las relaciones (5.15) permanecerían intactas. Descomponiendo los 
vectores r  y r  en sus componentes rectangulares, se observa (jue la se
gunda de las relaciones (5.15) es equivalente a las tres ecuaciones es
calares que se presentan a continuación

x W = j x d \ V  y \ V = f y d W  z W  =  f  z d W  (5.16)



Si el cuerpo está hecho de un material homogéneo de peso espe
cífico -y, la magnitud dW  del peso de un elemento infinitesimal se pue
de expresar en términos del volumen dV  de dicho elemento y la mag
nitud W  del peso total puede expresarse en términos del volumen total 
V. Así, se escribe

dW  = y dV W  = yV

Sustituyendo a dW  y a W  en la segunda de las relaciones (5.15), se es
cribe

rV = f  r dV  (5.17)

o, en forma escalar,

x V = f  x dV yV =  f  y dV zV = j  z dV  (5.18)

El punto cuyas coordenadas son x, y v z también se conoce como el 
centroide C del volumen V del cuerpo. Si el cuerpo no es homogéneo, 
las ecuaciones (5.18) no pueden utilizarse para determinar el centro de 
gravedad del mismo; sin embargo, las ecuaciones (5.18) aún definen al 
centroide de su volumen.

La integral / x dV se conoce como el prim er momento del volu
men con respecto al ¡plano yz. De manera análoga, las integrales J  y dV 
y f  z dV definen, respectivamente, los primeros momentos del volu
men con respecto al plano zx y al plano xy. A partir de las ecuaciones 
(5.18) se observa que si el centroide de un volumen está localizado en 
un plano coordenado, el primer momento del volumen con respecto a 
dicho plano es igual a cero.

Se dice que un volumen es simétrico con respecto a un plano da
do si para cada punto P del volumen existe un punto P' del mismo vo
lumen tal que la línea PP' es perpendicular al plano dado y está divi
dida en dos partes por dicho plano. Bajo estas circunstancias, se dice 
que el plano en cuestión es un plano de simetría para el volumen da
do. Cuando un volumen V posee un plano de simetría, el primer mo
mento de V con respecto a ese plano es igual a cero y el centroide del 
volumen está localizado en el plano de simetría. Cuando un volumen 
posee dos planos de simetría, el centroide del volumen está localizado 
en la línea de intersección de los dos planos. Finalmente, cuando un 
volumen tiene tres ejes de simetría que se intersecan en un punto bien 
definido (esto es, que no se intersecan a lo largo de una línea común), 
el punto de intersección de los tres planos coincide con el centroide 
del volumen. Esta propiedad permite determinar la ubicación de los 
centroides de esferas, elipsoides, cubos y paralelepípedos rectangula
res, entre otros.

Los centroides de volúmenes que no son simétricos o de volúme
nes que tienen sólo uno o dos planos de simetría deben determinarse 
mechante integración (sección 5.12). Los centroides de varios volúme
nes comunes se muestran en la figura 5.21. Se debe observar que, en 
general, el centroide de un volumen de revolución no coincide con el 
centroide de su sección transversal. Por tanto, el centroide de un he
misferio es diferente al de un área semicircular y el centroide de un 
cono es diferente al de un triángulo.



Forma

Semiesfera

JBSHB ■

0 I0 m  : ^  

$ £ § 3a
S

Volumen

Semielipsoide 
de revolución

AÍV*>

3/»
S -  ira-ii

Paraboloide 
de revolución -  mi2h

2

Cono -  ir a ' V i

Pirámide l ahh

Figura 5.21 Centroides de formas y volúmenes comunes.
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5.11. CUERPOS COMPUESTOS

*el ~ y el ~ êl ~ 2 
dV - z d x  dy

Figura 5.22 Determinación del centroide 
de un volumen por integración doble.

d V = irr2 dx

Figura 5.23 Determinación del centroide 
de un cuerpo de revolución.

Si un cuerpo puede dividirse en varias de las formas comunes mostradas 
en la figura 5.21, su centro de gravedad G puede determinarse al ex
presar que el momento con respecto a O de su peso total es igual a la 
suma de los momentos con respecto a O de los pesos de las diferentes 
partes que lo componen. Si se procede de la misma forma que en la 
sección 5 .10,_se_obtienen las siguientes ecuaciones que definen las 
coordenadas X, Y y Z del centro de gravedad G de un cuerpo.

X2VV = 2£W  Y'LW = YyW  Z 2W  =  25W  (5.19)

Si el cuerpo está hecho de un material homogéneo, su centro de 
gravedad coincide con el centroide de su volumen y se obtiene:

X 2V  = 2xV  V2V = S/V Z2V = 2SV (5.20)

5.12. DETERMINACIÓN DE CENTROIDES 
DE VOLÚMENES POR INTEGRACIÓN

E l centroide de un volumen limitado por superficies analíticas se puede 
determinar al evaluar las integrales dadas en la sección 5.10:

xV = f  x dV yV = f  y dV  zV = J  z dV  (5.21)

Si el elemento de volumen dV  se selecciona de manera que sea igual 
a un pequeño cubo de lados dx, dy y dz, la evaluación de cada una de 
estas integrales requiere una integración triple. Sin embargo, es posi
ble determinar las coordenadas del centroide de la mayoría de los 
volúmenes utilizando integración doble si dV  se selecciona de tal forma 
que sea igual al volumen de un filamento delgado (figura 5.22). En
tonces, las coordenadas del centroide del volumen se obtienen rees- 
cribiendo las ecuaciones (5.21),

x V = f  x,, (IV yV = I  yel dV z V =  j  ze ldV  (5.22)

y sustituyendo después las expresiones dadas en la figura 5.22 para el 
volumen dV y para las coordenadas xe¡, ye¡ y zei  Si se utiliza la ecuación 
de la superficie para expresar a z en términos de x y y, la integración 
se reduce a una integración doble en x y y.

Si el volumen en consideración posee dos planos de simetría, su 
centroide debe estar localizado sobre la línea de intersección de los dos 
planos. Seleccionando al eje x de manera que coincida con esta línea 
se tiene

y = z = 0

y la única coordenada que se tiene que determinar es x. Esto se pue
de realizar con una sola integración dividiendo el volumen dado en pla
cas delgadas paralelas al plano yz y expresando a (A7 en términos de x 
y dx en la ecuación

xV = j  xe ldV  (5.23)

Para un cuerpo de revolución las placas son circulares y sus volúmenes 
se dan en la figura 5.23.



PROBLEMA RESUELTO 5.11
Determine la ubicación del centro de gravedad del cuerpo de revolución ho
mogéneo que se muestra en la figura, el cual se obtuvo al unir una semies- 
fera y un cilindro v removiendo un cono.

g-ppg

W ¡I 
■-

SOLUCION

Debido a la simetría, el centro de gravedad se encuentra sobre el eje x, co
mo se muestra en la figura que se presenta a continuación. El cuerpo pue
de obtenerse sumándole una seiniesfera a un cilindro y después restándole 
un cono. El volumen y la abscisa del centroide de cada una de estas compo
nentes se obtiene a partir de la figura 5.21 y se introduce en la tabla que apa
rece a continuación. Entonces, se determinan el volumen total del cuerpo y 
el primer momento de dicho volumen con respecto al plano yz.

60 min

(60 mm) = 22.5 mm 50 mm - (100 mm) = 75 mm

Componente Volumen, mm3 x, mm xV, mm4

Semiesfera

Cilindro

Cono

1 4tt , 
i T (60)3 =

7r(60)2(100) =

-  j ( 6 0 ) 2(100) =

0.4524 X 106 

1.1310 X 106 

-0.3770 X 106

-22.5  

•4-50 

+ 75

-10.18 X 106 

+56.55 X 106 

-28.28 X 10r>

XV = 1.206 X 106 S t V = + 18.09 X 106

Por tanto, 

XSV = 2 IV: X( 1.206 X  lCf mm3) = 18.09 X  l ( f  mm
X = 15 mm



PROBLEMA RESUELTO 5.12
Localice el centro de gravedad del elemento de una máquina hecho de acero 
que se muestra en la figura. El diámetro de cada agujero es 1 in.

i » ,
( j l

SOLUCION

El elemento de máquina se puede obtener sumándole a un paralelepípedo 
rectangular (I) un cuarto de cilindro (II) y, entonces, restando dos cilindros 
de 1 in. de diámetro (III y IV). Se determinan el volumen y las coordenadas 
del centroide de cada componente y se introducen en la tabla que se presen
ta a continuación. Entonces, al utilizar los datos que están en la tabla se deter
mina el volumen total y los momentos de dicho volumen con respecto a cada 
uno de los planos coordenados.

¿
(4.5)(2)(0.5)
pr(2)2(0.5)

•77(0.5)z(0.5)
•7t(0.5)2(0.5)

Por tanto.

ISfflÜ
w M w  
í S  m



PROBLEMA RESUELTO 5.13
Determine la ubicación del centroide del medio cono circular recto mostrado 
en la figura.

SOLUCION

Como el plano xy es un plano de simetría, el centroide se encuentra en di
cho plano y z = 0. Se selecciona una placa de espesor dx como el elemento 
diferencial. El volumen de dicho elemento es

dV = ^nr2 dx

Las coordenadas xei y yt,¡ del centroide del elemento son

xd = x \hl
4r 
3 -ir

donde ye¡ se obtiene a partir de la figura 5.8 (área semicircular). 

Se observa que r es proporcional a x y se escribe

r _  a 
x h

a
r = —x h

m fh

Así, el volumen del cuerpo está dado por

V = / dV = i V  ■* = l  l"(f *) dx =
El primer momento del elemento diferencial con respecto al plano yz es 
xe¡ dV\ en consecuencia, el momento total del cuerpo con respecto a ese 
mismo plano es

J xel dV = J xijTrr2) dx = j dx =

Por tanto,

xV = j  x„/ dV . TTa2h ira2h2
6 8

í y*‘dv=l £ (̂ )dx = í l ‘(fx)>(/x a ĥ 
~6~

En forma similar, el momento del elemento diferencial con respecto al plano 
zx es y,,/ dV; en consecuencia, el momento total es

Por tanto,

y V = J  ye,dV
_ ira2h cPh
y k -  r



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En los problemas correspondientes a esta lección se pedirá localizar los centros de grave
dad de cuerpos tridimensionales o los centroides de sus volúmenes. Todas las técnicas que 
se presentaron anteriormente para cuerpos bidimensionales, como usar simetría, dividir al 
cuerpo en formas comunes, seleccionar el elemento diferencial más eficiente, entre otros, 
también pueden aplicarse para el caso tridimensional general.

1. Localización de los ventrón de gravedad de cuet'pon compuestos. En general, se 
deben utilizar las ecuaciones (5.19):

XX W = XxW m i '  = 2yW  Z2W = XzW (5.19)

Sin embargo, para el caso do un cuerpo homogéneo, el centro de gravedad del mismo coin
cide con el centroide de su volumen. Por tanto, para este caso específico, el centro de gra
vedad del cuerpo también puede localizarse con las ecuaciones (5.20):

XXV = 2?V  Y2V = I t /V Z2V = XiV (5.20)

Debe observarse que estas ecuaciones son sólo una extensión de las ecuaciones utilizadas 
para los problemas bidimensionales considerados en secciones anteriores de este mismo ca
pítulo. Como lo ilustran las soluciones de los problemas resueltos 5.11 y 5.12. los métodos 
de solución para problemas bidimensionales y tridimensionales son idénticos. Por tanto, de 
nuevo se recomienda construir diagramas y tablas apropiadas cuando se analicen cuerpos 
compuestos. Además, cuando se estudie el problema resuelto 5.12, se debe observar cómo 
las coordenadas x y y del centroide clel cuarto do cilindro se obtuvieron mediante las ecua
ciones para el centroide de un cuarto de círculo.

Se debe señalar que se presentan dos casos especiales de interés cuando el cuerpo dado con
siste de alambres uniformes o de placas uniformes hechos del mismo material.

«) Para un cuerpo hecho de varios elementos de alambre que tienen la misma sección 
transversal uniforme, el área A de la sección transversal de los elementos de alambre se podrá 
eliminar de las ecuaciones (5.20) cuando V se reemplaza por el producto AL, donde L es la 
longitud de un elemento dado. Entonces, para este caso, las ecuaciones (5.20) se reducen a

XXL = XÍL Y XL = Sí]L ZXL = Iz L

h) Para un cuerpo hecho de varias placas que tienen el mismo espesor uniforme, el es
pesor t de las placas puede factorizarse y eliminarse de las ecuaciones (5.20) cuando V se 
reemplaza por el producto tA, donde A es el área de una placa dada. Por tanto, en este ca
so, las ecuaciones (5.20) se reducen a

XXA = SEA Y XA = 2¡/A ZEA = X~A

2. Localización de los centroides de volúmenes por integración directa. Corno se 
explicó en la sección 5.11, la evaluación de las integrales de las ecuaciones (5.21) se puede 
simplificar seleccionando para el elemento de volumen dV un filamento delgado (figura 5.22) 
o una placa delgada (figura 5.23). Por tanto, la solución se debe iniciar con la identificación, 
de ser posible, del dV que produce integrales sencillas o dobles que son fáciles de calcular. 
Para cuerpos de revolución, este elemento de volumen puede ser una placa delgada (como en 
el problema resuelto 5.13) o un cascarón cilindrico delgado. Sin embargo, es importante 
recordar que las relaciones que se establezcan entre las variables (como las relaciones entre r 
y x en el problema resuelto 5.13) afectarán directamente la complejidad de las integrales que 
se tendrán que calcular. Finalmente, conviene recordar que xc¡, yeiyze¡ en las ecuaciones (5.22) 
son las coordenadas del centroide de dV.



5.90 El cuerpo compuesto que se presenta en la figura se obtiene al 
remover un hemisferio de radio r de un cilindro de radio R y altura 2R. De
termine a) la coordenada y del centroide cuando r = 32Í/4, b) la relación r/R 
para la cual y = — 1.2R.

5.91 Determine la coordenada y del centroide del cuerpo mostrado 
en la figura.

Figura P5.91 y P5.92

5.92 Determine la coordenada z fiel centroide del cuerpo mostrado 
en la figura. (Sugerencia: Use el resultado del problema resuelto 5.13.)

5.93 Para el cuerpo mostrado en la figura, determine a) el valor de x 
donde h = L/2, b) la relación h/L para la cual x = L.

5.94 Para el elemento de máquina que se muestra en la figura, loca
lice la coordenada y del centro de gravedad.

z
Figura P5.93

Figura P5.90

Figura P5.94 y P5.95

5.95 Para el elemento de máquina que se muestra en la figura, loca
lice la coordenada z del centro de gravedad.

267
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Figura P5.96 y P5.97

Figura P5.100

5.96 Para la ménsula de tope que se muestra en la figura, localice la 
coordenada x del centro de gravedad.

5.97  Para la ménsula de tope que se muestra en la figura, localice la 
coordenada z del centro de gravedad.

5.98 Para el elemento de máquina que se muestra en la figura, loca
lice la coordenada x del centro de gravedad.

Figura P5.98 y P5.99

5.99 Para el elemento de máquina que se muestra en la figura, loca
lice la coordenada y del centro de gravedad.

5.100 Una hoja de metal con espesor uniforme se utiliza para fabri
car una porción de la teja de un techo. Localice el centro de gravedad de la 
teja si está compuesta de los tres elementos que se muestran en la figura.

5.101 Localice el centro de gravedad de la hoja de metal que se mues
tra en la figura.

y

z

r = 2.25 in.
Figura P5.101



5.102 Localice el centro de gravedad de la hoja de metal que tiene la 
forma indicada por la figura.

Problemas

96 tmm

45 iiiin
Figura P5.103

Figura P5.102

*5.103 La cubierta de un dispositivo electrónico se forma a partir de 
una hoja de metal de espesor uniforme. Localice el centro de gravedad de 
la cubierta.

5.104 Localice el centro de gravedad de una canaleta hecha a partir 
de una hoja metálica do espesor uniforme.

5.105 Un ducto cilindrico de 8 in. de diámetro y un ducto rectangu
lar de 4 X 8 in. se unen en la forma indicada en la figura. Localice el cen
tro de gravedad del ensamble si se sabe que los ductos fueron fabricados con 
la misma hoja de metal de espesor uniforme.

= 500 nrun

Figura P5.105

5.106 El toldo para ventana que se muestra en la figura está fabricado 
a partir de una hoja de metal de espesor uniforme. Localice el centro de 
gravedad del toldo. Figura P5.106



5.107 La cubierta frontal de un reloj de pared está hecha de material 
plástico delgado y tiene espesor uniforme. Localice el centro de gravedad de 
¡a cubierta.

r  = 1.5 in.
Figura P5.107

5.108 Una varilla delgada de latón que tiene sección transversal uni
forme se dobla en la forma indicada por la figura. Localice su centro de 
gravedad.

5.109 Un alambre delgado de acero con sección transversal uniforme 
se dobla como indica la figura, donde el arco BC es un cuarto del círculo del 
radio R. Localice su centro de gravedad.

5.110 La metalistería decorativa que está a la entrada de un comercio 
se fabrica a partir de tubería estructural de acero. Si R = 4 ft, localice el cen
tro de gravedad de la metalistería.

5.111 El marco de una cubierta para equipo portátil está construido 
con tubería de acero de diámetro uniforme. Localice el centro de gravedad 
del marco.



5.112 Ujna lesna marcadora tiene mango de plástico y vástago y pun- Problemas 2 7 1

ta de acero. Si los pesos específicos del plástico v del acero son, respectiva
mente, de 0.0374 lb/in.3 y 0.284 lb/in.3, localice el centro de gravedad de la 
lesna.

- 2 ¡n.-

3.2 in.

Figura P5.112

■ 3.6 ir. - - 0.4 in.

0.12 in.

5.113 Una polea tensora de banda plana está moldeada con policar- 
bonato y tiene en el interior un mango de bronce. Si las densidades del po- 
licarbonato y del bronce son, respectivamente, de 1 250 kg/ni’ y 8 800 kg/m'\ 
determine la coordenada x del centro de gravedad de la polea.

5.114 Un poste para demarcar el camino en un jardín consiste en una 
pirámide regular truncada esculpida a partir de una roca con densidad de 
2 570 kg/m3. La pirámide está montada sobre una base de acero de espesor Figura P5.114 
h. Si la densidad del acero es de 7 860 kg/m3 y la placa de acero está disponible
en incrementos de 5 mm, especifique el espesor mínimo h para el cual el 
centro de gravedad del poste está aproximadamente 300 mm por encima de 
la arista superior de la base.

5.115 Tres placas de latón están soldadas a un tubo de acero para for
mar la base de asta bandera que se muestra en la figura. Si la pared del tubo 
y cada placa tienen un espesor de 0.25 y 0.2 in., respectivamente, determine 
la localización del centro de gravedad de la base. (Pesos específicos: latón =
0.306 lb/in.'3, acero = 0.284 lb/in.3)

5.116 a 5.118 Determine por integración directa los valores de x para 
los dos volúmenes obtenidos al hacer pasar un plano de corte vertical a través 
de las formas mostradas en la figura 5.21. El plano de corte es paralelo a la 
base de la forma dada y la divide en dos volúmenes de la misma altura.

5.116 Una semiesfera.
5.117 Un semielipsoide de revolución.
5.118 Un paraboloide de revolución.

. 2.5 in.

120° '

Figura P5.115
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5.119 y 5.120 Localice el centroide del volumen que se obtiene al ro
tar el área sombreada alrededor del eje x.

5.121 Localice el centroide del volumen que se obtiene al girar el área 
sombreada alrededor de la línea x = a.

*5.122 Localice el centroide del volumen generado al girar la porción 
de la curva cosenoidal mostrada alrededor del eje .t.

*5.123 Localice el centroide del volumen generado al girar la porción 
de la curva cosenoidal mostrada alrededor del eje y. (Sugerencia: Use como 
elemento de volumen un cascarón cilindrico delgado de radio r y espesor 
dr.)

*5.124 Muestre que para una pirámide regular de altura h y n lados 
(n = 3, 4, . . .) el centroide del volumen se localiza a una distancia h/4 por 
encima de la base.

*5.125 Una taza esférica delgada tiene radio R y espesor uniforme t. 
Demuestre por integración directa que el centro de gravedad de la taza se 
localiza a una distancia de h/2 por encima de la base.

5.126 Los lados y la base de la ponchera que se muestra en la figura 
tienen un espesor uniforme t. S i f < < ñ y f í  = 350 mm, determine la lo
calización del centro de gravedad de a) la ponchera, b) el ponche.

Figura P5.119 Figura P5.120

Figura P5.125

Figura P5.126



5.127 Después ríe medir y marcar un terreno, un constructor coloca 
cuatro estacas para identificar las esquinas de la losa donde levantará una ca
sa. Para suministrar el firme, el constructor vierte un mínimo de 3 in. de gra
va por debajo de la losa. Determine el volumen de grava requerido y la coor
denada .r del centroide de este volumen. (Sugerencia: La superficie del fondo 
de la grava es un plano oblicuo que puede representarse mediante la ecua
ción y = a + hx + cz.)

y

Figura P5.127

5.128 Mediante integración directa, determine la coordenada 3 del 
centroide del volumen que se muestra en la figura, el cual fue cortado de un 
prisma rectangular mediante un plano oblicuo dado por la ecuación y = y0
-  y¡(x/a) -  yéfi/b).

y

Figura P5.128

5.129 Localice el centroide de la sección que se muestra en la figura, 
la cual fue cortada a partir de un cilindro circular mediante un plano incli
nado.

Figura P5.129



R E P A S O  Y R E S U M E N  
D E L  C A P Í T U L O  5

Centro de gravedad de un cuerpo 
bidimensional

Centroide de un área o línea

Primeros momentos

Propiedades de simetría

Este capítulo estuvo dedicado primordialmente a la determinación 
del centro de gravedad  de un cuerpo rígido, es decir, determinar 
el punto G donde una sola fuerza W, llamada el peso del cuerpo, 
se puede aplicar para representar el efecto de la atracción de la 
Tierra sobre el cuerpo en cuestión.

En la primera parte del capítulo se consideraron cuerpos bidi
mensionales como placas planas y alambres contenidos en el plano 
xy. Al sumar componentes de fuerza en la dirección vertical z y 
sumar momentos con respecto a los ejes horizontales x y y [sec
ción 5.2], se derivaron las relaciones

W = J dW  ÍW  = ¡ x  dW  yW  = j  y dW  (5.2)

las cuales definen el peso del cuerpo y las coordenadas x y y de su 
centro de gravedad.

En el caso de una placa plana homogénea de espesor uniforme 
[sección 5.3], el centro de gravedad G de la placa coincide con el 
centroide C del área  A de la placa cuyas coordenadas están definidas 
por las relaciones

xA =  j x dA yA — J y dA (5.3)

De manera similar, la determinación del centro de gravedad de un 
alam bre homogéneo de sección transversal uniforme que está con
tenido en un plano, se reduce a la determinación del centroide C 
de la línea L  que representa al alambre; así, se tiene

xL — J  x dL  yL  = J y dL  (5.4)

Se hace referencia a las integrales en las ecuaciones (5.3) como 
los primeros momentos del área A con respecto a los ejes x y y, los 
cuales se representan, respectivamente, con Qy y Qx [sección 5.4]. 
Así, se tiene

Qy = xA Qx -  yA (5.6)

Los primeros momentos de una línea se pueden definir en forma 
similar.

La determinación del centroide C de un área o de una línea 
se simplifica cuando el área o la línea poseen ciertas propiedades 
de simetría. Si el área o la línea es simétrica con respecto a un eje, 
su centroide C se encuentra sobre dicho eje; si el área o la línea
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es simetnca con respecto a dos ejes, C está localizado en la ínter- *■' °
sección de los dos ejes; si el área o la línea es simétrica con res
pecto a un centro O, C coincide con O.

Las áreas y los centroides de varias formas comunes están ta- Centro de gravedad de un cuerpo 
bulados en la figura 5.8. Cuando una placa puede dividirse en va- compuesto 
rias de estas formas, las coordenadas X y Y de su centro de grave
dad G se pueden determinar a partir de las coordenadas %i, í 2> • 
y yi, f/2. • • • de los centros de gravedad G1; G2, . . .  de las diferen
tes partes [sección 5.5], Al igualar, respectivamente, los momentos 
en relación a los ejes y y x (figura 5.24), se tiene que

X 2W  =  2xW  Y2W  = 2t/W  (5.7)

Figura 5.24

Si la placa es homogénea y de espesor uniforme, su centro de gra
vedad coincide con el centroide C del área de la placa y las ecua
ciones (5.7) se reducen a

Qy = X2A = 2xA Qx = Y2A =  2t/A (5.8)

De estas ecuaciones se obtienen los primeros momentos del área 
compuesta o pueden resolverse para las coordenadas X y Y de su 
centroide [problema resuelto 5.1], La determinación del centro de 
gravedad de un alambre compuesto se lleva a cabo de forma simi
lar [problema resuelto 5.2].

Cuando un área está limitada por curvas analíticas, las coor- Determinación del centroide por integración 
denadas de su centroide pueden determinarse por integración [sec
ción 5.6]. Esto se puede realizar evaluando las integrales dobles en 
las ecuaciones (5.3) o evaluando una sola integral que emplea uno 
de los elementos de área mostrados en la figura 4.12 que tienen la 
forma de un rectángulo delgado o de un fragmento de círculo del
gado. Al representar con xei y ye¡ las coordenadas del centroide del 
elemento dA, se tiene que

Qy = xA = J  xe, dA Qx = yA = f  ye, dA (5.9)

Es ventajoso emplear el mismo elemento del área para el cálculo 
de los dos primeros momentos QtJ y Qx; además, el mismo ele
mento también se puede utilizar para detenninar el área A [pro
blema resuelto 5.4].
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Teoremas de Pappus-Guldinus

b)
Figura 5.25

Cargas distribuidas

Los teoremas de Pappus-Gtddinus relacionan la determinación 
del área de una superficie de revolución o el volumen de un cuer
po de revolución con la determinación del centroide de la curva 
generatriz o del área generatriz [sección 5.7], El área A de la su
perficie generada al rotar una curva de longitud L con respecto a 
un eje fijo (figura 5.25a) es igual a

A =  2m ]L  (5.10)

donde y representa la distancia desde el centroide C de la curva has
ta el eje fijo. En forma similar, el volumen V del cuerpo generado al 
rotar un área A alrededor de un eje fijo (figura 5.25b) es igual a

V = 2 -nyA (5.11)

donde y representa la distancia desde el centroide C del área has
ta el eje fijo.

El concepto de centroide de un área también se puede utilizar 
para resolver otros problemas distintos de aquellos relacionados con 
el peso de placas planas. Por ejemplo, para determinar las reaccio
nes en los apoyos de una viga [sección 5.8], se puede reemplazar 
una carga distribuida w  por una carga concentrada W igual en mag
nitud al área A bajo la curva de carga y que pasa a través del cen
troide C de dicha área (figura 5.26). Se puede utilizar el mismo pro
cedimiento para determinar la resultante de las fuerzas hidrostáticas 
ejercidas sobre una placa rectangular que está sumergida en un lí- 
(fuida [sección 5.9].

Centro de gravedad de un cuerpo 
tridimensional

Centroide de un volumen

La última parte del capítulo estuvo dedicada a la determina
ción del centro de gravedad G de un cuerpo tridimensional. Las 
coordenadas x, y y z de G se definieron por las relaciones

xW  = ¡ x  dW  yW = f  y dW  zW  =  j  z dW  (5.16)

En el caso de un cuerpo hom ogéneo, el centro de gravedad G coin
cide con el centroide C del volumen V del cuerpo; las coordenadas 
de C están definidas por las relaciones

xV = j x d V  yV  = j  y dV zV  =  j  z dV  (5.18)

Si el volumen tiene un plano de simetría, su centroide C estará en 
dicho plano; si el volumen posee dos planos de simetría, C estará 
localizado sobre la línea de intersección de los dos planos; si el vo
lumen tiene tres ejes de simetría que se intersecan en un solo pun
to, C coincidirá con dicho punto [sección 5.10].



Los volúmenes y los centroides de varias formas tridimensional 
les coinunes están tabulados en la figura 5.21. Cuando un^cuergo se 
puede dividir en varias de estas formas, las coordenadas X, Y y Z de 
su centro de gravedad G se pueden determinar a partir de las coor
denadas correspondientes de los centros de gravedad de sus diferen
tes partes [sección 5.11]. Así se tiene que

X 2W  =  2 x W  Y2W  = 2 y  W Z 2W  = laW  (5.19)

Si el cuerpo está hecho de un material homogéneo, su centro de 
gravedad coincide con el centroide C de su volumen y se escribe 
[problemas resueltos 5.11 y 5.12]

X2V  =  23c V Y2V =  ly V  Z2V  = 2zV  (5.20)

Cuando el volumen está limitado por superficies analíticas, las Determinación del centroide por integración 
coordenadas de su centroide se pueden determinar por integra
ción [sección 5.12]. Para evitar el cálculo de las integrales triples

Centro de gravedad de un cuerpo 
compuesto

Repaso y resumen del capítulo 5 277

= *. y a = y. *d  = f
dV = zdx dy

Figura 5.27

en la ecuación (5.18), se pueden usar elementos de volumen que 
tienen la forma de filamentos delgados, como se muestra en la fi
gura 5.27. Al representar con xe¡, ye¡ y ze¡ las coordenadas del cen
troide del elemento dV, se reescriben las ecuaciones (5.18) como

ÍV  = í xel dV yV  = í yel dV zV  =  f zel dV (5.22) 
j  j  j

las cuales involucran sólo integrales dobles. Si el volumen tiene dos 
planos de simetría, su centroide C está localizado sobre la línea de 
intersección de dichos planos. Si se selecciona al eje x de manera 
que quede a lo largo de esa h'nea y se divide el volumen en placas 
delgadas paralelas al plano yz, se puede determinar C a partir de 
la relación

. ■ . ■: - - . V  ■ .

xV = I  xei dV (5.23)

realizando una sola integración [problema resuelto 5.13]. Para un 
cuerpo de revolución, dichas placas son circulares y su volumen 
está dado en la figura 5.28.

Figura 5.28



Problemas de repaso

5.130 y 5.131 Localice el centroide del área plana mostrada en la 
figura.

5.132 Un alambre delgado y homogéneo se dobla para formar el 
perímetro de la figura P5.130. Localice el centro de gravedad de la figura de 
alambre formada de esta manera.

5.133 El alambre homogéneo ABCD está doblado como se muestra 
en la figura y se conecta a una articulación colocada en C. Determine la lon
gitud L para la cual el tramo BCD del alambre se mantiene horizontal.

Figura P5.133



5.134 Determine por integración directa el centroide del área mos
trada en la figura. Exprese la respuesta en términos de a y h.

Problemas de repaso

Figura P5.134

5.135 Determine por integración directa el centroide del área mos
trada en la figura. Exprese la respuesta en términos de a y b.

Figura P5.135

5.136 Si R = 12 in., determine la capacidad, en galones, de la ponchera 
mostrada en la figura.

Figura P5.136

5.137 y 5.138 Para las cargas dadas, determine las reacciones en los 
apoyos de la viga.



2 8 0  de g7avedadrÍbUÍdaS: Ce",r°ideS * Cen,r°S 5.139 El laclo AB del tanque de 9 X 12 ft se sostiene mediante bisa
gras instaladas en el fondo A y se mantiene en su lugar por medio de una 
barra delgada BC. La fuerza máxima de tensión que la barra puede soportar 
sin fracturarse es de 40 kips, y las especificaciones de diseño requieren que 
la fuerza en la barra no exceda el 20 por ciento de dicho valor. Si el tanque 
se llena de agua lentamente, determine la profundidad máxima permisible <7 
que puede tener el agua en el tanque.

T  c  li

Figura P5.139

5.140 Para el elemento de máquina que se muestra en la figura, de
termine la coordenada x del centro de gravedad.

in.
I0 .S  in.

Figura P5.140

5.141 A partir de una hoja de metal de espesor uniforme-, se forma 
una ménsula de montaje para componentes electrónicos. Localice el centro 
de gravedad de la ménsula.

mm
10 mm



Problemas de computadora

5.C1 Determine las coordenadas x y y del centroide del trapezoide 
mostrado en la figura, si se sabe que h] = a/n2 v /¡o = a/n. Grafique los va
lores de x y y para 1 < r; < 4 y « = 6 in.

5.C2 Determine la distancia h para la cual el centroide del área som
breada esté tan alto como sea posible por encima de Vtí'. Grafique la relación 
h/b como una función de k para 0.125 < A: £  0.875.

Figura P5.C2

5.C3 Aproxime la enjuta general mostrada en la figura usando una se
rie de n rectángulos, cada uno con un ancho Aa y de la forma bcc’b', v des
pués use software para calcular las coordenadas del centroide del área. Lo
calice el centroide cuando: a) m = 2, a = 4 in., h = 4 in.; b) m = 2, a = 4 
in., h = 25 in.; c) m = 5, a = 4 in., h = 4 in., y d) m = 5, a = 4 in., h = 25 
in. En cada caso compare las respuestas obtenidas con los valores exactos de 
x y ¡/ calculados a partir de las fórmulas dadas en la figura 5.8A v determi
ne el porcentaje de error.

'J

y =

Figura P5



5.C4 Determine el volumen y el área de la superficie del sólido que 
se obtiene al rotar el área mostrada alrededor del eje y, cuando a = 80 mm 
y a) n = 1, b) n = 2, c) n = 3.

5.C5 La compuerta AB de ancho uniforme te se sostiene en la posi
ción mostrada en la figura mediante una bisagra a lo largo de su extremo su
perior A y por medio de un pasador localizado en el centro de su extremo 
inferior B. Determine la fuerza sobre el pasador B como una función de la 
profundidad del agua d. Grafique la fuerza sobre el pasador B como una fun
ción de la profundidad del agua para 0.54 m < e/ < 1.5 m cuando: a) iv =
0.25 m ,b)w  = 0.50 m, c) w = 0.75 m, d ) w = 1 m. La densidad del agua 
es p  = 103 kg/m'\

Figura P5.C5

5.C 6 Un tanque abierto debe llenarse lentamente con agua. Determi
ne la residtante y la dirección de la fuerza de presión ejercida por el agua 
sobre una sección del lado ABC del tanque, de 4 ft de ancho, como una fun
ción de la profundidad d. Con el software, grafique la fuerza de presión co
mo una función de d para 0 < d £  10 ft. El peso específico del agua es 62.4 
lb/ft3.

Figura P5.C6



5.C7 En la figura se muestra la sección transversal de un dique de 
concreto. Para un dique con una sección de 1 m de ancho, grafique la mag
nitud de la resultante de las fuerzas de reacción ejercidas por el suelo sobre 
la base AB del dique y de la resultante de las fuerzas de presión ejercidas 
por el agua sobre la cara BC del dique, como funciones de la profundidad <7 
del agua para 0 < <7 < 16 m. Las densidades del concreto y el agua son, res
pectivamente, 2.40 X 103 kg/m'3 y 103 kg/m3.

4 m 6 in

Figura P5.C7

5.C8 Una viga está sometida a la carga mostrada en la figura. Grafique 
la magnitud de las reacciones verticales en los apoyos A y B como funciones 
de la distancia a para 0 £  a £  3 m.

5.C9 La estructura tridimensional mostrada en la figura está fabrica
da a partir de cinco barras delgadas de acero del mismo diámetro. Con el 
software determine las coordenadas del centro do gravedad de la estructu
ra. Ivocalice las coordenadas del centro de gravedad cuando: a) h = 40 ft, 
R =  15 ft, a = 90°; b )h  = 22 in., R = 30 in., a  = 30°, y c) h = 70 ft, R = 65 
ft, a = 135°.

5.C10 Determine la coordenada y del centroide del cuerpo que se 
muestra en la figura cuando h — nb y h = n2b. Grafique y como una fun
ción de n para ambos casos usando 1 <  n s  10 y a) b = 4 in., b) b  = 6 in., 
c) b = 8 in.

y
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X

Figura P5.C9

z
Figura P5.C10
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ANALISIS DE ESTRUCTURAS

6.9
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Armaduras en el espacio o 
espaciales
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rígidas cuando se separan 
de sus soportes 
Máquinas

D

Los problemas considerados en los capítulos anteriores estuvieron re
lacionados con el equilibrio de un solo cuerpo rígido y todas las fuer
zas involucradas eran externas a este último. A continuación se estu
dian problemas que tratan sobre el equilibrio de estructuras formadas 
por varias partes que están conectadas entre sí. Estos problemas, ade
más de determinar las fuerzas externas que actúan sobre la estructura, 
implican calcular las fuerzas que mantienen unidas a las diversas par
tes que la constituyen. Desde el punto de vista de la estructura como 
un todo, estas fuerzas son fuerzas internas.

Por ejemplo, considérese la grúa mostrada en la figura 6.1«, la cual 
soporta una carga W. La grúa consta de tres vigas AD, CF  y BE  que 
están conectadas por medio de pernos sin fricción; la grúa está apo
yada por un pemo en A y un cable DG. La figura 6.1 b  representa el 
diagrama de cuerpo libre de la grúa. Las fuerzas externas que se mues
tran en el diagrama incluyen al peso W, a las dos componentes A* y A,y 
de la reacción en A y a la fuerza T  ejercida por el cable en D. Las 
fuerzas internas que mantienen unidas las diversas partes de la grúa 
no aparecen en el diagrama. Sin embargo, si se desarma la grúa y se 
dibuja un diagrama de cuerpo libre para cada una de las partes que la 
constituyen, las fuerzas que mantienen unidas a las tres vigas también 
estarán representadas puesto que dichas fuerzas son externas desde el 
punto de vista de cada una de las partes que forman la grúa (figura 
6.1c).

6.1. INTRODUCCION

D

c)
Figura 6.1

Se debe señalar que la fuerza ejercida en B por el elemento BE 
sobre el elemento AD se ha representado como igual y opuesta a la 
fuerza ejercida en ese mismo punto por el elemento AD sobre el ele
mento BE; la fuerza ejercida en E por el elemento BE sobre el elemen
to CF  se muestra igual y opuesta a la fuerza ejercida por el elemento 
CF  sobre el elemento BE y las componentes de la fuerza ejercida en 
C por el elemento CF  sobre el elemento AD se presentan iguales y 
opuestas a las componentes de la fuerza ejercida por el elemento AD 
sobre el elemento CF. Lo anterior está sujeto a la tercera ley de New
ton, la cual establece que las fuerzas de acción y reacción entre cuer
pos en contacto tienen la misma magnitud, la misma línea de acción y 
sentidos opuestos. Como se señaló en el capítulo 1, esta ley, que está 
basada en la evidencia experimental, es uno de los seis principios fun
damentales de la mecánica elemental y su aplicación es esencial para 
la solución de problemas que involucran a cuerpos que están conecta
dos entre sí.
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En este capítulo se considerarán tres categorías amplias de estruc
turas de ingeniería.

6.2. Definición de una armadura 287

1. Armaduras, las cuales están diseñadas para soportar cargas y por 
lo general son estructuras estacionarias que están totalmente 
restringidas. Las armaduras consisten exclusivamente de ele
mentos rectos que están conectados en nodos localizados en los 
extremos de cada elemento. Por tanto, los elementos de una ar
madura son elementos sujetos a (los fuerzas, esto es, elementos 
sobre los cuales actúan dos fuerzas iguales y opuestas que están 
dirigidas a lo largo del elemento.

2. Armazones, los cuales están diseñados para soportar cargas, se 
usan también como estructuras estacionarias que están to
talmente restringidas. Sin embargo, como en el caso de la grúa 
de la figura 6.1, los armazones siempre contienen por lo me
nos un elemento sujeto a varias fuerzas, esto es, un elemento 
sobre el cual actúan tres o más fuerzas que, en general, no es
tán dirigidas a lo largo del elemento.

3. Máquinas, las cuales están diseñadas para transmitir y modifi
car fuerzas, son estructuras que contienen partes en movimien
to. Las máquinas, al igual que los armazones, siempre contie
nen por lo menos un elemento sujeto a varias fuerzas.

Fotografía 6.1 En la foto se muestra una 
conexión con juntas de pasador sobre el acceso 
al puente de la Bahía de San Francisco y 
Oakland.

ARMADURAS

6.2. DEFINICIÓN DE UNA ARMADURA

La armadura es uno de los principales tipos de estructuras que se usan 
en la ingeniería. Esta proporciona una solución práctica y económica 
para muchas situaciones de ingeniería, en especial para el diseño de 
puentes y edificios. En la figura 6.2a se muestra una armadura típica. 
Una armadura consta de elementos rectos que se conectan en nodos. 
Los elementos de la armadura sólo están conectados en sus extremos; 
por tanto, ningún elemento continúa más allá de un nodo. Por ejem
plo, en la figura 6.2a no existe un elemento AB, en su lugar existen dos 
elementos distintos AD y DB. La mayoría de las estructuras reales es
tán hechas a partir de varias armaduras unidas entre sí para formar una 
armadura espacial. Cada armadura está diseñada para soportar aque
llas cargas que actúan en su plano y, por tanto, pueden ser tratadas co
mo estructuras bidimensionales.

Los elementos de una armadura, por lo general, son delgados y só
lo pueden soportar cargas laterales pequeñas; por eso todas las cargas 
deben estar aplicadas en los nodos y no sobre los elementos. Cuando se 
va a aplicar una carga concentrada entre dos nodos o cuando la armadu
ra debe soportar una carga distribuida, como en el caso de la armadura 
de un puente, debe proporcionarse un sistema de piso, el cual, median
te el uso de travesaños y largueros, transmite la carga a los nodos (figu
ra 6.3).

Los pesos de los elementos de la armadura los cargan los nodos, 
aplicándose la mitad del peso de cada elemento a cada uno de los no
dos a los que éste se conecta. A pesar de que en realidad los elemen
tos están unidos entre sí por medio de conexiones romachadas o sol
dadas, es común suponer que los elementos están conectados por medio 
de pernos; por tanto, las fuerzas que actúan en cada uno de los extre
mos del elemento se reducen a una sola fuerza y no existe un par. De

b)
Figura 6.2



Figura 6.3

Travesanos 

Largueros

esta forma se supone que las únicas fuerzas que actúan sobre un ele
mento de la armadura son una sola fuerza en cada uno de los extre
mos del elemento. Entonces, cada elemento puede tratarse como so
metido a la acción de dos fuerzas, mientras que la armadura, como un 
todo, puede considerarse como un grupo de pernos y elementos suje
tos a dos fuerzas (figura 6.2b). Sobre un elemento individual pueden ac
tuar fuerzas, como las que se muestran en cualquiera de los croquis de 
la figura 6.4. En la figura 6.4a las fuerzas tienden a estirar al elemento 
y éste está en tensión; en la figura 6Ab las fuerzas tienden a comprimir 
al elemento y el mismo está en compresión. En la figura 6.5 se mues
tran algunas armaduras típicas.

Pratt Fink

Armaduras típicas para techo

Armaduras típicas para puentes

\

Parte de una armadura 
en voladizo

Estadio

Figura 6.5
Otros tipos de armaduras

Basculante



6.3. ARMADURAS SIMPLES 6.3. Armaduras simples 289
Considere la armadura mostrada en la figura 6.6a, la cual está consti
tuida por cuatro elementos conectados por medio de pernos en A, B, 
C y D. Si se aplica una carga en B, la armadura se deformará hasta per
der por completo su forma original. Por el contrario, la armadura de 
la figura 6.6b, la cual está constituida por tres elementos conectados 
por medio de pernos en A, B y C, sólo se deformará ligeramente bajo 
la acción de una carga aplicada en B. La única deformación posible pa
ra esta armadura es la que involucra pequeños cambios en la longitud 
de sus elementos. Por tanto, se dice que la armadura de la figura 6.6b 
es una armadura rígida, aquí el término rígida se ha empleado para 
indicar que la armadura no se colapsará.

Figura 6.6

Como se muestra en la figura 6.6c, se puede obtener una armadu
ra rígida más grande agregando dos elementos BD y CD a la arma
dura triangular básica de la figura 6.6b. Este procedimiento se puede 
repetir tantas veces como se desee y la armadura resultante será rígi
da si cada vez que se agregan dos nuevos elementos, éstos se unen a 
dos nodos ya existentes y además se conectan entre sí en un nuevo no
do.* Una armadura que se puede construir de esta forma recibe el nom
bre de armadura simple.

Se debe señalar que una armadura simple no está hecha necesa
riamente a partir de triángulos. Por ejemplo, la armadura de la figura 
6.6d  es una armadura simple que fue construida a partir del triángulo 
ABC y se agregaron sucesivamente los nodos D, E, F  y G. Por otra par
te, las armaduras rígidas no siempre son armaduras simples, incluso 
cuando parecen estar hechas de triángulos. Por ejemplo, las armadu
ras de Fink y Baltimore mostradas en la figura 6.5, no son armaduras 
simples, puesto que no pueden construirse a partir de un solo triángu
lo en la forma descrita en el párrafo anterior. Todas las demás arma
duras que se muestran en la figura 6.5 son armaduras simples, lo cual 
se puede verificar fácilmente. (Para la armadura K se debe comenzar 
con uno de los triángulos centrales.)

En la figura 6.6 se observa que la armadura triangular básica de la 
figura 6.6b tiene tres elementos y tres nodos. La armadura de la figu
ra 6.6c tiene dos elementos y un nodo adicionales, esto es, cinco ele
mentos y cuatro nodos en total. Si se tiene presente que cada vez que 
se agregan dos nuevos elementos el número de nodos se incrementa 
en uno, se encuentra que en una armadura simple el número total de 
elementos es m = 2n — 3, donde n es el número total de nodos.

Fotografía 6.2 Dos armaduras K se usaron 
como los principales componentes del puente 
móvil que se muestra en la foto, el cual se movía 
por encima de un gran montón de mineral de 
reserva. El cubo que se encuentra debajo 
de las armaduras levantaba mineral y lo 
redepositaba hasta que el mineral estuvo 
completamente mezclado. Después, el mineral 
se envió el molino para incorporarlo a un proceso 
de producción de acero.

1 Los tres nodos no deben ser colineales.



290 Análisis de estructuras 6.4. ANÁLISIS DE ARMADURAS MEDIANTE EL MÉTODO 
DE LOS NODOS

o)

b)
Figura 6.7

Fotografía 6.3 Las armaduras para techo, 
como las que se muestran en la foto, requieren 
apoyo sólo en los extremos. Gracias a esto es 
posible realizar construcciones con grandes 
áreas libres de obstáculos en el piso.

En la sección 6.2 se vio que una armadura puede ser considerada como 
un grupo de pernos y elementos sometidos a la acción de dos fuerzas. 
Por tanto, la armadura de la figura 6.2, cuyo diagrama de cuerpo libre 
se muestra en la figura 6.7a, se puede desarmar y dibujar un diagrama 
de cuerpo libre para cada perno y para cada elemento (figura ñ .lb ). Cada 
elemento está sometido a la acción de dos fuerzas, una en cada uno de 
sus extremos; estas fuerzas tienen la misma magnitud, la misma línea 
de acción y sentidos opuestos (sección 4.6). Además, la tercera ley de 
Newton indica que las fuerzas de acción y reacción entre un elemento y 
un perno son iguales y opuestas. Por tanto, las fuerzas ejercidas por un 
elemento sobre los dos pernos a los cuales se conecta deben estar 
dirigidos a lo largo de ese elemento y deben ser iguales v opuestas. Con 
frecuencia se hace referencia a la magnitud común de las fuerzas 
ejercidas por un elemento sobre los dos pernos a los que se conecta como 
la fuerza en el elemento bajo consideración, a pesar de que esta cantidad 
en realidad es un escalar. Como las líneas de acción de todas las fuerzas 
internas en una armadura son conocidas, el análisis de una armadura se 
reduce a calcular las fuerzas en los elementos que la constituyen y a 
determinar si cada uno de dichos elementos está en tensión o en 
compresión.

Como la armadura en su totalidad está en equilibrio, cada perno de
be estar en equilibrio. El que un perno esté en equilibrio se expresa di
bujando su diagrama de cuerpo libre y escribiendo dos ecuaciones de 
equilibrio (sección 2.9). Por tanto, si una armadura tiene n pernos, ha
brá 2n ecuaciones disponibles, las cuales podrán resolverse para 2n in
cógnitas. En el caso de una armadura simple, se tiene que m = 2n — 3, 
esto es, 2n = m  + 3, y el número de incógnitas que se pueden determi
nar a partir de los diagramas de cuerpo libre de los pernos es m + 3. Es
to significa que las fuerzas en todos los elementos, las dos componentes 
de la reacción R\ y la reacción R¿¡ se determinan considerando los cha- 
gramas de cuerpo libre de los pernos.

El hecho de que la armadura como un todo sea un cuerpo rígido 
que está en equilibrio, se puede utilizar para escribir tres ecuaciones 
adicionales que involucran a las fuerzas mostradas en el diagrama de 
cuerpo libre de la figura 6.7«. Puesto que estas ecuaciones no contienen 
ninguna información nueva, son independientes de las ecuaciones aso
ciadas con los diagramas de cuerpo libre de los pernos. Sin embargo, las 
tres ecuaciones en cuestión se pueden emplear para determinar las com
ponentes de las reacciones en los apoyos. El arreglo de pernos y elemen
tos en una armadura simple es tal que siempre será posible encontrar 1111 
nodo que involucre únicamente a dos fuerzas desconocidas. Estas fuer
zas se determinan por medio de los métodos de la sección 2.11 y sus va
lores se transfieren a los nodos adyacentes tratándolos como cantidades 
conocidas en dichos nodos, este procedimiento se repite hasta determi
nar todas las fuerzas desconocidas.

Como ejemplo se analiza la armadura de la figura 6.7, en la que 
se considera sucesivamente el equilibrio de cada perno; se inicia con 
el nodo en el cual sólo dos fuerzas son desconocidas. En dicha arma
dura todos los pernos están sujetos a cuando menos tres fuerzas des
conocidas. Por tanto, primero se deben determinar las reacciones en 
los apoyos considerando a toda la armadura como cuerpo libre y utili
zando las ecuaciones de equilibrio para un cuerpo rígido. De esta for
ma, R a es vertical y se determinan las magnitudes de R v y R/¡



Entonces el número de fuerzas desconocidas en el nodo A se redu
ce a dos y estas fuerzas se pueden determinar considerando el equilibrio 
del perno A. La reacción RA y las fuerzas F AC y FAO ejercidas sobre el 
perno A por los elementos AC y AD, respectivamente, deben formar un 
triángulo de fuerzas. Primero se dibuja RA (figura 6.8); luego si FACy 
F AD están dirigidas a lo largo de AC y AD, respectivamente, se comple
ta el triángulo de fuerzas y se determina la magnitud y el sentido de F /U; 
y Fad. Las magnitudes FAC y FAn representan las fuerzas en los elemen
tos AC y AD. Como F AC está dirigida hacia abajo y hacia la izquierda, 
esto es, hacia el nodo A, el elemento AC empuja el perno A y, por con
siguiente, dicho elemento está en compresión. Como F A/J está dirigida 
alejándose del nodo A, el elemento AD jala al perno A y, por consiguien
te, dicho elemento está en tensión.

Diagrama de cuerpo libre Polígono de fuerza
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Figura 6.8

Ahora se procede a considerar el nodo D en el cual sólo dos fuer
zas, F DC y F db, aún son desconocidas. Las otras fuerzas que actúan so
bre dicho nodo son la carga P, la cual es un dato y la fuerza F ua ejer
cida sobre el perno por el elemento AD. Como se señaló antes, esta 
última fuerza es igual y opuesta a la fuerza FAO ejercida por el mismo 
elemento sobre el perno A. Como se muestra en la figura 6.8, se pue
de dibujar el polígono de fuerzas correspondiente al nodo D y deter-
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minar las fuerzas Fpc y F/j# a partir de dicho polígono. Sin embargo, 
cuando están involucradas más de tres fuerzas, es más conveniente re
solver las ecuaciones de equilibrio = 0 y S F V = 0 para las dos fuer
zas desconocidas. Como se encuentra que ambas fuerzas se alejan del 
nodo D, los elementos DC y DB jalan al perno y se concluye que am
bos están en tensión.

Después se considera el nodo C, cuyo diagrama de cuerpo libre se 
muestra en la figura 6.8. Se observa que tanto F c-p como F C/V son co
nocidas a partir del anáfisis de los nodos anteriores y que sólo F (;b es 
desconocida. Como el equilibrio de cada perno proporciona suficien
te información para determinar dos incógnitas, se obtiene una compro
bación del análisis realizado en este nodo. Se dibuja el triángulo de 
fuerzas y se determina la magnitud y el sentido de F Cb- Como F Cb es
tá dirigida hacia el nodo C, el elemento CB empuja al perno C y, por 
tanto, está en compresión. La comprobación se obtiene al verificar que 
la fuerza F (;b y el elemento CB son paralelos.

En el nodo B todas las fuerzas son conocidas. Puesto que el per
no correspondiente está en equilibrio, el triángulo de fuerzas debe ce
rrar, obteniéndose de esta forma una comprobación adicional del aná
lisis realizado.

Es importante señalar que los polígonos de fuerza mostrados en la 
figura 6.8 no son únicos. Cada uno de ellos podría reemplazarse por una 
configuración alterna. Por ejemplo, el triángulo de fuerzas corres
pondiente al nodo A podría dibujarse como el de la figura 6.9. El trián
gulo mostrado en la figura 6.8 se obtuvo dibujando las tres fuerzas R A, 
Fac y f ad  uniendo la parte terminal de una con la pinte inicial de otra, 
en el orden en el que se encuentran sus líneas de acción, al realizar un 
desplazamiento en el sentido del movimiento de las manecillas del re
loj, alrededor del nodo A. Los otros polígonos de fuerzas en la figura 6.8 
se dibujaron de la misma forma, por ello se pueden reunir en un solo 
diagrama, como se ilustra en la figura 6.10. Un diagrama de este tipo, 
conocido como diagrama de Maxwell, facilita en gran medida el análi
sis gráfico de problemas que involucran armaduras.

*6.5. NODOS BAJO CONDICIONES ESPECIALES DE CARGA

Observe la figura 6.11a, en la cual el nodo conecta a cuatro elementos 
que están ubicados sobre dos líneas rectas que se intersecan. El dia
grama de cuerpo libre de la figura 6.11/? muestra que el perno A está 
sujeto a dos pares de fuerzas directamente opuestas. Por tanto, el polí
gono de fuerzas debe ser un paralelogramo (figura 6.11c) y las fuerzas 
en elementos opuestos deben ser iguales.
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A continuación considere la figura 6.12a, en la cual el nodo mostra
do conecta tres elementos y soporta una carga P. Dos de los elementos 
se encuentran ubicados sobre la misma línea y la carga P actúa a lo largo 
del tercer elemento. El diagrama de cuerpo libre del perno A y el polí
gono de fuerzas correspondiente serán como se muestran en la figura
6.1 \ b y c, reemplazando a F a;,; por la carga P. Por tanto, las fuerzas en 
los dos elementos opuestos deben ser iguales y la fuerza en el otro elemen
to debe ser igual a P. En la figura 6.126 se muestra un caso de especial 
interés, en el que no hay una fuerza externa aplicada en el nodo, se tie
ne que P = 0, y la fuerza en el elemento AC es igual a cero. Por tanto, se 
dice que el elemento AC es un elemento de fuerza cero.

Considere ahora un nodo que conecta sólo dos elementos. A partir de 
la sección 2.9 se sabe que una partícula sobre la que actúan dos fuerzas 
estará en equilibrio si las dos fuerzas tienen la misma magnitud, la misma 
línea de acción y sentidos opuestos. En el caso del nodo de la figura 6 .13a, 
el cual conecta a dos elementos AB y AD que se encuentran sobre la mis
ma línea, las fuerzas en los dos elementos deben ser iguales para que el per
no A esté en equilibrio. En el caso del nodo de la figura 6.13/;, el perno A 
no puede estaren equilibrio a menos que las fuerzas en ambos elementos 
sean iguales a cero. Por tanto, los elementos conectados como se muestra 
en la figura 6.13/; deben ser elementos de fuerza cero.

La identificación de los nodos que se encuentran bajo las condicio
nes especiales de carga mencionadas en los párrafos anteriores, permiti
rá que el análisis de una armadura se lleve a cabo más rápido. Por ejem
plo, considere una armadura tipo Howe cargada, como se muestra en la 
figura 6.14; todos los elementos representados por líneas en color serán 
reconocidos como elementos de fuerza cero. El nodo C conecta a tres 
elementos, dos de los cuales se encuentran sobre la misma línea y no es
tá sujeto a cargas externas; por tanto, el elemento BC es un elemento de 
fuerza cero. Si se aplica el mismo razonamiento al nodo K, se encuentra 
que el elemento JK  también es un elemento de fuerza cero. Ahora, el no
do J  está en la misma situación que los nodos C y K, entonces el elemen
to IJ debe ser un elemento de fuerza cero. La observ ación de los nodos 
C ,J  y K revela que las fuerzas en los elementos AC y CE son iguales, las 
fuerzas en los elementos HJ y JL  son también iguales, así como las fuer
zas en los elementos IK  y KL. Regresando la atención al nodo Z, donde 
la carga de 20 kN y el elemento III  son colincales, se observa que la fuer
za en el elemento HI es de 20 kN (tensión) y que las fuerzas en los ele
mentos GI e IK  son iguales. De esta manera, se concluye que las fuerzas 
en los elementos GZ, IK y KL  son iguales.

Se debe observar que las condiciones descritas en el párrafo ante
rior no pueden aplicarse a los nodos B y D de la figura 6.14 y sería erró
neo suponer que la fuerza en el elemento DE es de 25 kN o que las fuer
zas en los elementos AB y BD son iguales. Las fuerzas en estos elemen
tos y en los restantes se encuentran con el análisis de los nodos A, B , D, 
E, F, G, H y L  en la forma habitual. Por tanto, hasta que se esté familia
rizado con las condiciones que permiten aplicar las reglas establecidas en 
esta sección, se debe dibujar el diagrama de cuerpo libre de todos los per
nos y escribir las ecuaciones de equilibrio correspondientes (o dibujar 
los polígonos de fuerzas correspondientes) sin importar si los medios 
considerados se encuentran bajo una de las condiciones especiales de 
carga que se describieron anteriormente.

6.5. Nodos bajo

Figura 6.13
b)

condiciones especiales 293
de carga

Figura 6.12

Figura 6.14
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C

Figura 6.15

Fotografía 6.4 Las armaduras tridimensionales 
o espaciales se usan para las torres de 
transmisión de energía eléctrica y señales en 
estructuras de techo y para aplicaciones a naves 
espaciales, como en los componentes de la 
Estación Espacial Internacional.

Un comentario final en relación con los elementos de fuerza cero: 
estos elementos no son inútiles. Por ejemplo, a pesar de que los ele
mentos de fuerza cero de la figura 6.14 no soportan ninguna carga ba
jo las condiciones mostradas, es probable que los mismos elementos 
podrían soportar alguna si se cambiaran las condiciones de carga. Ade
más, incluso en el caso considerado, estos elementos son necesarios pa
ra soportar el peso de la armadura y para mantener a esta última con 
la forma deseada.

*6 .6 . ARMADURAS EN EL ESPACIO O ESPACIALES

Cuando varios elementos rectos se unen en sus extremos para formar 
una configuración tridimensional, la estructura obtenida recibe el nom
bre de armadura en el espacio o espacial.

En la sección 6.3 se estableció que la mayoría de las armaduras rí
gidas bidimensionales elementales consistían de tres elementos unidos 
en sus extremos para formar los lados de un triángulo; al agregar dos 
elementos a esta configuración básica y conectándolos en un nuevo no
do, se obtiene una estructura rígida más grande, la cual fue definida 
como una armadura simple. En forma similar, la armadura rígida bási
ca en el espacio está constituida por seis elementos unidos en sus ex
tremos para formar los lados de un tetraedro ABCD (figura 6.15a). Si 
se agregan tres elementos a esta configuración básica, como los ele
mentos AE. BE v CE. uniéndolos a los tres nodos existentes v conec- 
tándolos en un nuevo nodo, se puede obtener una estructura rígida 
más grande, la cual se define como una armadura simple en el espacio 
(figura 6.15fc). Observe que el tetraedro básico tiene seis elementos v 
cuatro nodos y que cada vez que se agregan tres elementos el núme
ro de nodos se incrementa en uno, se concluye que en una armadura 
espacial simple el número total de elementos es ni =  3n — 6, donde n 
es el número total de nodos.

Si una armadura espacial debe tener restricción completa y si las 
reacciones en sus apoyos deben ser estáticamente determinadas, los 
apoyos deben consistir en una combinación de bolas, rodillos y rótulas 
que proporcionen un total de seis reacciones desconocidas (véase sec
ción 4.9). Estas reacciones desconocidas se determinan al resolver las 
seis ecuaciones que expresan que la armadura tridimensional está en 
equilibrio.

A pesar de que los elementos de una armadura en el espacio es
tán unidos por conexiones soldadas o remachadas, se supone que cada 
nodo consiste en una conexión tipo rótula. Por tanto, no se aplicará 
ningún par a los elementos de la armadura y cada elemento puede tra
tarse como un elemento sometido a la acción de dos fuerzas. Las con
diciones de equilibrio para cada nodo estarán expresadas por las tres 
ecuaciones S F t = 0, ^Fy = 0 y 2 F . =  0. Entonces, en el caso de una 
armadura simple en el espacio que contiene n nodos, escribir las con
diciones de equilibrio para cada nodo proporcionará un total de 3n 
ecuaciones. Como rn = 3n — 6, estas ecuaciones serán suficientes pa
ra determinar todas las fuerzas desconocidas (las fuerzas en los m ele
mentos y las seis reacciones en los apoyos). Sin embargo, para evitar la 
necesidad de resolver ecuaciones simultáneas, se debe tener cuidado 
en seleccionar nodos en un orden tal que ninguno involucre más de 
tres fuerzas desconocidas.

1 Los cuatro nodos no deben estar localizados en un plano.
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PROBLEMA RESUELTO 6.1
Con el uso del método de los nodos, determine la fuerza en cada uno de los 
elementos de la armadura mostrada.

m m
•o:

2 000  II) 1 000 Ib
-1 2  f i 

t
8 ft 

1
D E,

— 12 f t — ►

i
F,

fi ft

f
2 000 II.

2 000 Ib

l\»í¡
F

SOLUCION

(Cuerpo libre: arm adura completa. Se dibuja un diagrama de cuer
po libre de toda la armadura. Las fuerzas que actúan en este cuerpo libre 
consisten en las cargas aplicadas y en las reacciones en C v en E. Se escri
ben las ecuaciones de equilibrio siguientes.

(2 000 lb)(24 ft) + (1 000 lb)(12 ft) -  E(6 ft) = 0 
E = +10 000 Ib E = 10 000 lb|

+f2M c = 0:

-4ZF, = 0:

+ T2F„ = 0: - 2  000 Ib -  1 000 Ib + 10 000 Ib + Cy = 0 
Cy = - 7  000 Ib

Cr = 0

C, = 7 000 Ib J,

2 000 Ib F ab

3
F,AD

F/U¡ = I 500 Ib T 4
fad = 2 500 ib c; <

Cuerpo libre: nodo A. El nodo sujeto a dos fuerzas desconocidas, 
esto es, a las fuerzas ejercidas por los elementos AB y AD. Se usa un trián
gulo de fuer/as para determinar FAS y F/U> Se observ a que el elemento AB 
jala al nodo y, por tanto, dicho elemento está en tensión. Además, el ele
mento AD empuja al nodo y, por tanto, dicho elemento está en compresión. 
Las magnitudes de las dos fuerzas se obtienen a partir de la proporción

IJÉ§

2 500 Ib 

\o --------Fw:D

Cuerpo libre: nodo D. Como la fuerza ejercida por el elemento AD 
ya se determinó, ahora sólo se tienen dos incógnitas involucradas con este 
nodo. De nuevo se usa un triángulo de fuerzas para determinar las fuerzas 
desconocidas en los elementos DB y DE.

Fdb ~ Foa 
F o e  ~  2( 5 )Foa

Fdb = 2 500 Ib T 4  
Fde = 3 000 I!) C <

M
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||
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Cuerpo libre: nodo B. Como en este nodo actúan más de tres fuerzas, 
se determinan las dos fuerzas desconocidas F Bc  y Fbe resolviendo las ecua
ciones de equilibrio 2F* = 0 y ~2Fy = 0. De manera arbitraria se supone que 
ambas fuerzas desconocidas actúan hacia fuera del nodo, esto es, que los ele
mentos están en tensión. El valor positivo obtenido para Fflc indica que la 
suposición hecha fue correcta, por tanto, el elemento BC está en tensión. El 
valor negativo de FBE indica que la suposición hecha fue incorrecta, por tanto, 
el elemento BE está en compresión.

+ f S F = 0 : - 1  000 -  f<2 500) -  fF„,; = 0 
Fuá = - 3  750 lb Fu, = 3 750 Ib C 4

Im  i
M

>2F* = 0: FBC ~ 1 500 -  |(2 500) -  f(3 750) = 0
Fgc = +5 250 lb Fbc = 5 250 II) T

h  fr ¡¡  — 3  ío0 II) l' y i

/  4

3 000 Ib

3 J V .*~ 3 
E

E = 10 000 Ib

Cuerpo libre: nodo E. Se supone que la fuerza desconocida F£C ac
túa hacia fuera del nodo. Si se suman las componentes x, se escribe

►2F, = 0: Fec + 3 000 + f(3 750) = 0
Fec = “ 8 750 lb F ,r  = 8 750 lb C <

Al sumar las componentes t/, se obtiene una comprobación de los cálcu- 
los realizados

+ t2 F t/ = 10 000 -  |(3 750) -  f(8 750)
= 10 000 — 3 000 — 7 000 = 0 (queda comprobado)

Cuerpo libre: nodo C. Con los valores de FcfJ y Fc;í,;, calculados pre
viamente, se pueden determinar las reacciones Cx y Cy considerando el equi
librio de este nodo. Como dichas reacciones ya se determinaron a partir del 
equilibrio de toda la armadura, se obtendrán dos verificaciones de los cálcu
los realizados. También se pueden usar los valores calculados de todas las 
fuerzas que actúan sobre el nodo (fuerzas en los elementos y reacciones) y 
comprobar que éste se encuentra en equilibrio:
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R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En esta lección se aprendió a utilizar el método de los nodos para determinar las fuerzas en 
los elementos de una armadura simple, esto es, en una armadura que se puede construir a 
partir de una armadura triangular básica a la que se agregan dos nuevos elementos a la vez 
conectados a un nuevo nodo. Se debe observar que el análisis de una armadura simple siem
pre puede llevarse a cabo por el método de los nodos.

La solución constará de los siguientes pasos:

1. D ibujar un diagram a de cuerpo libre de toda la arm adura  y utilizarlo para de
terminar las reacciones en los apoyos.

2. Es im portante señalar que la selección  del prim er nodo no es única. Una vez que 
se han determinado las reacciones en los apoyos de la armadura, se selecciona cualquiera de 
dos nodos como punto de partida para el análisis. En el problema resuelto 6.1 se comenzó en 
el nodo A y se procedió, consecutivamente, con los nodos D, B, E y C; sin embargo, también 
se pudo haber comenzado en el nodo C, procediendo después, consecutivamente, con los no
dos E,B,D yA. Por otra parte, una vez que se ha seleccionado el primer nodo, en algunos ca
sos se puede llegar a un punto en el análisis a partir del cual ya no se puede continuar. Enton
ces se debe comenzar de nuevo a partir de otro nodo para terminar la solución del problema. 
Como hay más de una fonna de resolver un problema, se recomienda bosquejar la solución 
antes de comenzar a llevar a cabo cualquier cálculo.

3. L ocalizar un nodo que conecte sólo dos elem entos ij d ibu jar un diagram a de  
cuerpo libre de su perno. Este diagrama de cuerpo libre sirve para determinar la fuerza 
.desconocida en cada uno de los elementos. Si sólo están involucradas tres fuer/as (las dos. 
fuerzas desconocidas y una fuerza conocida), probablemente se encontrará que es más 
conveniente dibujar y resolver el triángulo de fuerzas correspondiente. Si están involucradas 
más de tres fuerzas, se deben escribir y resolver las ecuaciones de equilibrio para el pemo, 
£FX = 0 y 'ZFy = 0, suponiendo que los elementos están en tensión. Una respuesta positiva 
significa que el elemento está en tensión y una respuesta negativa se refiere a que el elemento 
está en compresión. Una vez que se han encontrado las fuerzas, se deben introducir sus valores 
en un croquis de la armadura, con una T para indicar tensión y una C para indicar compresión.

En la sección 6.4 se expuso cómo usar un triángulo de fuerzas para determinar las fuer
zas desconocidas en un nodo, y en el problema resuelto 6.1 se aplicó esta técnica a los nodos 
A y D. En cada uno de estos casos no se especificaron, en el diagrama de cuerpo libre corres
pondiente, las direcciones de las fuerzas desconocidas de un nodo, sólo se mostraron sus 
líneas de acción. Por tanto, cuando se construye un triángido de fuerzas, se debe dibujar pri
mero la fuerza conocida y después agregar las líneas de acción de las fuerzas desconocidas, re
cordando que las fuerzas se deben arreglar de punta a cola para formar un triángulo. Las di
recciones de las fuerzas desconocidas se establecen hasta el último paso.

4. Después, se d eb e  localizar un nodo en el cual sóío las fu erzas en dos de los e le 
mentos que se conectan  a  éste aún son desconocidas. Se debe dibujar el diagrama de 
cuerpo libre del pemo y utilizarlo como se indicó en el punto anterior para determinar las 
dos fuerzas desconocidas.

Se d eb e  repetir este procedim iento hasta qu e las fu erzas en todos los elem entos 
de la arm adura hayan sido determ inadas. Como previamente se usaron las tres ecuacio
nes de equilibrio asociadas con el diagrama de cuerpo libre de toda la armadura para deter
minar las reacciones en los apoyos, se tendrán tres ecuaciones adicionales. Estas ecuaciones 
sirven para comprobar que los cálculos se realizaron en fonna correcta.



Problemas

6.1 a 6 . 8  Utilice el método de los nodos para determinar la fuerza 
presente en cada elemento de las armaduras que muestran las siguientes fi
guras. Establezca si los elementos están en tensión o en compresión.

.'375 Ib
6 kN

298



6.9 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura 
que muestra la figura. Establezca si los elementos están en tensión o en com
presión.

6.10 Determino la fuerza presente en cada elemento de la armadura 
Gambrel para techo mostrada en la figura. Establezca si los elementos se en
cuentran en tensión o en compresión.

Problemas 299

Figura P6.10

6.11 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura 
para techo de medio copete que muestra la figura. Establezca si los elementos 
están en tensión o en compresión.

6.12 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura 
Fink para techo que muestra la figura. Establezca si los elementos están en 
tensión o en compresión.

6.13 Resuelva el problema 6.12 suponiendo que se elimina la carga de 
2.8 kN aplicada en E.

6.14 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura 
para techo mostrada en la figura. Establezca si los elementos están en ten
sión o en compresión.

Figura P6.14



300 Análisis de estructuras 6.15 Para la armadura Gambrel de techo que muestra la figura, de
termine la fuerza presente en los elementos CG y CJ y en caria elemento lo
calizado a la derecha de la línea central de la armadura. Además, establezca 
si los elementos se encuentran en tensión o en compresión.

6.16 Para la armadura Gambrel de techo que muestra la figura, de
termine la fuerza presente en los elementos CG y CI y en cada elemento lo
calizado a la derecha de la línea central de la armadura. Además, establezca 
si los elementos se encuentran en tensión o en compresión.

6.17 Para la armadura de techo invertida tipo Howe que muestra la 
figura, determine la fuerza presente en el elemento DE y en cada uno de los 
elementos localizados a la izquierda de DE. Además, establezca si los ele
mentos se encuentran en tensión o en compresión.

6.18 Para la armadura de techo invertida tipo Howe que muestra la 
figura, determine la fuerza presente en cada elemento localizado a la dere
cha de DE. Además, establezca si los elementos están en tensión o en com
presión.

6.19 Para la armadura de techo que muestra la figura, determine la 
fuerza presente en cada elemento localizado a la izquierda del elemento FG. 
Además, establezca si los elementos se encuentran en tensión o en compre
sión.

1.25 m

í.o m i.o m i.o m i.o m
Figura P6.19 y P6.20

6.20 Para la armadura de techo que muestra la figura, determine la fuer
za presente en el elemento FG y en cada elemento localizado a la derecha de 
FG. Además, establezca si los elementos están en tensión o en compresión.

Figura P6.17 y P6.18



6.21 La. porción de armadura mostrada representa la parte superior Problemas 301
de una torre para lincas de transmisión de energía eléctrica. Para las cargas 
mostradas, determine la fuerza presente en cada elemento localizado por en
cima de HJ. Además, establezca si los elementos se encuentran en tensión o 
en compresión.

Figura P6.21

6.22 Para la torre y las cargas del problema 6.21, y si Fc„ = F¡,-j = 5(K) 
Ib C y Feh = 0, determine la fuerza presente en el elemento HJ y en cada 
elemento localizado entre HJ y NO. Además, establezca si los elementos se 
encuentran en tensión o en compresión.

6.23 Para la armadura de techo que muestra la figura, determine la 
fuerza presente en cada elemento localizado a la izquierda dol elemento GIL 
Además, establezca si los elementos están en tensión o en compresión.

6.24 Para la armadura de techo que muestra la figura, determine la 
fuerza presente en el elemento GH y en cada elemento localizado a la dere
cha de GH. Además, establezca si los elementos están en tensión o en com
presión.

ft
ft

ft
ft

ft
ft



302 Análisis de estructuras 6.25 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura 
que muestra la figura. Establezca si los elementos están en tensión o en com
presión.

6.26 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura 
que muestra la figura. Establezca si los elementos se encuentran en tensión
o en compresión.

6.27 Determine si las armaduras de los problemas 6.14, 6.15 y 6.23 
son armaduras simples.

6.28 Determine si las armaduras de los problemas 6.21, 6.25 y 6.29 
son armaduras simples.

6.29 y 6.30 Para la armadura y las cargas que se muestran en la figu
ra, determine los elementos de fuerza cero.

Figura P6.29 Figura P6.30

6.31 y 6.32 Para la armadura y las cargas que se muestran en cada fi
gura, determine los elementos de fuerza cero.

Figura P6.31 Figura P6.32



6.33 y 6.34 Para la carga dada, determine los elementos de fuerza ce
ro presentes en cada armadura que muestran las figuras.

Problemas 303

6.35 Determine los elementos de fuerza cero presentes en la armadu
ra del a) problema 6.9, b) del problema 6.29.

*6.36 La armadura mostrada en la figura consta de seis elementos y 
se sostiene mediante dos eslabones cortos instalados en los nudos A, B y C. 
Determine la fuerza presente en cada elemento para P = —(940 N)j y 
Q = 0.

Figura P6.36 y P6.37

120 mm

Figura P6.38

*6.38 La porción de torre para líneas de transmisión de energía eléc
trica que muestra la figura consta de nueve elementos, y está sostenida me
diante una rótula colocada en B y eslabones cortos en C, D y E. Para las car
gas dadas, determine la fuerza presente en cada elemento.

mm 
P

*6.37 La armadura que muestra la figura consta de seis elementos y 
está sostenida mediante dos eslabones cortos situados en los nudos Á,B y C. 
Determine la fuerza presente en cada elemento para P = —(940 N)j y Q = 
(987 N)k.

*6.39 La armadura que muestra la figura consta de nueve elementos 
y se sostiene mediante dos eslabones cortos instalados en los nudos A, B y 
C. Para la carga dada, determine la fuerza presente en cada elemento. Figura P6.39

I 700 \ '
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Figura P6.40 y P6.41

b)
Figura 6.16

*6.40 La armadura mostrada en la figura consta de 18 elementos y se 
sostiene mediante una rótula en A, dos eslabones cortos en B y un eslabón 
corto en G; a) verifique que la armadura es simple, que está completamente 
restringida y que las reacciones en sus apoyos son estáticamente determi
nadas, y b ) para las cargas aplicadas, determine la fuerza en cada uno de los 
seis elementos que se unen en el nodo E.

*6.41 La armadura mostrada en la ñgura consta de 18 elementos y se 
sostiene mediante una rótula en A, dos eslabones cortos en B y un eslabón 
corto en G; a) verifique que la armadura es simple, que está completamen
te restringida y que las reacciones en sus apoyos son estáticamente determi
nadas, y b ) para las cargas aplicadas, determine la fuerza en cada uno de los 
seis elementos que se unen en el nodo G.

6.7. ANÁLISIS DE ARMADURAS POR EL MÉTODO 
DE SECCIONES

El método de los nodos es el más eficiente cuando se deben determinar 
las fuerzas en todos los elementos de una armadura. Sin embargo, si só
lo se desea encontrar la fuerza en un elemento o en un número muy re
ducido de elementos, el método de secciones es el más eficiente.

Suponga que se desea determinar la fuerza en el elemento BD de 
la armadura que se muestra en la figura 6.16<7. Para llevar a cabo esta 
tarea, se debe determinar la fuerza con la cual el elemento BD actúa 
sobre el nodo B o sobre el nodo D. Si se utilizara el método de los no
dos, se seleccionaría al nodo B o al nodo D como el cuerpo libre. Sin 
embargo, también se selecciona como cuerpo libre a una porción más 
grande de la armadura, compuesta por varios nodos y elementos, siem
pre y cuando la fuerza deseada sea una de las fuerzas externas que ac
túan sobre dicha porción. Además, si se selecciona la porción de la ar
madura de manera que solamente se tenga un total de tres fuerzas 
desconocidas actuando sobre la misma, la fuerza deseada se puede ob
tener al resolver las ecuaciones de equilibrio para la porción de la ar
madura en cuestión. En la práctica, la porción de la armadura que de
be utilizarse se obtiene pasando una .sección a través de tres elementos 
de la armadura, de los cuales uno debe ser el elemento deseado, esto 
es, dicha porción se obtiene dibujando una línea que divida a la arma
dura en dos partes completamente separadas pero que no interseque 
a más de tres elementos. Cualquiera de las dos porciones de la arma
dura que se obtenga después de que los elementos intersecados han 
sido removidos puede utilizarse como el cuerpo libre.'

En la figura 6.16a se ha pasado la sección nn a través de los ele
mentos BD, BE  y CE y se ha seleccionado la porción ABC de la arma
dura como el cuerpo libre (figura 6.16?;). Las fuerzas que actúan sobre 
el diagrama de cuerpo libre son las cargas P| y que están aplicadas 
en los puntos A y B y las tres fuerzas desconocidas F BD, FB£ y FC£. 
Como no se sabe si los elementos removidos estaban en tensión o com
presión, de manera arbitraria se dibujaron las tres fuerzas alejándose 
del cuerpo libre como si los elementos estuvieran en tensión.

’ Kn el análisis de ciertas armaduras, se pasan secciones que intersectan a más de tres 
elementos; entonces se pueden determinar las fuerzas en uno, o posiblemente en dos, de 
los elementos intersectados si se pueden encontrar ecuaciones de equilibrio que involucren 
únicamente a una incógnita (véanse los problemas 6.60 a 6.63).



El hecho de que el cuerpo rígido ABC está en equilibrio se puede 
expresar con tres ecuaciones, las cuales pueden resolverse para encon
trar tres fuerzas desconocidas. Si sólo se desea determinar la fuerza 
F BD, sólo se necesita escribir una ecuación, siempre y cuando dicha 
ecuación no contenga a las otras incógnitas. Por tanto, la ecuación 

= 0 proporciona el valor de la magnitud FBD de la fuerza F Bn 
(figura 6.16/;). Un signo positivo en el resultado indicará que la su
posición original en relación con el sentido de F BD fue correcta y que 
el elemento BD está en tensión; un signo negativo indicará que la su
posición original fue incorrecta y que BD está en compresión.

Por otra parte, si sólo se desea encontrar la fuerza Íc e , sc debe es
cribir una ecuación que no involucre a F BW o a F /!K; en este caso, la ecua
ción apropiada es = 0. Un signo positivo para la magnitud FCE de 
la fuerza deseada muestra que la suposición hecha fue correcta, esto es, 
que el elemento está en tensión y un signo negativo indica que la supo
sición fue incorrecta, esto es, que el elemento está en compresión.

Si sólo se desea encontrar la fuerza F BE, la ecuación apropiada es 
EFy = 0. De nuevo, a partir del signo del resultado se determina si el 
elemento está en tensión o en compresión.

Cuando se determina únicamente la fuerza de un solo elemento, 
no se tiene disponible una forma independiente de comprobar los 
cálculos realizados. Sin embargo, cuando se han determinado todas las 
fuerzas desconocidas que actúan sobre el cuerpo libre, se pueden ve
rificar los cálculos escribiendo una ecuación adicional. Por ejemplo, si 
Fbd, F/?e y F ce se determinan de la manera señalada en los párrafos 
anteriores, los cálculos pueden comprobarse verificando que EFV = 0.

6.8. Armaduras formadas por varias 305 
armaduras simples

Figura 6.16b (repetida)

*6.8. ARMADURAS FORMADAS POR VARIAS 
ARMADURAS SIMPLES

Considere dos armaduras simples ABC y DEF. Si estas armaduras están 
conectadas por tres barras BD, BE y CE, como se muestra en la figura 
6.17«, entonces formarán en conjunto una armadura rígida ABDF. Las 
armaduras ABC y DEF' también se pueden combinar en una sola arma
dura rígida uniendo los nodos B y D en un solo nodo B y conectando los 
nodos C y E por medio de una barra CE (figura 6.17¿). La armadura que 
se obtiene de esta forma se conoce como una armadura Fink. Se debe 
señalar que las armaduras de la figura 6 .17« y b no son armaduras sim
ples; éstas no se pueden construir a partir de una armadura triangular a 
la que se agregan sucesivamente pares de elementos en la forma descri
ta en la sección 6.3. Sin embargo, estas armaduras son rígidas, como se 
verifica al comparar los sistemas de conexiones empleados para mante
ner juntas las armaduras simples ABC y DEF (tres barras en la figura 
6.17a y un perno y una barra en la figura 6.176) con los sistemas de apo
yos presentados en las secciones 4.4 y 4.5. Las armaduras que están he-

a) b)
Figura 6.17
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Figura 6.18

e estructuras

B D

chas a partir de varias armaduras simples conectadas rígidamente se co
nocen como armaduras compuestas.

En una armadura compuesta, el número de elementos m y el nú
mero de nodos rt aún están relacionados por la fórmula m = 2n — 3. 
Esto puede corroborarse observando que, si una armadura compuesta 
está apoyada por un pemo sin fricción y un rodillo (involucrando así 
tres reacciones desconocidas), el número total de incógnitas es m + 3 
y dicho número debe ser igual al número 2n de ecuaciones que se ob
tienen al expresar que los n pernos están en equilibrio; por tanto 
se concluye que rn = 2n — 3. Las armaduras compuestas que están 
apoyadas por un pemo y un rodillo, o por un sistema equivalente de 
apoyos, son estáticamente determinadas, rígidas y completamente res- 
iringidas. Esto se refiere a que todas las reacciones desconocidas y las 
fuerzas en todos los elementos pueden determinarse mechante los mé
todos de la estática y que la armadura no se colapsará ni se moverá. 
Sin embargo, no todas las fuerzas en los elementos se pueden deter
minar por el método de los nodos, a menos que se resuelva un gran 
número de ecuaciones simultáneas. Por ejemplo, en el caso de la ar
madura compuesta de la figura 6.17a, es más eficiente pasar una sec
ción a través de los elementos BD, BE y CE para determinar las fuer
zas en los mismos.

Ahora suponga que las armaduras simples ABC y DEF están co
nectadas por cuatro barras BD, BE, CD v CE (figura 6.18). Ahora, el 
número de elementos m es mayor que 2n — 3; por tanto, resulta una 
armadura hiperestática y se dice que uno de los cuatro elementos BD, 
BE, CD, o CE es redundante. Si la armadura está apoyada por un per
no en A y por un rodillo en F, el número total de incógnitas es rn + 3. 
Como m >  2n — 3, ahora el número rn + 3 de incógnitas es mayor que 
el número 2n de ecuaciones independientes que se tienen disponibles; 
en consecuencia, la armadura es estáticamente indeterminada.

Por último, supóngase que las dos armaduras simples ABC y DEF 
están unidas por un pemo, como se muestra en la figura 6.19o. El nu
mero de elementos m es menor que 2n — 3. Si la armadura está apo
yada por un pemo en A y un rodillo en F, el número total de incógni
tas es m  + 3. Como m <  2n — 3, ahora el número m + 3 de incógnitas 
es menor que el número 2n de ecuaciones de equilibrio que se deben 
cumplir; por tanto, la armadura no es rígida y se colapsará bajo su pro
pio peso. Sin embargo, si se usan dos pernos para apoyarla, la armadu
ra se vuelve rígida y no se colapsará (figura 6.19fo). Ahora se observa 
que el número total de incógnitas es m + 4 y es igual al número 2n de 
ecuaciones. En términos más generales, si las reacciones en los apoyos 
involucran r incógnitas, la condición para que una armadura compues
ta sea estáticamente determinada, rígida y por completo restringida es 
rn + r = 2n. Sin embargo, aunque esta condición es necesaria, no es 
suficiente para el equilibrio de una estructura que deja de ser rígida 
cuando se separa de sus apoyos (véase sección 6.11).

Figura 6.19
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Determine la fuerza en los elementos EF y GI de la armadura mostrada en

1 h DC ft u

H
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28 kips SOLUCIÓN

s Cuerpo libre: armadura completa. Se dibuja un diagrama de cuer
po libre de toda la armadura; las armaduras externas que actúan sobre este 
cuerpo libre consisten en las cargas aplicadas y las reacciones en B y J. Se 
escriben las siguientes ecuaciones de equilibrio.

8 ft 8 ft
: iP f§
••idea l

ilfiil

'IB
l f i  k i j J S

l i l i
•illiÉ

SÉ®P

••IsÉ

#m m
;

. É l
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+12M8 = 0:
—(28 kips)(8 ft ) (28 kips)(24 ft) -  (16 kips)(10 ft) + /(32 ft) = 0

]  = +33 kips J  = 33 kips I

28 kips 28 kips Bx + 16 kips = 0

+"¡ZM; = 0:
(28 kips)(24 ft) + (28 kips)(8 ft)

28 kips

16 kips

+ TSF¡/ = 0: +23 kips — 28 kips 
F/.J,- = - 5  kips

=  0

I 2.'3 kip

10 ft

16 kips

¡¡¡¡Pl 
m

Bx = —16 kips B, = 16 kips-*—

(16 kips)(10 ft) -  By(32 ft) = 0 
Bt/ = +23 kips Bt/ = 23 kips j

Fuerza en el elemento EF. Se pasa la sección nn a través de la ar
madura de manera que sólo interseque al elemento EF y a otros dos elemen
tos adicionales. Después de que se han removido los elementos interseca
dos, la porción del lado izquierdo de la armadura se selecciona como el cuerpo 
libre. Se observa que están involucradas tres incógnitas; para eliminar las dos 
fuerzas horizontales, se escribe

El sentido de F£F se seleccionó suponiendo que el elemento EF está en ten
sión; el signo negativo obtenido indica que en realidad el elemento está en 
compresión.

F,,,. = 5 kips C 4

M I

; |É IÍ¡L

Fuerza en el elemento Gl. Se pasa la sección mm a través de la ar
madura de manera que sólo interseque al elemento G7 y a otros dos elemen
tos adicionales. Después de que se han removido los elementos interseca
dos, se selecciona la porción del lado derecho de la armadura como el cuerpo 
libre. Otra vez están involucradas tres fuerzas desconocidas; para eliminar las 
dos fuerzas que pasan a través del punto H se escribe

+*¡2\f„ = 0: (33 kips)(8 ft) -  (16 kips)(l0 ft) + Fc;/(10 ft) = 0
Fc ¡ — —10.4 kips F(;i = 10.4 kips C 4

BBfóaiSB8SB8ffiBB^8MsBI%&a5gaÉBSaWM^8g8glfe
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PROBLEM A RESUELTO 6.3

Determine la fuerza en los elementos FH, GH y GI de la armadura para 
techo mostrada en la figura.

5 k.N 5  k.\ 5  kX 
------- 6  panels @> 5 m = 30 m-
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lili
U S É

SOLUCION

Cuerpo libre: armadura completa. A partir del diagrama de cuer
po libre para toda la armadura se encuentran las reacciones en A y L:

A = 12.50 kN T L = 7.50kNt

Se observa que

tan a =
FG _  8 m 
~GL ~ 15 m

= 0.5333 a = 28.07°

» 5  kN 5  kX o  kX !
M  125(1 kN

É i p i i  üa'-líStóíííítV

1 k.N
Fuerza en el elemento Gl. Se pasa la sección nn a través de la ar

madura, como se muestra en la figura. Con el uso de la porción HLI de la 
armadura como el cuerpo libre, se obtiene el valor de Fa ¡ al escribir

-t-’jSAÍH = 0: (7.50 kN)(10 m) -  (1 kN)(5 m) -  Fc/(5.33 m) = 0
FGi = +13.13 kN Fcr = 13.13 k\ T <

Fuerza en el elemento FH. El valor de Ffh se obtiene a partir de la 
ecuación 2AÍC = 0. Se mueve F'FH a lo largo de su línea de acción hasta que 
actúe en el punto F, donde se descompone en sus componentes x y y. Ahora, 
el momento de Ffh con respecto al punto G es igual a (Ffh cos a)(8 in).

+ "¡2Mtí = 0:
(7.50 kN)(15 m) — (1 kN)(10 m) — (1 kN)(5 m) + (Ffh cos a)(8 rn) = 0

Ffh = -13.81 kN Ffh = 13.81 kN C <

Fuerza en el elemento GH. Primero se observa que

= 0.9375 0  = 43.15°GI 5 mtan /? = 777 = »------
HI -r(8 m)

Entonces, el valor de FOH se determina descomponiendo la fuerza FCH en 
sus componentes x y y en el punto G y al resolver la ecuación "2ML = 0.

7.50 kN

= 0: (1 kN)(10 m) + (1 kN)(5 m) + (FGH cos /3)(15 m) = 0
Fch = -1.371 kN Fch = 1-371 kN C •«



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

El m étodo de los nodos es el mejor método cuando se desean determinar las fuerzas 
en todos los elementos de una armadura simple. Sin embargo, el método de secciones 
descrito en esta sección es más eficiente cuando se desea encontrar la fuer/a en un so
lo elemento o las fuerzas en pocos elementos de una armadura simple. El método de 
secciones también debe emplearse cuando la armadura no es una armadura simple.

A. Para determinar la fuerza en un elemento dado de una armadura por el 
método de secciones, se deben seguir los siguientes pasos:

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre de toda la armadura y utilizar di
cho diagrama para determinar las reacciones en los apoyos.

2. Pasar una sección a través de tres elementos de la armadura, de los cuales 
debe ser el elemento de interés. Después de que se han removido estos elemen
tos, se obtendrán dos porciones separadas de la armadura.

3. Seleccionar una de las dos porciones de la armadura que se han obte
nido y dibujar su diagrama de cuerpo libre. Dicho diagrama debe incluir tan
to a las fuerzas externas aplicadas sobre la porción seleccionada, como a las fuer
zas ejercidas sobre esta última por los elementos intersecados antes de que dichos 
elementos fueran removidos.

4. Ahora se pueden escribir tres ecuaciones de equilibrio, las cuales se pueden 
resolver para encontrar las fuerzas en los tres elementos intersecados.

5. Una alternativa consiste en escribir una sola ecuación, la cual pueda re
solverse para la fuerza en el elemento de interés. Para esto, primero se debe ob
servar si las fuerzas ejercidas sobre el cuerpo libre por los otros dos elementos son 
paralelas o si sus líneas de acción se intersecan.

a) Si las fuerzas son paralelas, éstas se pueden eliminar escribiendo una 
ecuación de equilibrio que involucre componentes en una dirección perpendicular 
a la de estas dos fuerzas.

b) Si sus líneas de acción se intersecan en un punto H, estas fuerzas pue
den eliminarse escribiendo una ecuación de equilibrio que involucre momentos con 
respecto a H.

6. Se debe recordar que la sección que se utilice debe intersecar sólo a tres 
elementos. Esto se debe a que las ecuaciones de equilibrio en el paso 4 sólo se re
suelven para tres incógnitas. Sin embargo, se puede pasar una sección a través de 
más de tres elementos con el fin de encontrar la fuerza en uno de los mismos, siem
pre y cuando se pueda escribir una ecuación de equilibrio que contenga sólo a di
cha fuerza como incógnita. Este tipo de situación especial se encontrará en los pro
blemas del 6.60 al 6.63. Por otro lado, a pesar de que el método de los nodos ha 
sido considerado en forma separada del método de secciones, se debe tener en 
cuenta que estas dos técnicas se pueden usar en forma secuencia! para determinar



la fuerza en el elemento dado de una armadura, cuando la fuerza no puede ser de
terminada usando una sola sección.

Ji. En los problemas 6.64 al 6.67 se pedirá calcular las fuerzas de tensión en los 
contravientos activos de las armaduras (las fuerzas en los otros contravientos son 
iguales a cero). Para determinar las fuerzas en cada par de contravientos, se 
comienza por determinar las reacciones en los soportes para después pasar una sec
ción a través de la armadura, la cual pasa por el par de contravientos. Después de 
seleccionar la porción de armadura que será analizada y de dibujar su diagrama 
de cuerpo libre, se debe suponer cuál contraviento está actuando y se debe usar 
una ecuación de equilibrio para determinar la fuerza en ese contraviento. Si la fuerza 
es de tensión, la suposición fue correcta; si no, el análisis debe repetirse suponiendo 
que el otro contraviento integrante del par es el que está activo. Sin embargo, a 
menudo se puede deducir cuál es el contraviento activo al examinar el diagrama de 
cuerpo libre, puesto que una sumatoria mental de las fuerzas externas (cargas y 
reacciones en los soportes) indicará cuál contraviento debe actuar para que exista 
el equilibrio (recordando que la fuerza en un contraviento sólo puede ser de ten
sión).

C. En relación  con  las arm adu ras (fue están  com pletam en te restringidas y 
d eterm in ad as:

1. Se d e b e  señ a lar  q u e  cu a lq u ier  arm adu ra sim ple q u e  está  sim plem ente  
a p o y ad a  es una armadura completamente restringida y detenninada.

2. P ara d eterm in ar si cu a lq u ier  o tra  arm ad u ra  es com pletam en te restrin 
g ida  y determ in ad a  o  no, primero se debe contar el número rn de sus elemen
tos, el número n de sus nodos y el número r  de las componentes de reacción en 
sus apoyos. Entonces, se debe comparar la suma rn + r, que representa el núme
ro de incógnitas, con el producto 2», que representa el número de ecuaciones de 
equilibrio independientes que se tienen disponibles.

a) Si m + r <  2n , hay menos incógnitas que ecuaciones. Por tanto, algunas de 
las ecuaciones no se cumplen; la armadura sólo está parcialmente restringida.

b) Si m + r >  2n, hay más incógnitas que ecuaciones. Por tanto, no se pue
den determinar algunas de las incógnitas; la armadura es indeterminada.

c) Si m  + r  = 2n, hay tantas incógnitas como ecuaciones. Sin embargo, esto 
no significa que pueden determinarse todas las incógnitas y cumplirse todas las 
ecuaciones. Para establecer si la armadura es completa o impropiamente restringi
da  se debe tratar de determinar las reacciones en sus apoyos y las fuerzas en sus 
elementos. Si todas se encuentran, la armadura es completamente restringida y de
terminada.
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Figura P6.42 y P6.43

6.42 U na armadura para piso se carga en la forma que muestra la fi
gura. Determine la fuerza presente en los elementos CF, EF y EG.

6.43 Una armadura para piso se carga en la forma que muestra la fi
gura. Determine la fuer/a presente en los elementos FI, HI y HJ.

6.44 Una armadura abovedada para techo se carga como indica la fi
gura. Determine la fuerza presente en los elementos BD, BE y CE.

6.45 Una armadura abovedada para techo se carga en la forma que 
muestra la figura. Determine la fuerza presente en los elementos GJ, IJ e 
IK.

6.46 Una armadura Pratt de cuerdas paralelas se carga como indica la 
figura. Determine la fuerza presente en los elementos CE, DE y DF.

1.3 kN

-1 m-

1.5 kX

-1  m - - 1  m -

5 kN

-1 m- -1 m- «-1 m-»j

1.5 kN
3 kN

J.5

r r

0.5 in jjj

Figura P6.46 y P6.47

6.47 Una armadura Pratt de cuerdas paralelas se carga en la forma 
que muestra la figura. Determine la fuerza presente en los elementos GI, GJ
y HJ-

6.48 Una armadura Howe tipio tijera para techo se carga como indica 
la figura. Determine la fuerza presente en los elementos ÜF, DG y EG.

6.49 Una armadura Howe tipo tijera para techo se carga en la forma 
que muestra la figura. Determine la fuerza presente en los elementos GI, HI 
y HJ, Figura P6.48 y P6.49

311



312 Análisis de estructuras 6.50 Una armadura Fink para techo se carga como indica la figura.
Determine la fuerza presente en los elementos BD, CD y CE.

6.51 Una armadura Fink para techo se carga corno indica la figura. 
Determine la fuerza presente en los elementos FH, FG y EG.

6.52 Una armadura para techo se carga en la forma que muestra la fi
gura. Determine la fuerza presente en los elementos CE, DE y EF.

12 ft  12 f t  12 f t  12 ft  12 ft 12 ft

6.53 Una armadura para techo se carga como indica la figura. Deter
mine la fuerza presente en los elementos GI, HI e IJ.

6.54 Una armadura para techo se carga en la forma que muestra la fi
gura. Determine la fuer/a presente en los elementos FH, GJ y GI.

6 kips

Figura P6.55 de 3 ft, determine la fuerza presente en los elementos IK, JL  y JAI.



6.56  Una armadura abovedada para techo se carga como indica la fi
gura. Determine la fuerza presente en los elementos BE, CE y DF.

Problemas 313

6.57 Una armadura abovedada para techo se carga como indica la fi
gura. Determine la fuerza presente en los elementos HJ, IJ y GI.

*6.58 Una armadura arqueada para techo se carga como indica la fi
gura. La longitud de todas las cuerdas exteriores, AC, C E ,. . . ,  y OQ, es de 
1 m y la de las almas AB, CD, EF, . . . , y RQ es de 0.4 in. Determine la 
fuerza presente en los elementos CE, CF y DF. (Sugerencia: Las cuerdas in
teriores y exteriores en cada panel de la armadura no son paralelas.)

*6.59 Una armadura arqueada para techo se carga como indica la fi
gura. La longitud de todas las cuerdas exteriores, AC, C E , . . . , y OQ, es de Figura P6.58 y P6.59 
1 m y la de las almas AB, CD, EF, . . . , y RQ es de 0.4 m. Determine la 
fuerza presente en los elementos GI, GJ e IJ. (Sugerencia: Las cuerdas in
teriores y exteriores en cada panel de la armadura no son paralelas.)

6.60 Para la armadura mostrada en la figura, determine la fuerza pre
sente en los elementos DG y FH. (Sugerencia: Use la sección aa.)

Figura P6.60 y P6.61

6.61 Para la armadura mostrada en la figura, determine la fuerza pre
sente en los elementos 1L, GJ v HK. (Sugerencia: Comience con los pernos 
I y J  y después use la sección bh.)

6.62 Para la armadura mostrada en la figura, determine la fuerza pre
sente en los elementos IK y HK. (Sugerencia: Use la sección aa.)

6.63 Para la armadura mostrada en la figura, determine la fuerza pre
sente en los elementos Fl y EG. (Sugerencia: Use la sección bh.) Figura P6.62 y P6.63



314 Análisis de estructuras 6.64 Los elementos diagonales del panel central de la armadura mos
trada en la figura son muy ligeros y sólo pueden actuar en tensión; estos ele
mentos se conocen como contravientos. Determine la fuerza presente en los 
elementos BD y CE y en el contraviento que actúa cuando P = 12 kN.

6.65 Resuelva el problema 6.64 cuando P = 6 kN.

6.66 y 6.67 I ..os elementos diagonales de los paneles situados al cen
tro de la armadura que muestra la figura son muy ligeros y solamente pue
den actuar en tensión; estos elementos se conocen como contravientos. Pa
ra las cargas mostradas, determine la fuerza presente en el elemento DE y 
en los contravientos que están actuando.

Figura P6.66 Figura P6.67

6.68 Los elementos diagonales CF y DE de la armadura que muestra 
la figura son muy ligeros y solamente pueden actuar en tensión; tales ele
mentos son conocidos como contravientos. Determine la fuerza presente en 
los elementos CF y DE y en el contraviento que actúa cuando P = 0.

Figura P6.68 y P6.69

6.69 Los elementos diagonales EH y FG de la armadura que muestra 
la figura son muy ligeros y solamente pueden actuar en tensión; tales ele
mentos son conocidos como contravientos. Determine la fuerza presente en 
los elementos EG y FH y en el contraviento que actúa cuando P = 40 kN.



6.70 a 6,75 Clasifique las estructuras mostradas en cada figura como Problemas g - j  5
completa, parcial o impropiamente restringidas; si la estructura es comple
tamente restringida, clasifíquela como estáticamente determinada o indeter
minada. (Todos los elementos pueden actuar tanto en tensión como en com
presión.)

Figura P6.75
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v

D -C :t C E

Figura 6.20

6.9. ESTRUCTURAS QUE CONTIENEN ELEMENTOS 
SUJETOS A FUERZAS MÚLTIPLES

Bajo la denominación de armaduras, bastidores o armazones se con
sideran estructuras totalmente constituidas por pernos y elementos 
rectos sujetos a la acción de dos fuerzas. Se sabía que las fuerzas que ac
tuaban sobre los elementos estaban dirigidas a lo largo de los mismos. 
Ahora se considerarán estructuras en las cuales por lo menos uno de los 
elementos es un elemento sujeto a la acción de fuerzas múltiples, esto 
es, un elemento sobre el que actúan tres o más fuerzas. En general, di
chas fuerzas no estarán dirigidas a lo largo de los elementos sobre los 
cuales actúan; su dirección es desconocida y, por tanto, se deben repre
sentar por dos componentes desconocidas.

Los armazones y las máquinas son estructuras que contienen elemen
tos sometidos a la acción de varias fuerzas. Los armazones están diseña
dos para soportar cargas y son estructuras estacionarias totalmente restrin
gidas. Las máquinas están diseñadas para transmitir y modificar fuerzas; 
estas pueden o no ser estacionarias y siempre tendrán partes móviles.

6.10. ANÁLISIS DE UN ARMAZÓN

Como un primer ejemplo del análisis de un armazón, se retomará el 
ejemplo de una grúa que soporta determinada carga W  que ya fue des
crito en la sección 6.1 (figura 6.20a). El diagrama de cuerpo libre para 
la estructura completa se muestra en la figura 6.20b. Este diagrama se 
puede utilizar para determinar las fuerzas externas que actúan sobre la 
estructura. Primero, al sumar momentos con respecto a A, se determi
na la fuerza ejercida por el cable; entonces, si se suman componentes x 
y y se determinan las componentes Ar y A,, de la reacción en el pemo A.

Con el fin de determinar las fuerzas internas que mantienen unidas 
a las diversas partes del armazón, éste se debe desensamblar y dibujar un 
diagrama de cuerpo libre para cada una de las partes que la constituyen 
(figura 6.20c). Primero se deben considerar los elementos sometidos a la 
acción de dos fuerzas. En este armazón, el elemento BE es el único sobre 
el que actúan dos fuerzas. Las fuerzas que actúan en cada uno de los ex
tremos de este elemento deben tener la misma magnitud, la misma línea 
de acción y sentidos opuestos (sección 4.6). Por tanto, dichas fuerzas es
tán dirigidas a lo largo de BE y se representarán, respectivamente, por 
F/j(.; y - F BE. De modo arbitrario, se supondrá que su sentido es como se 
muestra en la figura 6.20c; después, el signo obtenido para la magnitud 
común Fbe de estas dos fuerzas confirmará o negará esta suposición.

Enseguida se consideran los elementos sometidos a la acción de 
varias fuerzas, los elementos sobre los que actúan tres o más fuerzas. 
De acuerdo con la tercera ley de Nevvton, la fuerza ejercida en B por 
el elemento BE sobre el elemento AD debe ser igual y opuesta a la 
fuerza F BK ejercida por AD sobre BE. En forma similar, la fuerza ejer
cida en E por el elemento BE sobre el elemento CF debe ser igual y 
opuesta a la fuerza — F BE ejercida por CF sobre BE. Por tanto, las fuer
zas que el elemento sometido a la acción de dos fuerzas BE ejerce so
bre AD y CF son iguales, respectivamente, a — F BE y F /;/,; estas fuer
zas tienen la misma magnitud FBE y sentidos opuestos y deben estar 
dirigidas como se muestra en la figura 6.20c.

Dos elementos sometidos a la acción de varias fuerzas están co
nectados en C. Como no se conocen ni la magnitud ni la dirección de



las fuerzas que actúan en C, dichas fuerzas se representarán por sus 
componentes x y y. Las componentes Cr y Cy de la fuerza que actúa 
sobre el elemento AD serán dirigidas de manera arbitraria hacia la de
recha y hacia arriba. De acuerdo con la tercera ley de Newton, las fuer
zas ejercidas por el elemento CF  sobre AD y las fuerzas ejercidas por 
el elemento AD sobre CF  son iguales y opuestas, las componentes de 
la fuerza que actúa sobre el elemento CF deben  estar dirigidas hacia 
la izquierda y hacia abajo; dichas componentes se representarán, res
pectivamente, por — Cx y — Cy. Si la fuerza C* en realidad está dirigi
da hacia la derecha y la fuerza —Cv hacia la izquierda se determinará 
después, a partir del signo de su magnitud común Cv, un signo positi
vo indicará que la suposición hecha fue correcta y un signo negativo 
indicará que la suposición fue incorrecta. Los diagramas de cuerpo li
bre de los elementos sujetos a la acción de fuerzas múltiples muestran 
las fuerzas externas que actúan en A, D y F . 1

Ahora se pueden determinar las fuerzas internas considerando el 
diagrama de cuerpo libre de cualquiera de los dos elementos sometidos 
a la acción de varias fuerzas. Por ejemplo, seleccionando el diagrama de 
cuerpo libre correspondiente al elemento CF, se escriben las ecuacio
nes 2M C = 0, = 0 y 2 F V — 0, las cuales proporcionan, respectiva
mente, los valores de las magnitudes FBE, Cy y Cx. Estos valores se pue
den comprobar verificando que el elemento AD también se encuentra 
en equilibrio.

Se debe señalar que en la figura 6.20 se supuso que los pernos for
maban una parte integral de uno de los dos elementos que conectaban 
dichos pernos y, por tanto, no fue necesario dibujar sus diagramas de 
cuerpo libre. Esta suposición siempre se puede utilizar para simplificar 
el análisis de los armazones y las máquinas. Sin embargo, cuando un per
no conecta a tres o más elementos, o cuando un perno conecta a un apo
yo y a dos o más elementos o cuando se aplica una carga en un perno de
be tomarse una decisión clara con relación al elemento seleccionado al 
cual se supondrá que pertenece el perno. (Si son elementos sujetos a la 
acción de fuerzas múltiples se debe unir el perno a uno de dichos ele
mentos.) Entonces, deben identificarse las diversas fuerzas ejercidas so
bre el perno. Esto se ilustra en el problema resuelto 6.6.

6.11. ARMAZONES QUE DEJAN DE SER RÍGIDOS CUANDO 
SE SEPARAN DE SUS SOPORTES

La grúa analizada en la sección 6.10 estaba constnúda de manera que 
podía mantener la misma forma sin la ayuda de sus apoyos; por tanto, se 
consideró a la grúa como un cuerpo rígido. Sin embargo, muchos arma
zones o estructuras se colapsarían si se separan de sus apoyos; en conse
cuencia, dichos armazones no pueden considerarse como cuerpos rígi
dos. Por ejemplo, considere el armazón mostrado en la figura 6.21a, el 
cual consta de dos elementos AC y CB que soportan, respectivamente,

'No es necesario utilizar un signo menos para distinguir a la fuerza ejercida por un ele
mento sobre otro de fuerza igual v opuesta ejercida por el segundo elemento sobre el prime
ro, puesto que ambas fuerzas pertenecen a diferentes diagramas de cuerpo libre y, por tan
to, no pueden confundirse fácilmente. F,n los problemas resueltos se usa el mismo símbolo 
para representar a fuerzas iguales y opuestas que están aplicadas sobre distintos cuerpos li
bres. Se debe señalar que, bajo estas circunstancias, el signo obtenido para una componen
te de fuerza dada no relaciona directamente el sentido de dicha componente con el sentido 
del eje coordenado correspondiente. En lugar de esto, un signo positivo indica que el senti
do supuesto para esa componente en el diagrama de cuerpo libre es correcto y un signo ne
gativo indica que dicho sentido es incorrecto.
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Figura 6.21

a las cargas P y Q que actúan en los puntos medios de dichos elemen
tos; los elementos están soportados por pernos en A y  By. están conec
tados por medio de un perno en C. Este armazón no mantendrá su for
ma si se separa de sus apoyos; por tanto, se debe considerar que está he
cho de dos partes rígidas distintas AC y CB.

Las ecuaciones SF* = 0, E = 0 v SM = 0 (con respecto a cual
quier punto dado) expresan las condiciones para el equilibrio de un cuer
po rígido (capítulo 4); por tanto, deben utilizarse en conjunto con los dia
gramas de cuerpo libre correspondientes a cuerpos rígidos, es decir, los 
diagramas de cuerpo libre para los elementos AC y CB (figura 6.21/?). 
Como los dos elementos en cuestión están sujetos a la acción de fuerzas 
múltiples, y se emplean pernos en los apoyos y en la conexión, cada una 
de las reacciones en A y B y las fuerzas en C se deben representar por 
medio de dos componentes. De acuerdo con la tercera ley de Newton, 
las componentes de la fuerza ejercida por CB sobre AC y las componen
tes de la fuerza ejercida por AC sobre CB estarán representadas por vec
tores que tienen la misma magnitud y sentidos opuestos; por tanto, si el 
primer par de componentes está constituido por C* v C;/, el segundo es
tará representado por — Cv y — C tJ. Se observa que actúan cuatro com
ponentes de fuerzas desconocidas sobre el cuerpo libre AC, mientras 
que sólo pueden emplearse tres ecuaciones independientes para expre
sar que dicho cuerpo está en equilibrio; de manera similar, cuatro incóg
nitas están asociadas con el cuerpo libre CB, pero sólo se tienen tres 
ecuaciones independientes. Sin embargo, sólo están involucradas seis in
cógnitas diferentes en el análisis de los dos elementos y, en conjunto, es
tán disponibles seis ecuaciones para expresar que ambos elementos es
tán en equilibrio. Escribiendo 2M /V = 0 para el cuerpo libre AC y 
2M b = 0 para el cuerpo libre CB, se obtienen dos ecuaciones simultá
neas que pueden resolverse para la magnitud común Cx de las compo
nentes Cx y — C v y para la magnitud común CtJ de las componentes C(/ 
y ~C,r Enseguida se escribe = 0 y 2 F y — 0 para cada uno de los 
dos cuerpos libres con el fin de obtener, sucesivamente, las magnitudes
A„ A,., Br y By-

c. c

Puesto que las fuerzas que actúan sobre el cuerpo libre AC satisfa
cen las ecuaciones de equilibrio EF* = 0, 2 F V = 0 y 2M  = 0 (con res
pecto a cualquier punto dado) se satisfacen por las fuerzas que actúan 
sobre el cuerpo libre AC y debido a que dichas ecuaciones también se 
satisfacen por las fuerzas que actúan sobre el cuerpo libre CB, ahora se 
puede observar que las tres ecuaciones de equilibrio también deben 
cumplirse cuando se consideran simultáneamente las fuerzas que actúan 
sobre los dos cuerpos libres. Como las fuerzas internas en C se cancelan 
entre sí, se concluye que las fuerzas externas mostradas en el diagrama 
de cuerpo libre para el propio armazón ACB (figura 6.21c-) del>en satis-



a)
Figura 6.21 (repetida)

b)

facer las ecuaciones de equilibrio, a pesar de que el armazón en análi
sis no es un cuerpo rígido. Dichas ecuaciones se utilizan para determi
nar algunas de las componentes de las reacciones en A y f í . Sin embar
go, también se concluye que no se pueden determinar por completo las 
reacciones a  partir del diagrama de cuerpo libre para el armazón com
pleto. Por tanto, es necesario desensamblar el armazón y considerar los 
diagramas de cuerpo libre de las partes que lo constituyen (figura 6.21 b), 
aun cuando sólo se deseen determinar las reacciones externas. Lo ante
rior se debe a que las ecuaciones de equilibrio obtenidas para el cuerpo 
libre ACB son condiciones necesarias, pero no suficientes, para el equi
librio de una estructura que no es rígida.

El método de solución descrito en el segundo párrafo de la presen
te sección involucró ecuaciones simultáneas. A continuación se presenta 
un método más eficiente, el cual utiliza tanto al cuerpo libre ACB como 
a los cuerpos libres AC y CB. Si se escribe SAÍa = 0 y SM B = 0 para el 
cuerpo libre ACB, se obtienen Brj y A,r  Escribiendo ¿M e = 0, £F A. = 0 
v 2 F y = 0 para el cuerpo libre AC se obtienen, sucesivamente, Ax, Cx y 
Cy. Por último, al escribir 2F* = 0 para ACB, se obtiene Bx.

Se señaló con anterioridad que el análisis del armazón de la figu
ra 6.21 involucra seis componentes de fuerzas desconocidas y seis ecua
ciones de equilibrio independientes. (Las ecuaciones de equilibrio pa
ra el armazón completo se obtuvieron a partir de las seis ecuaciones 
originales y, por tanto, no son independientes.) Además, se corroboró 
que en realidad se podían determinar todas las incógnitas y satisfacer 
todas las ecuaciones. Por tanto, el armazón considerado es estáticamen
te determinado y rígido.f En general, para determinar si una estructu
ra es estáticamente determinada y rígida, se debe dibujar un diagrama 
de cuerpo libre para cada una de las partes que la constituyen y con
tar el número de reacciones y de fuerzas internas que están involucra
das. También se debe determinar el número de ecuaciones de equili
brio independientes (excluyendo las ecuaciones que expresan el equi
librio de la estructura completa o de grupos de partes componentes 
que ya se han analizado). Si hay más incógnitas que ecuaciones, la es
tructura es estáticamente indeterminada. Si hay menos incógnitas que 
ecuaciones, la estructura no es rígida. Si hay tantas incógnitas como 
ecuaciones y si se pueden determinar todas las incógnitas y satisfacer 
todas las ecuaciones bajo condiciones generales de carga, la estructura 
es estáticamente determinada y rígida. Sin embargo, si debido a un 
arreglo impropio de los elementos y apoyos no se pueden determinar 
todas las incógnitas ni satisfacer todas las ecuaciones, la estructura es 
estáticamente indeterminada y no es rígida.

'La palabra rígido se usa para indicar que el armazón mantendrá su forma mientras per
manezca unido a sus apoyos.
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PROBLEM A RESUELTO 6.4

En el armazón que se muestra en la figura, los elementos ACE y BCD es
tán conectados por medio de un perno en C y por el eslabón DE. Para la 
condición de carga mostrada, determine la fuerza en el eslabón DE y las com
ponentes de la fuerza ejercida por los elementos BCD en C.

60 inrn 100 mm

160 mm

■HÉM
Cuerpo libre: armazón completo. Como las reacciones externas in

volucran sólo tres incógnitas, se calculan dichas reacciones considerando el 
diagrama de cuerpo libre para todo el armazón.

+t 2Fy = 0: 
+*¡ZMa  = 0:

-±>2FV = 0:

Ay — 480 N = 0 
-(480 N)(100 mm)

B + Ar — 0 
300 N + Ar = 0

Ay = +480 N 
B(160 mm) = 0 
B = +300 N

A* = -300 N

\  = 480 N| 

B = 300 N—> 

A,. = 300 N<-

100 mm

60 mm 100 mm

a  = tan-i —  = 28.07°
150

300 N

Elementos. Ahora se desensambla el armazón. Como sólo dos ele
mentos están conectados en C, las componentes de las fuerzas desconocidas 
que actúan sobre ACE y BCD son, respectivamente, iguales y opuestas y se 
supone que están dirigidas como se muestra en la figura. Se supone que el 
eslabón DE está en tensión y ejerce fuerzas iguales v opuestas en D y E, las 
cuales están dirigidas como muestra la figura.

Cuerpo libre: elemento BCD. Con el cuerpo libre BCD, se escribe 

+')2MC = 0:
~ ( F d e  sen «)(230 mm) — (300 N)(80 mm) — (480 N)(100 mm) = 0 

FDE = -561 N Ede = 561 N C <
A 2 F r = 0: O* — Fde cos a + 300 N = 0

Cx -  (-561 N) cos 28.07° + 300 N = 0 Cx = -795 N 
+'I'2Fy = 0: C„ — Fnr sen a  — 480 N = 0Cy ~ Fde sen a  

C, -  (-561 N) sen 28.07° -  480 N = 0

100 mm

Cy =  +216 N

A partir de los signos obtenidos para C.x y Cy se concluye que las componen
tes de fuerza Cr y Cy ejercidas sobre el elemento BCD están dirigidas, res
pectivamente, hacia la izquierda y hacia arriba. Así se tiene

Cx = 795 , Cy = 216 N f  <

Cuerpo libre: elemento ACE (comprobación). Se comprueban los 
cálculos considerando el cuerpo libre ACE. Por ejemplo,

+*¡2Ma = (Fde c o s  a)(300 mm) + [FDE sen a)(100 mm) -  Cr(220 mm)
= (-561 cos a)(300) + (-561 sen a)(100) -  (-795)(220) = 0

É s a



Elementos. Ahora se desensambla el armazón: como sólo están co
nectados dos elementos en cada nodo, en la figura se muestran componen
tes iguales y opuestos sobre cada elemento en cada nodo.

Se observa que ni Bx ni Cx se obtienen considerando sólo al elemento BCD. 
Los valores positivos obtenidos para Bt/ y CtJ indican que las componentes de 
fuerza B,; y Cy están dirigidas como se supuso.

Cuerpo Ubre: elem ento ABE

PROBLEMA RESUELTO 6.5
Determine las componentes de las fuerzas que actúan sobre cada elemento 
del armazón que se muestra en la figura.

3.6 m Cuerpo libre: armazón completo. Como las reacciones externas in
volucran sólo tres incógnitas, se calculan dichas reacciones considerando el 
diagrama de cuerpo libre para el armazón completo.

+ *¡2ME = 0: 

+ T2Fy = 0: 

-±»2Fr = 0:

-(2400 N)(3.6 m) + F(4.8 m) = 0 
F =  +I800 N
- 2  400 N + 1 800 N + Ey = 0 
Ev = +600 N 
ET = 0

-*-2.4 m —

fioo K 8 0 0  N

C uerpo libre: elem ento BCD

+ l'¡ZMíi = 0: -(2400 N)(3.6 m) + C„(2.4 tn) = 0 Cv = +3600 N 
+ "¡2MC = 0: — (2 400 N)(1.2 m) + By(2.4 m) = 0 B,, = + 1 200 N 
-^■SF, = 0: ~BX + Cx = 0

+T2*fA = 0: 
■±>1FX = 0: 
+T2F¥ = 0:

Bx(2.7 m) = 0 
+BX -  Ax =  0 
~Ay + Bv + 600 N = 0 
-A y  + 1 200 N + 600 N = 0

Cuerpo libre: elem ento BCD. Ahora, regresando al elemento BCD 
se escribe

»2F, = 0: -B ,  + Cr = 0 0 + cx = o

C uerpo libre: elem ento ACF  (comprobación). Ahora ya se han de
terminado todas las componentes desconocidas; para comprobar los resulta
dos se verifica que el elemento ACF esté en equilibrio.

+'\2MC = (1 800 N)(2.4 m) -  Ay(2.4 m) -  Ax(2.7 m)
= (1800 N)(2.4 m) — (1 800 N)(2.4 m) — 0 = 0 (queda comprobado)



f ililí

PROBLEM A RESUELTO 6.6

Una fuerza horizontal de 600 Ib se aplica sobre el perno A del armazón 
mostrado en la figura; determine las fuerzas que actúan sobre los dos ele
mentos verticales del armazón.

SOLUCION

Cuerpo libre: armazón completo. Se selecciona al armazón com
pleto en cuerpo libre; a pesar de que las reacciones involucran a cuatro in
cógnitas, se pueden determinar E ;/ y F,y escribiendo
+']2Me = 0: -{600 lb)<10 ft) + Fy(6 ft) = 0

Fy = +1000 Ib F I( = 1 000 lbf 4
+tSF„ = 0: Ey + Fy = 0

Ey = -1 0 0 0  Ib E t/ = 1 000 Ib | 4

Elementos. Las ecuaciones de equilibrio para el armazón completo 
no son suficientes para determinar E r y Fx. Ahora se deben considerar los 
diagramas de cuerpo libre de los distintos elementos que constituyen al ar
mazón para continuar con la solución del problema. Al desensamblar el ar
mazón, se supondrá que el perno A está unido al elemento sujeto a la acción 
de varias fuerzas ACE y, por tanto, que la fuerza de 600 Ib está aplicada so
bre dicho elemento. Además, también se debe señalar que AB y CD son ele
mentos sujetos a dos fuerzas.

Cuerpo libre: elemento ACE

+ T2Fj, = 0: ~ F AB + -¡j FCd -  1000 Ib = 0
+<]2Me = 0: -(600 lb)(10 ft) -  (-ífFabX 10 ft) -  (§F CD)(2.5 ft) = 0
Si se resuelven simultáneamente estas ecuaciones, se encuentra que

Fab = ~ 1040 Ib Fcl) = +1 560 Ib 4
Ixis signos obtenidos indican que el sentido supuesto para FCd  fue correcto 
y que el sentido supuesto para FAB fue incorrecto. Ahora, sumando compo
nentes x,
■U2FX = 0; 600 Ib + f  ( -1040 Ib) + §(+ 1560 Ib) + E, = 0

Ex = — 1080 Ib Er = 1 080 lb<— 4

Cuerpo libre: armazón completo. Como ya se ha determinado E v se 
puede regresar al diagrama de cuerpo libre para el armazón completo y escribir

= 0: 600 Ib -  1 080 Ib + Fx = 0
Fx = +480 Ib F v = 480 ll>-» 4

Cuerpo libre: elemento BDF (comprobación). Se pueden compro
bar los cálculos realizados verificando que las fuerzas que actúan sobre el 
elemento BDF satisfacen la ecuación EAÍB = 0.

+1SMb = — ( § FCD)(2.5 ft) + (F*)(7.5 ft)
= -§ (1 5 6 0  lb)(2.5 ft) + (480 lb)(7.5 ft)
= —3600 Ib ■ ft + 3600 Ib • ft = 0 (queda comprobado)

BM



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En esta lección se aprendió a analizar armazones que contienen uno o más elemen
tos sujetos a la acción de fuerzas múltiples. En los problemas propuestos que apa
recen a continuación se pedirá calcular las reacciones externas ejercidas sobre el 
armazón y las fuerzas internas que mantienen unidos a sus elementos.

Cuando se resuelven problemas que involucran armazones que contienen uno o 
más elementos sujetos a la acción de fuerzas múltiples, se deben seguir los siguien
tes pasos:

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre del armazón completo. Se usa este 
diagrama de cuerpo libre para calcular, en la medida de lo posible, las reacciones 
en los apoyos. (En el problema resuelto 6.6 sólo se pudieron encontrar dos de las 
cuatro componentes de reacción a partir del diagrama de cuerpo libre del armazón 
completo.)

2. Desensamblar el armazón y dibujar un diagrama de cuerpo libre para 
cada uno de sus elementos.

3. Considerar primero a los elementos sujetos a dos fuerzas, se apÜcan fuer
zas iguales y opuestas a cada uno de los elementos sujetos a dos fuerzas en los pun
tos en que éstos se conectan a otro elemento. Si el elemento sujeto a dos fuerzas 
es un elemento recto, dichas fuerzas estarán dirigidas a lo largo del eje del elemen
to. Si en este momento no se puede decidir si un elemento está en tensión o en 
compresión, se supone que el elemento está en tensión y se dirigen am bas fuerzas 
hacia fu era  del elemento. Como estas fuerzas tienen la misma magnitud descono
cida, a ambas se les da el mismo nombre y, para evitar cualquier confusión poste
rior, no se usa un signo positivo o un signo negativo.

4. Después se consideran los elementos sujetos ti fuerzas múltiples. Para ca
da uno de estos elementos, se muestran todas las fuerzas que actúan sobre el mis
mo, incluyendo las cargas aplicadas, las reacciones y las fuerzas internas en las 
conexiones. Se debe indicar la magnitud y dirección de cualquier reacción o com
ponente de reacción que se encontró anteriormente a partir del diagrama de cuer
po libre para el armazón completo.

a) Donde un elemento sujeto a fuerzas múltiples está conectado a un ele
mento sujeto a dos fuerzas, se debe aplicar al elemento sujeto a fuerzas múltiples 
una fuerza igual y opuesta a la fuerza dibujada en el diagrama de cuerpo libre corres
pondiente al elemento sujeto a dos fuerzas, asignándole el mismo nombre.

b) Donde un elemento sujeto a fuerzas múltiples está conectado a otro 
elemento sujeto a fuerzas múltiples, se usan componentes horizontales y verti
cales para representar a las fuerzas internas que actúan en ese punto, puesto que 
ni la magnitud ni la dirección de dichas fuerzas es conocida. La dirección que se 
selecciona para cada una de las dos componentes de fuerza ejercidas sobre el primer 
elemento sujeto a fuerzas múltiples es arbitraria, pero se deben aplicar componentes 
de fuerza iguales y opuestas representadas con el mismo nombre del otro elemento 
sujeto a fuerzas múltiples. No se debe usar un signo positivo o negativo.



5. A hora se p u ed en  d eterm in ar las fu erz a s  internas, al igual que aquellas reac
ciones que aún no se han determinado.

a) E l d iagram a d e  cu erp o  l ib r e  de cada uno de los elementos sujetos a fuerzas 
múltiples puede proporcionar tres ecuaciones de equilibrio.

b ) Para s im p lificar  la  so lu ción , se debe buscar una forma de escribir una 
ecuación que involucre a una sola incógnita. Si se puede localizar un punto donde 
se intersequen todas las componentes de fuerza desconocidas excepto una, se ob
tendrá una ecuación con una sola incógnita sumando momentos con respecto a di
cho punto. Si todas las fuerzas desconocidas son paralelas excepto una, se obten
drá una ecuación con una sola incógnita si se suman componentes de fuerza en una 
dirección perpendicular a la de las fuerzas paralelas.

c) C om o la  d irecc ión  de ca d a  una d e  las fu erz a s  d escon oc id as  se s e le c 
cion ó  d e  m an era a rb itra r ia , no se puede determinar si la suposición hecha fue 
correcta hasta que se haya completado la solución. Para llevar a cabo esto, se debe 
considerar el signo del valor encontrado para cada una de las incógnitas; un signo 
positivo significa que la dirección que se seleccionó fue correcta; un signo negativo 
significa que la dirección es opuesta a la dirección que se supuso.

6. P ara  ser  m ás e fec tiv o  y e fic ien te  a medida que se procede con la solución, 
se deben observar las siguientes reglas:

a) Si se  p u ed e en con trar  una ecu ac ión  q u e  involu cre a  una so la  incógni
ta , se debe escribir esa ecuación y resolverla para esa incógnita. De inmediato se de
be reem plazar esa incógnita p or el valor que se encontró en cualquier lugar que apa
rezca en los otros diagramas de cuerpo libre. Este proceso se debe repetir buscando 
ecuaciones de equilibrio que involucren a uria sola incógnita hasta que se hayan de
terminado todas las fuerzas internas y todas las reacciones desconocidas.

b) Si no se p u ed e  en con trar  una ecu ac ión  qu e involucre a  una so la  in
cógn ita , se tendrá que resolver un p ar  de ecuaciones simultáneas. Antes de llevar 
a cabo esto, se debe verificar que se han mostrado los valores de todas las reac
ciones que se obtuvieron a partir del diagrama de cuerpo libre para el armazón 
completo.

c) E l núm ero total de ecu ac ion es  de equilibrio para el armazón completo y 
para los elementos individuales será m ayor que el número de fuerzas y reacciones 
desconocidas. Una vez que se han encontrado todas las reacciones y todas las fuerzas 
internas, se pueden emplear las ecuaciones que no se utilizaron para comprobar la 
exactitud de los cálculos realizados.



Problemas

6.76 Determine las componentes de todas las fuerzas que actúan so
bre el elemento ABCD del ensamble que muestra la figura.

6.77 Para el armazón y la carga mostrados en la figura, determine la 
fuerza que achia sobre el elemento ABC en a) B, b) C.

6.78 Para el armazón y la carga mostrados en la figura, determine las 
componentes de todas las fuerzas que actúan sobre el elemento DECF.

6.79 Resuelva el problema 6.78 suponiendo que la carga de 480 N se 
reemplaza por un par, en el mismo sentido que las manecillas del reloj, con 
magnitud de 4(X) N • m aplicado al elemento DECF en el punto F.

6.80 Un aro con radio de 8 in. está unido mediante un pasador al pun
to A y se sostiene por medio de la barra BC, la cual se fija en el punto C con 
un collarín que puede moverse a lo largo del aro. Para la posición en que 
6 = 35°, determine «) la fuerza presente en la barra BC, b) la reacción en A.

6.81 Resuelva el problema 6.80 cuando 0 = —20°.

6.82 Para el armazón y la carga mostrados en la figura, determine las 
componentes de todas las fuerzas que actúan sobre el elemento ABCD.

6.83 Resuelva el problema 6.82 suponiendo que la carga de 180 N se 
reemplaza por un par de 60 N • m de magnitud, el cual actúa en el mismo sen
tido que las manecillas del reloj y se aplica sobre el elemento CEF en el pun
to F.

1^4  in.->-|-»-4 in . - l -  »1« »|2 in. 2 in.

Figura P6.76

6

(i 11)

n

Figura P6.80

10

Figura P6.77
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326 Análisis de estructuras 6.84 Determine las componentes de las reacciones en A y £  cuando se 
aplica una fuerza de 24 lb dirigida verticalmente hacia abajo en a) B, b) D.

A

Figura P6.88

6.85 Determine las componentes de las reacciones en A y E cuando se 
aplica una fuerza de 320 N dirigida verticalmente hacia abajo en a) B, b) D.

6.86 Determino las componentes de las reacciones en A y E si el ar
mazón está cargado con un par de 192 lb • in. de magnitud, el cual actúa en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj y se aplica en a) B, b) D.

Figura P6.85 y P6.87

6.87 Determine las componentes de las reacciones en A y £  si el ar
mazón está cargado con un par de 120 N • m de magnitud, el cual actúa en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj y se aplica en a) B, a) D.

6.88 Si se aplica sobre el armazón un par que actúa en el mismo senti
do que las manecillas del reloj y tiene magnitud de 180 lb • ft, determine to
das las fuerzas ejercidas sobre el elemento AI en a) el punto D, b) el punto E.

6.89 La carga de 120 N que se muestra en la figura puede moverse a 
lo largo de su línea de acción y, por tanto, aplicarse en A, D o E. Determi
ne las componentes de las reacciones en B y F si la carga de 120 N se apli
ca en a) A, b) D, c) E.

6.90 La carga de 120 N se elimina y un par de 48 N • m que actúa en 
el mismo sentido que las manecillas del reloj se aplica, sucesivamente, en A, 
D y E. Determine las componentes de las reacciones en B y F cuando el par 
se aplica en a) A, b) D, c ) E.

6.91 a) Muestre que cuando un armazón sostiene una polea en A, la 
carga equivalente del armazón y de cada una de las partes que lo constitu
yen puede obtenerse quitando la polea y aplicando en A dos fuerzas iguales 
y paralelas a las fiier/as que ejerce el cable sobre la polea, b) Muestre que 
si uno de los extremos del cable se fija al armazón en el punto B, también 
debe aplicarse en B una fuerza de magnitud igual a la tensión presente en 
el cable.

B T

r T

■ r J

I

b)
Figura P6.91



6.92 Dos tubos de 10 in. de diámetro (tubo 1 y tubo 2) se sostienen 
cada 10 ft mediante un armazón pequeño como el que se muestra en la fi
gura. Si la masa combinada por unidad de longitud de cada tubo y su conte
nido es de 22 lb/ft y se suponen superficies sin fricción, determine las com
ponentes de las reacciones en A y £  cuando a = 0.

6.93 Resuelva el problema 6.92 cuando a = 14 in.

6.94 Si la polea mostrada en la figura tiene un radio de 60 mm, de
termine las componentes de las reacciones en A y E.

6.95 Si la polea que muestra la figura tiene un radio de 75 mm, de
termine las componentes de las reacciones en A y B.

6.96 El tractor y las unidades transportadoras mostradas en la figura 
se conectan mediante un perno vertical localizado 60 in. detrás de las rue
das del tractor, y la distancia desde C hasta D es de 30 in. El centro de gra
vedad del tractor de 50 kips está localizado en G„„ mientras que los centros 
de gravedad de la unidad transportadora de 18 kips y de la carga de 16 kips 
se localizan, respectivamente, en Gc y G¡. Si el tractor está en reposo sin apli
car sus frenos, determine a) las reacciones en cada una de las cuatro niedas,
b) las fuerzas ejercidas sobre el tractor en C y D.

Figura P6.96
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240 \

Figura P6.95

r = 5 in.

Figura P6.92

6.97 Resuelva el problema 6.96 suponiendo que se elimina la carga de 
16 kips.



328 Análisis de estructuras 6.98 Para el armazón y la carga mostrados en la figura, determine las- 
componentes de todas las fuerzas que actúan sobre el elemento ABD.

Dimensiones en mm

Figura P6.98

6.99 Para el armazón y la carga mostrados en la figura, determine las 
componentes de todas las fuerzas que actúan sobre el elemento GBEH.

Dimensiones en nitn 
Figura P6.99

6.100 Para el armazón y la carga mostrados en la figura, determine las 
componentes de las fuerzas que actúan sobre el elemento ABC en B y C.



T|
6.101 Para el armazón y la carga mostrados en la figura, determine las Problemas 329

componentes de las fuerzas que actúan sobre el elemento ABC en B y C.

Figura P6.101

6.102 Una mujer do 56 kg se para en el punto C de la escalera plega
ble mostrada en la figura. La mitad del peso de la mujer es soportado por 
las patas que se observan en la vista lateral. Determine las componentes de 
la fuerza ejercida en E sobre la pata BE suponiendo que el borde inferior 
de cada pata no es paralelo al piso, por lo que se produce rodamiento en los 
puntos A y B. No torne en cuenta la masa de la escalera, y suponga que el 
piso está libre de fricción.

6.103 Una mujer de 56 kg se para en el punto C de la escalera plega
ble mostrada en la figura. La mitad del peso de la mujer es soportado por 
las patas que se observan en la vista lateral. El borde inferior de cada pata 
no es paralelo al piso, por lo que puede producirse rodamiento de cuatro for
mas: en A y B, en A y B', en A' y B, o en A' y B'. No tome en cuenta la ma
sa de la escalera y suponga que el piso está libre de fricción para determinar 
a) la combinación de puntos de rodamiento para la que la fuerza en el ele
mento FG es máxima, b ) el valor correspondiente de la fuerza en FG.

6.104 El eje del arco ABC con tres articulaciones es una parábola con 
vértice en B. Si F = 14 kips y Q = 21 kips, determine a) las componentes de 
la reacción en A, b) las componentes de la fuerza ejercida sobre el segmen
to AB en B.

i
YV

j __ l É g i a jf -
.50 mm Di  |F

200 mm

V  v i ,

350  mm

75  mm

Figura P6.102 y P6.103

175 mm

6.105 El eje del arco ABC con tres articulaciones es una parábola con 
vértice en B. Si F = 21 kips y Q = 14 kips, determine a) las componentes de 
la reacción en A, b) las componentes de la fuerza ejercida sobre el segmen
to AB en B.

6.106 Para el armazón y la carga mostrados en la figura, determine 
a) la reacción en D, b) la fuerza en elemento BF, si P = 411 Ib y Q = 0.

6.107 Para el armazón y la carga mostrados en la figura, determine 
a) la reacción en D, b) la fuerza en elemento BF, si P = 0 y Q = 274 Ib.



330 Análisis de estructuras 6.108 Dos elementos paralelos, ABC y DEF, se colocan entre dos pa
redes y se conectan mediante el eslabón BE. Sin considerar la fricción entre 
los elementos y las paredes, determine el rango de valores de la distancia a 
para los cuales puede soportarse la carga P.

6.109 a 6.111 El armazón que se muestra en la figura consta de los 
elementos ABCD y EFGH, y de dos eslabones que conectan dichos elemen
tos. Para la carga dada, determine la fuerza presente en cada eslabón.

Figura P6.108

800 N

Figura P6.109

Figura P6.110 Figura P6.111

6.112 Los elementos ABC y CDF, se articulan en el punto C. y se sos
tienen mediante los cuatro eslabones AF, BG, GD y EH. Para la carga mos
trada, determine la fuerza presente en cada eslabón.

6.113 Tres vigas de madera, cada una con longitud de 3a, se clavan 
entre sí para formar el sistema de soporte mostrado en la figura. Suponien
do que en las conexiones sólo se ejercen fuerzas verticales, determine las 
reacciones verticales en A, D y F.

Figura P6.113



6.114 Cuatro vigas de madera, cada una con longitud de 2a, se clavan Problemas 331

entre sí en sus puntos medios para formar el sistema de soporte mostrado 
en la figura. Si en las conexiones sólo se ejercen fuerzas verticales, determi
ne las reacciones verticales en A, D, E y H.

Figura P6.114

6.115 a 6.117 Cada uno de los armazones que se muestran en la fi
gura consta de dos elementos en forma de L conectados mediante dos esla
bones rígidos. Para cada armazón, determine las reacciones en los apoyos e 
indique si es o no rígido.

Figura P6.115

Figura P6.116

-a »|« 2a ■
a)

Figura P6.117



332 Análisis de estructuras 6.12. MÁQUINAS

Fotografía 6.5 La lámpara que se muestra 
puede colocarse en muchas posiciones. La 
fuerza en sus resortes y las fuerzas internas en 
sus nodos se pueden determinar mediante la 
consideración de varios cuerpos libres.

Las máquinas son estructuras diseñadas para transmitir y modificar 
fuerzas. No importa si éstas son herramientas simples o incluyen me
canismos complicados, su propósito principal es transformar fuerzas de 
entrada en fuerzas de salida. Por ejemplo, considere unas pinzas de 
corte que se emplean para cortar un alambre (figura 6.22a). Si se apli
can dos fuerzas iguales y opuestas P y — P sobre sus mangos, éstas ejer
cerán dos fuerzas iguales y opuestas Q y —Q sobre el alambre (figura 
6.22/?).

i i 

11

-Q

a) b)
Figura 6.22

Para determinar la magnitud Q de las fuerzas de salida cuando se 
conoce la magnitud P de las fuerzas de entrada (o a la inversa, para de
terminar P cuando se conoce Q), se dibuja un diagrama de cuerpo libre 
de las pinzas por sisólas , mostrando las fuerzas de entrada P y - P  y las 
reacciones - Q  y Q que el alambre ejerce sobre las pinzas (figura 6.23).

Figura 6.23

Figura 6.24

Sin embargo, como las pinzas forman una estructura que no es rígida, se 
debe utilizar una de las partes que la constituyen como un cuerpo libre 
para poder determinar las fuerzas desconocidas. Por ejemplo, en la fi
gura 6.24a, si se toman momentos con respecto a A, se obtiene la rela
ción Pa = Qb, la cual define a la magnitud de Q en términos de P o a la 
magnitud de P en términos de Q. Se puede emplear el mismo diagrama 
de cuerpo libre para determinar las componentes de la fuerza interna en 
A; de esta forma, se encuentra que Ax = 0 y Af/ = P + Q.

En el caso de máquinas más complejas, es necesario utilizar varios 
diagramas de cuerpo libre y, posiblemente, se tendrán que resolver 
ecuaciones simultáneas que involucren fuerzas múltiples internas. Los 
cuerpos libres se deben seleccionar de manera que incluyan a las fuer
zas de entrada y a las reacciones de las fuerzas de salida, v el número 
total de componentes de fuerzas desconocidas involucradas no debe 
ser mayor que el número de ecuaciones independientes que están dis
ponibles. Antes de tratar de resolver un problema, es recomendable 
conocer si la estructura considerada es determinada o no. Sin embar
go, no tiene caso discutir la rigidez de una máquina puesto que ésta 
incluye partes móviles y por ende, no debe ser rígida.
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PROBLEM A RESUELTO 6.7

Un elevador hidráulico se emplea para levantar una caja de
1 000 kg. El elevador consta de una plataforma y dos eslabo
nes idénticos sobre los cuales los cilindros hidráulicos ejercen 
fuerzas iguales. (En la figura sólo se muestra uno de los cilin
dros y uno de los eslabones.) Cada uno de los elementos EDB 
y CG tienen una longitud de 2a y el elemento AD está suje
to con un pemo en el punto medio de EDB. Si la caja se co
loca sobre la plataforma de modo que la mitad de su peso sea 
soportado por el sistema que se muestra, determine la fuer
za ejercida por cada cilindro para levantar la caja cuando 6 = 
60°, a = 0.70 m y L  = 3.20 m. Demuestre que el resultado 
obtenido es independiente de la distancia d.

SOLUCIÓN

La máquina en consideración consta de la plataforma y del 
eslabón. Su diagrama de cuerpo libre incluye una fuerza de 
entrada Foh ejercida por el cilindro, al peso |W, y a reaccio
nes en E y G, cuyas direcciones se muestran en la figura. Co
mo están involucradas más de tres incógnitas, no se utilizará 
este diagrama de cuerpo libre. Se desensambla el mecanismo 
y se dibuja un diagrama de cuerpo libre para cada una de las 
partes que lo constituyen. Se observa que AD, BC y CG son 
elementos sujetos a dos fuerzas. Ya se supuso que el elemen
to CG está en compresión; ahora se supone que los elemen
tos AD y BC están en tensión y las fuerzas ejercidas sobre 
éstos se dirigen como se muestra en la figura. Se utilizarán 
vectores iguales v opuestos para representar las fuerzas ejer
cidas por los elementos sujetos a dos fuerzas sobre la plata
forma, sobre el elemento BDE y sobre el rodillo C.
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Cuerpo libre: plataforma ABC.

-±>2FX = 0: 
+T 2 F , = 0:

Fad cos 9 = 0 
B + C -  \W = 0

Fad = 0 
B + C = jW (1)

Cuerpo libre: rodillo C. Se dibuja un triángulo de fuerzas y se ob
tiene Fac = C cot 9.

rI V  T F,v

Cuerpo libre: elemento BDE. Recordando que FAD = 0,

+"¡2Me = 0: Foli cos (<f> — 90°)a — B(2a cos 0) — FBC(2a sen 9) = 0 
Fuua sen <f> — B(2a cos 9) — (C cot 9)(2a sen 9) = 0 
FOH sen 4> — 2(B + C.) cos 6 = 0

Recordando la ecuación (1), se tiene que

F™, = W
cos 9 
sen (f>

y se observa que el resultado obtenido es independíenle de d.

(2)

A

Primero se aplica la ley de los senos al triángulo EDH, se escribe

sen <f> _  sen 8 
EH ~ DH

EHsen <f> -  ——sen 9 u ti (3)

Ahora, con la ley de los cosenos se tiene que

(DH)2 = a2 + L2 -  2aL cos 9
= (0.70)2 + (3.20)2 -  2(0.70)(3.20) cos 60°

(DH)2 = 8.49 DH = 2.91 m

También se observa que

W = mg = (1 000 kg)(9.81 m/s2) = 9 810 N = 981 kN

Sustituyendo en (2) el valor de sen <f> obtenido en (3) y con los datos numéri
cos, se escribe

Fdh = W M  ^  e _  (9 81 k N ) ^ ^  cot 60°
EH 3.20 m

É i i  
■ ■

F d h  = 5.15 kN <



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

É i€ i

Esta lección estuvo dedicada al análisis de máquinas. Como éstas están diseñadas para trans
mitir o modificar fuerzas, siempre contienen partes móviles. Sin embargo, las máquinas que 
se considerarán aquí siempre estarán en reposo y se estará trabajando con el conjunto de 
fuerzas requeridas para mantener el equilibrio de la máquina.

Las fuerzas conocidas que actúan sobre una máquina reciben el nombre de fuerzas de en
trada. Una máquina transforma las fuerzas de entrada en fuerzas de salida, como las fuer
zas de corte aplicadas por las pinzas de la figura 6.22. Î as fuerzas de salida se determinan 
encontrando las fuerzas iguales v opuestas a las fuerzas de salida que se deben aplicar so
bre la máquina para mantener su equilibrio.

En la lección previa se analizaron armazones; ahora se utilizará casi el mismo procedimiento 
para analizar máquinas:

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre de la máquina completa y utilizarlo para 
determinar tantas fuerzas desconocidas ejercidas sobre la máquina como sea posible.

2. Desensamblar la máquina y dibujar uti diagrama de cuerpo libre para cada uno 
de los elementos que la constituyen.

3. Considere primero a los elementos sujetos a dos fuerzas, se aplican fuerzas igua
les y opuestas a cada uno de los elementos sujetos a dos fuerzas en aquellos puntos donde 
éstos se conectan a otros elementos. Si en este momento no se puede establecer si el ele
mento está en tensión o en compresión, sólo se supone que el elemento está en tensión y 
se dirigen ambas fuerzas hacia afuera del elemento. Como estas fuerzas tienen la misma 
magnitud desconocida, a ambas se les asigna el mismo nombre.

4. Después se consideran los elementos sujetos a fuerzas múltiples. Para cada uno 
de estos elementos se deben mostrar todas las fuerzas que actúan sobre el mismo, incluyendo 
cargas y fuerzas aplicadas, reacciones y fuerzas internas en las conexiones.

a ) Donde un elemento sujeto a fuerzas múltiples está conectado a un elemento 
sujeto a dos fuerzas, se aplica a aquella fuerza igual y opuesta a la fuerza dibujada en el 
diagrama de cuerpo libre de éste, asignándole el mismo nombre.

b) Donde un elemento sujeto a fuerzas múltiples está conectado a otro elemen
to sujeto a fuerzas múltiples, se usan componentes horizontales y verticales para repre
sentar a las fuerzas internas en dicho punto. Las direcciones que se seleccionan para cada 
una de las dos componentes de fuerza ejercidas sobre el primer elemento sujeto a fuerzas 
múltiples son arbitrarias, pero se deben aplicar componentes de fuerza iguales y opuestas y 
con el mismo nombre al otro elemento.

5. Se pueden escribir ecuaciones de equilibrio después de que se han terminado los 
diagramas de cuerpo libre.

a) Para simplificar la solución, siempre que sea posible se deben escribir y resolver 
ecuaciones de equilibrio que involucren a una sola incógnita.

b) Como la dirección de cada una de las fuerzas desconocidas se seleccionó de 
manera arbitraria, al final de la solución se debe determinar si la suposición fue correcta 
o no. Para esto se considera el signo del valor encontrado para cada una de las incógnitas. 
Un signo positivo indica que la suposición fue correcta y un signo negativo indica que la su
posición fiie incorrecta.

6. Por último, se d ebe verificar la solución sustituyendo los resultados obtenidos en 
una ecuación de equilibrio que no se haya utilizado previamente.
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Problemas

6.118 La guillotina que muestra la figura se usa para cortar láminas 
para tarjetas de circuitos electrónicos. Si P = 400 N, determine a) la com
ponente vertical de la fuerza ejercida sobre la cuchilla de corte en ü, b) la 
reacción en C.

6.119 La guillotina mostrada en la figura se usa para cortar láminas 
para tarjetas de circuitos electrónicos. Sin tomar en cuenta el espesor de la 
cuchilla de corte, y sabiendo que se requiere una fuerza cortante vertical de
3 kN sobre E para cortar la lámina, determine a) la magnitud de la fuerza P 
aplicada, b) la reacción en C.

6.120  La prensa que muestra la figura se utiliza para grabar un sello 
pequeño en E. Si P = 250 N, determine a) la componente vertical de la fuer
za ejercida sobre el sello, b) la reacción en A.

Figura P6.118 y P6.119

Figura P6.120 y P6.121

6.121 La prensa que se muestra en la figura se utiliza para grabar 
un sello pequeño en E. Si la componente vertical de la fuerza ejercida sobre 
el sello debe ser de 900 N, detennine a) la fuerza vertical P requerida, b) la 
reacción correspondiente en A.

6.122 La varilla de control CE pasa a través de un orificio horizontal 
perforado en el cuerpo de la mordaza acodada que muestra la figura. Deter
mine a) la fuerza Q requerida para mantener la mordaza en equilibrio, b) la 
fuerza correspondiente en el eslabón BD.
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6.123 El mecanismo de candado de doble mordaza acodada que mues
tra la figura se utiliza para mantener al elemento G contra el apoyo. Si 
a  - 60°, determine la fuerza ejercida sobre G.

6.124 El mecanismo de candado de doble mordaza acodada que mues
tra la figura se utiliza para mantener al elemento G contra el apoyo. Si 
a  = 75°, determine la fuerza ejercida sobre G.

6.125 El mecanismo de doble rótula que muestra la figura se usa en 
una máquina sacabocados. Si los eslabones AB y BC tienen longitud de 6 in. 
cada uno, determine el par M necesario para mantener al sistema en equi
librio cuando <}> = 20°.
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Figura P6.123 y P6.124

180 I I )

Figura P6.125 y P6.126

6.126 El mecanismo de doble rótula mostrado en la figura se usa en 
una máquina sacabocados. Si los eslabones AB y BC tienen longitud de 6 in. 
cada uno y M = 660 lb • in., determine el ángulo d> cuando el sistema se en
cuentra en equilibrio.

6.127 Una fuerza P de 160 N de magnitud se aplica sobre el desliza
dor del mecanismo motriz de cuatro barras que muestra la figura. Para cada 
una de las posiciones dadas, determine el par M necesario para mantener el 
equilibrio del sistema.

a)

Figura P6.127 y P6.128

6.128 Un par M de 6 N • m de magnitud se aplica sobre el eslabón 
de entrada del mecanismo motriz de cuatro barras que muestra la figura. Pa
ra cada una de las posiciones dadas, determine la fuerza P necesaria para 
mantener el equilibrio del sistema.



338 Análisis de estructuras 6.129 El brazo BCD se conecta mediante pernos a un collarín en C y 
a la manivela AB en B. Sin tomar en cuenta el efecto de la fricción, deter
mine el par M necesario para mantener al sistema en equilibrio cuando 0 = 0.

6.130 El brazo BCD se conecta mediante pernos a un collarín en C y 
a la manivela AB en B. Sin tomar en cuenta el efecto de la fricción, deter
mine el pai- M necesario para mantener al sistema en equilibrio cuando
9 = 45°.

6.131 y 6.132 Dos barras se conectan mediante un bloque deslizan
te como se muestra en la figura. Sin tomar en cuenta el efecto de la fricción, 
determine el par MA necesario para mantener al sistema en equilibrio.

Figura P6.131 Figura P6.132

6.133 y 6.134 La barra CD está unida al collarín D y pasa a través de 
un collarín soldado en el extremo B de la palanca AB. Sin tomar en cuenta 
el efecto de la fricción, determine el par M necesario para mantener al sis
tema en equilibrio cuando 0 = 30°.

D

Figura P6.133



6.135 Un barril pequeño con peso de 250 Ib es levantado mediante 
un par de tenazas como indica la figura. Si a = 5 in., determine las fuerzas 
ejercidas sobre la tenaza ABD en B y D.
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H------------ 18 in .-------------- H

Figura P6.135

6.136 Las tenazas que se muestran en la figura se usan para aplicar 
una fuerza total de 45 kN hacia arriba en la tapa de una tubería. Determine 
las fuerzas ejercidas en D y F sobre la tenaza ADF.

6.137 El transportador de plataformas que se muestra en la figura se 
usa para jalar una plataforma cargada a la parte trasera de un camión. Si 
P = 2.1 kN, determine las fuerzas ejercidas en G y ¡i sobre la tenaza FGH.

I
160 muí

160 mm

_ L

Figura P6.137

6.138 El transportador de tambores que se muestra en la figura se usa 
para levantar un tambor de acero. Si el poso del tambor y su contenido es 
de 110 Ib, determine las fuerzas ejercidas en F y H sobre el elemento DFH.

6.139 Un cilindro hidráulico operado manualmente fue diseñado pa
ra utilizarse en sitios donde el espacio es muy limitado. Determine la mag
nitud de la fuerza ejercida sobre el pistón instalado en D cuando se aplican 
dos fuerzas de 90 Ib como indica la figura.

90 Ib

Figura P6.138

Figura P6.139 90 li>

Figura P6.136



6.140 La herramienta mostrada en la figura se utiliza para apretar ter
minales sobre alambres eléctricos. Si un trabajador aplica fuerzas de magni
tud P = 135 N a los mangos, determine la magnitud de las fuerzas de suje
ción que se ejercen sobre la terminal.

Dimensiones en mm

Figura P6.140

6.141 Las tijeras podadoras de palanca compuesta que se muestran en 
la figura pueden ajustarse mediante el pemo A en varias posiciones de trin
quete sobre la cuchilla ACE. Si se necesitan fuerzas verticales de 1.5 kN pa
ra completar el corte de una rama pequeña, determine la magnitud P de las 
fuerzas que deben aplicarse sobre los mangos de las tijeras cuando éstas se 
ajustan como indica la figura.

P

10
11

Figura P6.141

6.142 Una abrazadera de sujeción en C es usada para prensar dos pla
cas de acero do j  in. Determine la magnitud de las fuerzas de sujeción pro
ducidas cuando se aplican dos fuerzas de 30 lb, como indica la figura.

30 lb

in. 

i
0.3 in.

30 lb

6.143 Determine la fuerza P que debe ser aplicada la conexión articu
lada BCD para mantener el equilibrio en la posición indicada por la figura.



6.144 En la posición cerrada que muestra la figura, la abrazadera acó- Problemas 341
dada ejerce en A una fuerza vertical de 270 Ib sobre el bloque de madera, y 
el mango CF descansa contra el tope situado en G. Determine la fuerza P 
necesaria para liberar la abrazadera. (Sugerencia-. Para liberar la abrazadera, 
las fuerzas de contacto en G deben ser cero.)

110 mm ■
•30 mm 40  mm 28 mm 

Figura P6.145
Figura P6.144

6.145 El cortador de huesos mostrado en la figura se utiliza en pro
cedimientos quirúrgicos para cortar huesos pequeños. Determine la magni
tud de las fuerzas ejercidas sobre el hueso colocado en E cuando se aplican 
dos fuerzas de 100 N como indica la figura.

6.146 Para cortar una pequeña rama colocada en F se usan tijeras po- 
dadoras, los mangos AD y BE pivotean respecto al pemo B y la cuchilla AC 
pivotea respecto al pemo fijo A, mientras que el perno C puede deslizarse 
libremente en la ranura del mango BE. Determine la magnitud de las fuer
zas ejercidas sobre la rama cuando se aplican dos fuerzas de 250 N a los man
gos, según muestra la figura.

6.147 El brazo de extensión telescópica ABC se emplea para elevar a 
un trabajador hasta una altura situada por encima de alambres telefónicos v 
eléctricos. Para la extensión que muestra la figura, el centro de gravedad del 
brazo de 1 400 Ib se localiza en el punto G. El trabajador, la cubeta y el equi
po unido a ésta pesan 450 Ib y tienen un centro de gravedad combinado en 
C. Determine la fuerza ejercida en B por el cilindro hidráulico BD cuando piqura P6 147 
0 = 35°.



3 4 2  Análisis de estructuras 6.148 La posición del carrete DE perteneciente a una grúa está par
cialmente controlada por medio de dos sistemas idénticos de eslabón y cilin
dro hidráulico, de los cuales sólo se muestra uno. El carrete contiene un ro
llo de 3 000 lb de cable eléctrico en la posición indicada. Si la carga soportada 
por el sistema que se muestra en la figura es de 1 500 lb, determine a) la 
fuerza ejercida por el cilindro hidráulico en el punto G, b) las componentes 
de la fuerza ejercida sobre el elemento BCF en el punto C.

Figura P6.148

6.149 El brazo de extensión telescópica ABC es empleado para levan
tar una plataforma con trabajadores de la construcción. La masa conjunta de 
los trabajadores y la plataforma es de 240 kg y su centro de gravedad com
puesto se localiza directamente por encima de C. Para la posición en que
0 = 24°, determine a) la fuerza ejercida en B por el cilindro hidráulico BD, 
b ) la fuerza ejercida sobre el carro de apoyo en A.

6.150 Una dala de concreto de 500 kg se sostiene mediante una ca
dena v un arnés, los cuales están unidos al cubo situado en el extremo fron
tal de la retroexcavadora que muestra la figura. La acción del cubo es con
trolada por dos mecanismos idénticos, de los cuales sólo se muestra uno. Si 
este mecanismo soporta la mitad de los 500 kg de la dala, determine la fuer
za presente en a) el cilindro CD, b) el cilindro FH.

Dimensiones en mm

Figura P6.150

6.151 En el sistema planetario de engranes mostrado en la figura, el ra
dio del engrane central A es a = 24 mm, el radio de cada engrane planetario es 
b, v el radio del engrane exterior E es (a + 2b). Se aplica un par de magnitud 
Ma = 15 N ■ m en el mismo sentido que las manecillas del reloj sobre el engra
ne central A, y se aplica un par de magnitud Ms = 75 N • m en un sentido con
trario al de las manecillas del reloj sobre el brazo BCD. Si el sistema está en 
equilibrio, determine «) el radio b que deben tener los engranes planetarios, 
b) la magnitud del par M£ que debe aplicarse sobre el engrane exterior E.

0.6 m
Figura P6.149

F.
Figura P6.151



6.152 I/)s engranes A yU se fijan rígidamente a los ejes horizontales 
que se sostienen mediante cojinetes sin fricción. Determine a) el par M0 que 
debe aplicarse al eje DEF para mantener el equilibrio, b) las reacciones en 
C y H.

*6.153 Dos ejes AC y CF, los cuales están contenidos en el plano ver
tical xtj, se conectan mediante una junta universal instalada en C. Los coji
netes puestos en B y D no ejercen ninguna fuerza axial. Un par con magni
tud de 50 N • m (que actúa en el sentido de las manecillas del reloj cuando 
se ve desde el eje positivo x) se aplica sobre el eje CF en F. En el instante 
que el brazo de la pieza transversal unida al eje CF queda en posición hori
zontal, determine «) la magnitud del par que debe aplicarse al eje AC en A 
para mantener el equilibrio, b) las reacciones en B, D y E. (Sugerencia: La 
suma de los pares ejercidos sobre la pieza transversal debe ser igual a cero.)
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2.5 in ’/C '  15 II) • ft

Figura P6.152

Figura P6.153

*6.154 Resuelva el problema 6.153 suponiendo que el brazo de la pie
za transversal unida al eje CF está en posición vertical.

*6.155 Las tenazas mecánicas de gran tamaño que muestra la figura 
se emplean para asir una placa gruesa de metal HJ de 1 500 Ib. Si no existe 
deslizamiento entre los asideros de las tenazas y la placa en H y J , determi
no las componentes de todas las fuerzas que actúan sobre el elemento EFH. 
(Sugerencia: Considere la simetría de las tenazas para establecer las relacio
nes que hay entre las componentes de la fuerza que actúa sobre EFH en E 
y las componentes de la fuerza aplicada sobre CDF en D.)

1-2 fH
r*— 2.6 ft-*

Figura P6.155



R E P A S O  Y R E S U M E N 
D E L  C A P Í T U L O  6

Análisis de armaduras

Armaduras simples

Método de los nodos

En este capítulo se aprendió a determinar las fuerzas internas que 
mantienen unidas a las distintas partes de una estructura.

La primera mitad del capítulo estuvo dedicada al análisis de ar
maduras, es decir, el análisis de estructuras constituidas por elemen
tos rectos que están conectados únicamente en sus extremos. Como 
los elementos son delgados e incapaces de soportar cargas laterales, 
todas las cargas deben estar aplicadas en las uniones o nodos; por 
tanto, una armadura está constituida por pernos y por elementos su

jetos a  dos fuerzas  [sección 6.2],

Se dice que una armadura es rígida si está diseñada de modo 
que no se deformará mucho o se colapsará bajo la acción de una car
ga pequeña. Una armadura triangular constituida por tres elemen
tos conectados en tres nodos es una armadura rígida (figura 6.25a). 
De la misma forma, también será una armadura rígida la que se 
obtiene agregándole a dicha armadura triangular dos nuevos ele
mentos y conectándolos en un nuevo nodo (figura 6.25b). Las arma
duras que se obtienen repitiendo este procedimiento reciben el 
nombre de armaduras simples. Se puede comprobar que en una ar
madura simple el número total de elementos es m = 2n — 3, don
de n es el número total de nodos [sección 6.3].

Por el método de los nodos [sección 6.4] se pueden determinar 
las fuerzas en los distintos elementos de una armadura simple. Pri
mero, se obtienen las reacciones en los apoyos considerando a toda 
la armadura como un cuerpo Übre. Después se dibuja el diagrama de 
cuerpo libre para cada pemo, mostrando las fuerzas ejercidas sobre 
el mismo por los elementos o apoyos que éste conecta. Como los ele
mentos que constituyen a la armadura son elementos rectos sujetos 
a dos fuerzas, la fuerza ejercida por un elemento sobre el pemo está 
dirigida a lo largo de dicho elemento y, por tanto, sólo se desconoce 
su magnitud. En el caso de una armadura simple, siempre se pueden 
dibujar los diagramas de cuerpo libre de los pernos en un orden tal 
que únicamente se incluyen dos incógnitas en cada diagrama. Estas 
fuerzas se obtienen a partir de las dos ecuaciones de equilibrio co
rrespondientes o — si sólo están involucradas tres fuerzas—  a partir

344



pío, para >
de la figura 6.26o, se pasa una sección a través de los elementos 
BD, BE y CE, se remueven dichos elementos y se usa la porción 
ABC de la armadura como un cuerpo libre (figura 6.26¿>). Si se es
cribe SM/r = O, se determina la magnitud de la fuerza F Bd , la cual 
representa la fuerza en el elemento BD. Un signo positivo indica 
que el elemento está en tensión; un signo negativo indica que el 
elemento está en compresión [problemas resueltos 6.2 y 6.3],

Figura 6.26

El método de secciones es i 
puestas, esto es, armaduras que no se pueden construir íl-j 
armadura triangular básica de la figura 6.25a, pero que se 
conectando rígidamente varias armaduras simples [sección 6.8]. Si las 
armaduras simples que constituyen a la armadura compuesta han si
do conectadas en forma apropiada (por medio de un pemo y i 
bón o por medio de tres eslabones que no son concurrentes i 
lelos) y si la estructura resultante está bien apoyada (por rae ' 
pemo y un rodillo), la armadura compuesta serÁ estáticamente i 
minada, rígida y completamente restringida. Entonces se ¡ 
siguiente condición necesaria —pero no suficiente— : m + r  - 
donde m es el número de elementos, r  es el número de in 
representan a las reacciones en los apoyos y n es el número de i

Armaduras compuestas
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Armazones y máquinas

Análisis de un armazón

Elementos sujetos a fuerzas múltiples

Análisis de una máquina

La segunda parte del capítulo estuvo dedicada al análisis de 
armazones y máquinas. Ambas son estructuras que contienen ele
mentos sujetos a fuerzas múltiples, sobre los cuales actúan tres o 
más fuerzas. Los armazones están diseñados para soportar cargas 
y usualmente son estructuras estacionarias totalmente restringidas. 
Las máquinas están diseñadas para transmitir o modificar fuerzas 
y siempre contienen partes móviles [sección 6.9].

Para analizar un armazón, primero se considera al armazón 
completo como un cuerpo libre y  se escriben tres ecuaciones de 
equilibrio [sección 6.10]. Si el armazón permanece rígido cuando 
se separa de sus apoyos, las reacciones involucran sólo tres incóg
nitas y se pueden determinar a partir de dichas ecuaciones de equi
librio [problemas resueltos 6.4 y 6.5}. Por otra parte, si el armazón 
deja de ser rígido cuando se separa de sus apoyos, las reacciones 
involucran más de tres incógnitas y no pueden determinarse todas 
las incógnitas a partir de las ecuaciones de equilibrio para el arma
zón completo [sección 6.11; problema resuelto 6.6].

Cuando se desensambla el armazón y se identifican los diversos 
elementos que lo constituyen como elementos sujetos a dos fuerzas
o elementos sujetos a fuerzas múltiples, se supone que los pernos for
man una parte integral de uno de los elementos que éstos conectan. 
Se dibuja el diagrama de cuerpo übre de cada uno de los elementos 
sujetos a fuerzas múltiples, observando que cuando dos elementos 
sujetos a fuerzas múltiples están conectados al mismo elemento su
jeto a dos fuerzas, este último actúa sobre los elementos sujetos a 
fuerzas múltiples con fuerzas iguales y opuestas de magnitud desco
nocida pero cuya dirección es conocida. Cuando dos elementos 
sujetos a fuerzas múltiples están conectados por un pemo, éstos 
ejercen entre sí fuerzas iguales y opuestas cuya dirección es desco
nocida, las cuales se deben representar por dos componentes desco
nocidas. Entonces se pueden resolver las ecuaciones de equilibrio 
obtenidas a partir de los diagramas de cuerpo libre de los elementos 
sujetos a fuerzas múltiples para determinar las distintas fuerzas in
ternas [problemas resueltos 6.4 y 6.5]. También pueden emplearse 
las ecuaciones de equilibrio para completar la determinación de las 
reacciones en los apoyos [problema resuelto 6.6], De hecho, si el ar
mazón es estáticamente determinado y rígido, los diagramas de cuerpo 
libre de los elementos sujetos a fuerzas múltiples pueden proporcio
nar un número de ecuaciones igual al número de fuerzas desconoci
das (incluyendo las reacciones) [sección 6.11], Sin embargo, como se 
sugirió, es conveniente considerar primero el diagrama de cuerpo li
bre para el armazón completo con el fin de minimizar el número de 
ecuaciones que se deben resolver de manera simultánea.

Para analizar una máquina, ésta se desensambla y con el mis
mo procedimiento empleado para un armazón, se dibuja el diagra
ma de cuerpo Ubre de cada uno de los elementos sujetos a fuerzas 
múltiples. Las ecuaciones de equilibrio correspondientes proporcio
nan \t& fuerzas de salida ejercidas por la máquina en términos de las 

fuerzas de entrada que se le aplican, así como las fuerzas internas 
en cada una de las conexiones [sección 6.12; problema resuelto 6.7],



Problemas de repaso

6.156 Utilice el método de los nudos para determinar la fuerza pre
sente en cada elemento de la armadura que muestra la figura. Establezca si 
los elementos se encuentran en tensión o en compresión.

6.157 En la armadura tipo tijera para techo que muestra la figura, de
termine la fuerza presente en cada elemento localizado a la derecha del ele
mento FG. Además, establezca si los elementos se encuentran en tensión o 
en compresión.

0.5 kip

0.5 kij

6 ft 1 6 ft 
Figura P6.157

6.158 Determine la fuerza presente en cada miembro de la armadu
ra mostrada en la figura. Establezca si los elementos se encuentran en ten
sión o en compresión.

6.159 Una armadura plana de paso para techo se carga en la forma 
que muestra la figura. Determine la fuerza presente en los elementos CE, 
DE y DF.

6.160 U na armadura para el techo de un estadio se carga como indi
ca la figura. Determine la fuerza presente en los elementos AB, AG y FG.

6.75 ft

6.75 ft

Figura P6.156
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2.5 m 

Figura P6.158
2.5 m

Figura P6.159
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348 Análisis de estructuras 6.161 Para la armadura mostrada en la figura, determine la fuerza pre
sente en los elementos AF y EJ cuando P = Q — 2 kips. (Sugerencia: Use la 
sección aa.)

6.162 Para el armazón y la carga mostrados en la figura, determine las 
]2 tt componentes de todas las fuerzas que actúan sobre el elemento ABC.

1  
\

1 2  f t

Figura P6.161

10.8 ft —|

Figura P6.162

6.163 Determine las componentes de las reacciones en B y E si el ra
dio de la polea mide 1.25 in.

Figura P6.163

6.164 Si P = 15 N y Q = 65 N, determine las componentes de las 
fuerzas ejercidas sobre a) el elemento BCDF en C y D, b j el elemento ACEC 
en E.

6.165 Para el sistema y la carga que se muestran en la figura, deter
mine a) la fuerza P requerida para mantener el equilibrio, b) la fuerza co
rrespondiente en el elemento BD, c) la reacción correspondiente en C.

i 00 N

Figura P6.165



6.166 Determine la magnitud de las fuerzas de sujeción ejercidas so- Problemas de repaso 349
bre la tuerca a lo largo de la línea aa cuando se aplican dos fuerzas de 240 
N sobre los mangos como indica la figura. Suponga que los pasadores A y D 
se deslizan libremente sobre las ranuras de las pinzas.

«

Figura P6.166

6.167 Las tijeras para jardín mostradas en la figura constan de dos cu
chillas y dos mangos. Los mangos y las cuchillas se unen, respectivamente, 
por medio del perno C y el perno D. La cuchilla izquierda y el mango del 
lado derecho están unidos mediante el pemo A, y la cuchilla derecha y el 
mango del lado izquierdo con el perno B. Determine la magnitud de las fuer
zas ejercidas sobre una rama pequeña colocada en E cuando se aplican dos 
fuerzas de 20 lb en los mangos de las tijeras, como indica la figura.
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6.C1 Para la carga mostrada, determine la fuerza en cada elemento de 
la armadura como una función de la dimensión a. Grafique la fuerza en cada 
elemento para 40 in. S  < 240 in., considerando las fuerzas de tensión como 
positivas y las fuerzas de compresión como negativas.

6.C2 Una sola fuerza de 3.75 kips debe aplicarse en uno de los nodos 
numerados de la armadura Fink que se muestra en la figura. Calcule la fuerza 
en el elemento CD aplicando la carga sucesivamente en los nodos 1, 2 , . . . ,  9.

6.C3 El piso de un puente se apoya sobre largueros soportados por vi
gas transversales de piso, como se muestra en la figura 6.3. Los extremos de 
las vigas se unen a los nodos superiores de dos armaduras, una de las cuales 
se muestra en la figura P6.C3. Como parte del diseño del puente, se desea 
simular el comportamiento de la armadura cuando pasa un camión de 3 kips 
sobre el puente. Si la distancia entre los ejes del camión es b = 7.5 ft y su
poniendo que el peso del camión se distribuye por igual sobre sus cuatro rue
das, use software eomputacional para calcular y graficar las fuerzas genera
das por el camión en los elementos BH y GH como una función de x para 0 
S i S  57.5 ft. A partir de los resultados obtenidos, determine: a) la fuerza 
de tensión máxima en BH, b) la fuerza de compresión máxima en BH y c) la 
fuerza de tensión máxima en GH. En cada caso, indique el valor correspon
diente de x.



6.C4 Si sabe que el radio de la polea es de 300 mm, grafique la mag
nitud de las reacciones en A y G como funciones de 6 para 0 < 0 < 90°.

Problemas de computadora 351

6.C5 El diseño de un sistema de robot necesita del mecanismo de dos 
barras mostrado. Las barras AC y BD se conectan mediante un bloque des
lizante en D, como se muestra en la figura. Sin tomar en cuenta el efecto de 
la fricción, calcule y grafique el par MA necesario para mantener las barras 
en equilibrio, considerando valores de 6 desde 0 hasta 120°. Para los mismos 
valores de 0, calcule y grafique la magnitud de la fuerza F  ejercida por la ba
rra AC sobre el bloque deslizante.

Figura P6.C5

6.C6 En la figura se presenta la magnitud de la fuerza P aplicada al 
pistón del sistema de una máquina, durante una revolución de la manivela 
AB. Grafique la magnitud del par M, necesario para mantener al sistema en 
equilibrio, como una función de 0 para 0 s f ) <  2ir.

Figura P6.C6

6.C7 El larguero ABC se mantiene en la posición horizontal median
te un puntal con autoaseguramiento, que consiste de dos partes BDE y EDF



352 Análisis de estructuras articuladas en £  y apoyadas una contra la otra en D. Determine la fuerza P, 
necesaria para liberar el puntal, como una función del ángulo 6. Se sabe que 
la masa del larguero es de 18 kg, grafique la magnitud de P como una fun
ción de 0 para 0o < < 90°.

80 min
— 240 irmi —

A B C
■ s x m - i  <■%

30 mm

Figura P6.C7

6.C8 Para el mecanismo mostrado en la figura, la posición de la barra 
AC se controla mediante el brazo BD. Para la carga aplicada, calcule y gra- 
fique la reacción en A y el par M, necesario para mantener al sistema en 
equilibrio, como una función de 0 para —30° £ 0 S  90°. Como parte del pro
ceso de diseño del mecanismo, determine: a) el valor de 0 para el cual M es 
máxima y el valor correspondiente de M y b) el valor de 0 para el cual la 
reacción en A es máxima y la magnitud correspondiente de esta reacción.

C

3.2 ki\

1.5 m 

Figura P6.C8

6.C9 La barra CD está unida al collarín D y pasa a través de un co
llarín soldado en el extremo B de la palanca AB. Como un paso inicial en el 
diseño de la palanca AB, use software de computadora para calcular y graficar

Figura P6.C9



la magnitud M, del par necesario para mantener el equilibrio del sistema, 
como una función de 0 para 15° 90°. Determine el valor de 8 para el
cual M es mínimo y el valor correspondiente de M.

Problemas de computadora 353

*6.C10 La podadora de árboles que se muestra en la figura se usa para 
cortar una rama de 25 mm de diámetro. Si la tensión en la cuerda es de 70 
N, y sin tomar en cuenta los radios de las poleas, grafique la magnitud de la 
fuerza ejercida sobre la rama por la cuchilla BC como una función de 6 para 
O s í  < 90°, donde el filo cortante de la cuchilla está en posición vertical y 
apenas hace contacto con la rama cuando 6 = 0. (Sugerencia: Suponga que 
la línea de acción de la fuerza que actúa sobre la rama pasa a través de su 
centro y que es perpendicular a la cuchilla. También suponga que los tramos 
AD y AE de la cuerda son paralelos a la línea que une a los puntos A y E.)

0.3 m

Figura P6.C10

Detalle tle podaderas 

10 min

mm

25 mm
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En los capítulos anteriores se estudiaron dos problemas básicos que in
volucraban estructuras: 1) determinación de las fuerzas externas que 
actúan sobre tina estructura (capítulo 4) v 2) determinación de las 
fuerzas que mantienen unidos a los distintos elementos que constituyen 
a una estructura (capítulo 6). Ahora se analizará el problema de la de
terminación de las fuerzas internas que mantienen unidas a las distin
tas partes de un elemento dado.

Primero se analizarán las fuerzas internas en los elementos de un 
armazón como la grúa considerada en las secciones 6.1 y 6.10, obser
vando que mientras las fuerzas internas en un elemento recto sometido 
a la acción de dos fuerzas sólo pueden producir tensión o compresión 
en dicho elemento, las fuerzas internas en cualquier otro tipo de ele
mento usualmente también producen corte y flexión.

La mayor parte de este capítulo estará dedicada al análisis de las 
fuerzas internas en dos tipos importantes de estructuras de ingeniería, 
llamadas:

1. Vigas: las cuales usualmente son elementos prismáticos rec
tos y largos diseñados para soportar cargas aplicadas en va
rios puntos a lo largo del elemento.

2. Cables: son elementos flexibles capaces de soportar sólo ten
sión y están diseñados para soportar cargas concentradas o 
distribuidas. Los cables se utilizan en muchas aplicaciones de 
ingeniería, como en puentes colgantes y líneas de transmisión.

*7.1. INTRODUCCIÓN

*7.2. FUERZAS INTERNAS EN ELEMENTOS

Consideremos el elemento recto sujeto a la acción de dos fuerzas AB 
(figura 7.1a). De la sección 4.6, se sabe que las fuerzas F  y — F  que ac
túan en A y B, respectivamente, deben estar dirigidas a lo largo de AB 
en sentidos opuestos y deben tener la misma magnitud F. Ahora con
sidere que se corta al elemento en C. Para mantener el equilibrio de 
los cuerpos libres AC y CB obtenidos de esta manera, se debe aplicar 
sobre AC una fuerza - F  igual y opuesta a F, y sobre CB una fuerza 
F  igual y opuesta a - F  (figura 7.1 b). Estas nuevas fuerzas están di
rigidas a lo largo de AB en sentidos opuestos y tienen la misma mag
nitud F. Como las dos partes AC y CB estaban en equilibrio antes de 
que se cortara el elemento, deben haber existido en éste fuerzas in
ternas equivalentes a las nuevas fuerzas. Se concluye que en el caso de 
un elemento recto sujeto a la acción de dos fuerzas, las fuerzas inter
nas que ejercen entre sí las dos partes del elemento son equivalentes 
a fuerzas axiales. La magnitud común F  de estas fuerzas no depende 
de la ubicación de la sección C y recibe el nombre de fuerza en el ele
mento AB. En el caso considerado, el elemento está en tensión y se es
tirará bajo la acción de fuerzas internas. En el caso representado en la 
figura 7.2, el elemento está en compresión y disminuirá su longitud 
bajo la acción de las fuerzas internas.

Ahora, considere un elemento sujeto a fuerzas múltiples. Tómese 
por ejemplo el elemento AD de la grúa anahzada en la sección 6.10; 
esta grúa se muestra nuevamente en la figura 7.3a y en la figura 7.3b 
se muestra el diagrama de cuerpo libre del elemento AD. Ahora se cor
ta el elemento AD en y y se dibuja un diagrama de cuerpo libre para 
cada una de las porciones del elemento JD  y AJ (figura 7.3c y d). Si se

Figura 7.1

Figura 7.2
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7.2. Fuerzas internas en elementos 
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considera el cuerpo libre JD , se encuentra que se mantendrá su equi
librio si se aplica en J  una fuerza F  para balancear la componente ver
tical de T, una fuerza V para balancear la componente horizontal de T  
y un par M para balancear el momento de T con respecto a J . De nue
vo se concluye que debieron haber existido fuerzas internas en J  antes 
de que se cortara el elemento AD. Las fuerzas internas que actúan en 
la parte JD  del elemento AD son equivalentes al sistema fuerza-par que 
se muestra en la figura 7.3c. De acuerdo con la tercera ley de Newton, 
las fuerzas internas que actúan sobre AJ deben ser equivalentes a un 
sistema fuerza-par igual y opuesto, como se muestra en la figura 7.3d. 
Es obvio que la acción de las fuerzas internas en el elemento AD rio 
se limita a producir tensión o compresión corno en el caso de los ele
mentos rectos sujetos a la acción de dos fuerzas; por otro lado, las fuer
zas internas también producen corte y flexión. La fuerza F  es una fu er
za axial-, la fuerza V recibe el nombre de fuerza cortante y el momento 
M del par se conoce como el momento flector o flexor en J. Se obser
va que cuando se determinan las fuerzas internas en un elemento, se 
debe indicar sobre qué parte del elemento se supone que actúan di
chas fuerzas. En la figura 7.3c se bosquejan las deformaciones que ocu
rrirán en el elemento AD. El análisis real de estas deformaciones es 
parte del estucho de la mecánica de materiales.

Es necesario señalar que en un elemento sujeto a dos fuerzas que 
no es recto, las fuerzas internas también son equivalentes a un sistema 
fuerza-par. Esto se muestra en la figura 7.4, donde el elemento sujeto 
a dos fuerzas ABC ha sido cortado en D.

Fotografía 7.1 El d iseño  del e je  de una sierra  
circular d eb e  tom ar en  cu en ta  las  fu erzas  internas 
que resultan d e  las fu erzas ap licad as a  los 
d ien tes d e la cuchilla. En un punto dado del e je , 
e s ta s  fu erzas internas son  equ iv alen tes a  un 
s is te m a  fu erza-par c o n sisten te  en  fu erzas a x ia les 
y co rtan tes y en  un par q u e  re p resen ta  los 
m om entos d e co rte  y d e torsión.

Figura 7.4
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Reacciones y fuerzas en las conexiones. Se determinan las reac
ciones y las fuerzas que actúan sobre cada uno de los elementos del armazón; 
esto se llevó a cabo en el problema resuelto 6.5 y los resultados encontrados 
se repiten a continuación.
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i soo n
a  = 41.7?

1.2 m

I 800 N

1 200 X

1.5 m

mA T  I 24(K,n 
* ---

F  K C. D

a) Fuerzas internas e n /. Se corta el elemento ACF en el punto/y 
se obtienen las dos partes que se muestran en la figura. Las fuerzas internas 
en J  están representadas por un sistema equivalente fuerza-par y se deter
minan al calcular el equilibrio de cualquiera de las partes en que ha sido di
vidido el elemento. Si se considera el diagrama de cuerpo libre A], se escribe

+ "¡EAfy = 0:

+ \2FI = 0:

+/*2Fi, = 0:

-(1  800 N)(1.2 m) + M = 0 
M = +2 160 N • m 
F -  (1 800 N) eos 41.7° = 0 
F = +1344 N
-V  + (1 800 N) sen 41.7° = 0 
V =  +1 197 N

M = 2 160 N • m "¡ 4

F = 1 344 N \  4

Por tanto, las fuerzas internas en ]  son equivalentes a un par M, a una fuerza 
axial F y a una fuerza cortante V. El sistema fuerza-par interno que actúa so
bre la parte JCF  es igual y opuesto.

h) Fuerzas internas en K. Se corta el elemento BCD en K y se ob
tienen las dos partes que se muestran en la figura. Si se hace el diagrama de 
cuerpo líbre BK, se escribe

+*\2Mk = 0:

A 2F* = 0:
+ ? 2Fy = 0:

(1 200 N)(1.5 m) + M = 0 
M = -1 8 0 0  N • m 
F = 0
-1 2 0 0  N -  V = 0 
V = — 1 200 N

M = 1 800 N m J 
= 0

4
4

V = 1 200 N t 4

r - m m
M m m l

Ép



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

m m m

En esta lección se aprendió a determinar las fuerzas internas en un elemento del 
armazón. Las fuerzas internas en un punto dado de un elemento recto sujeto a dos 

fuerzas se reducen a una fuerza axial, pero en todos los demás casos dichas fuerzas 
internas son equivalentes & sistemas fuerza-par  constituidos por una fuerza axial F , 
una fuerza cortante V y un par M que representa al momento flector  en dicho punto.

Para determinar las fuerzas internas en un punto dado ]  de un elemento de un ar
mazón, se deben seguir los siguientes pasos.

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre para el armazón completo y se uti
liza para determinar las reacciones que sean posibles en los apoyos.

2. Desensamblar el armazón y dibujar un diagrama de cuerpo libre para 
cada uno de sus elementos. Se deben escribir tantas ecuaciones de equilibrio co
mo sean necesarias para encontrar todas las fuerzas que actúan sobre el elemento 
en el cual está localizado el punto /.

3. Cortar el elemento en el punto J  y dibujar un diagrama de cuerpo libre 
para cada una de las dos partes del elemento que se han obtenido de esta forma, 
aplicando en el punto J  de cada porción las componentes de fuerza y el par que 
representan las fuerzas ejercidas por la otra porción. Note que estas componentes 
de fuerza y pares tienen la misma magnitud pero sentidos opuestos.

4. Seleccionar uno de los dos diagramas de cuerpo libre que se han dibuja
do y utilizarlo para escribir tres ecuaciones de equilibrio para la porción correspon
diente del elemento.

«) Si se suman momentos con respecto a J  y se igualan a cero, se obtendrá 
una ecuación que proporcionará el momento flector en el punto J.

b ) Si se suman componentes en direcciones paralelas y perpendiculares 
al elemento en el punto J  y se igualan a cero se obtendrán, respectivamente, la fuer
za axial y la fuerza cortante.

5. Cuando se escriban los resultados, se debe tener cuidado de especificar 
la parte del elemento que se utilizó, puesto que las fuerzas y los pares que actúan 
en las dos partes tienen sentidos opuestos.

Puesto que la solución de los problemas propuestos correspondientes a esta lección 
requieren la determinación de las fuerzas que ejercen entre sí los distintos elemen
tos de un armazón, se deben repasar los métodos utilizados en el capítulo 6 para 
resolver este tipo de problemas. Por ejemplo, cuando los armazones involucran po
leas y cables, se debe recordar que las fuerzas ejercidas por una polea sobre un ele
mento del armazón al cual está unida tienen la misma magnitud y dirección que las 
fuerzas ejercidas por el cable sobre la polea [problema 6.91],



Problemas

7.1 Para el armazón y la carga del problema 6.99, determine las fuer
zas internas en el punto I localizado a la mitad de la distancia entre los pun
tos B y E.

7.2 Para el armazón y la carga del problema 6.78, determine las fuerzas 
internas en el punto ].

7.3 Para el armazón y la carga del problema 6.82, determine las fuerzas 
internas en el punto J.

7.4 Para el armazón y la carga del problema 6.85¿>, determine las 
fuerzas internas en el punto B.

7.5 Determine las fuerzas internas en el punto ]  de la estructura que 
muestra la figura.

7.6 Determine las fuerzas internas en el punto K de la estructura que 
muestra la figura.

7.7 y 7.8 Una barra semicircular descansa sobre una superficie hori
zontal. como indica la figura. Si la barra semicircular tiene una masa de 9 kg 
determine, sin tomar en cuenta la fricción entre la barra y la superficie, las 
fuerzas internas en el punto ].

J

j: :;7 150 mm Ni
a M ___ 0 m  b

Figura P7.7 Figura P7.8

7.9 Una varilla está doblada en forma de arco circular, cuyo radio mide
4 in., como indica la figura. Para la carga dada, determine las fuerzas inter
nas en el punto J  si 6 = 30°.

7.10 Una varilla está doblada en forma de arco circular, cuyo radio mi
de 4 in., como indica la figura. Para la carga dada, determine a) el sitio donde 
el valor del momento flector es máximo, b) las fuerzas internas en ese punto.Figura P7.9 y P7.10
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7.11 Dos elementos que constan cada uno de un tramo recto y otro 
en forma de un cuarto de círculo, con 8.4 in. de radio, soportan una carga 
de 120 lb en D y se conectan como indica la figura. Determine las fuerzas 
internas en el punto ].

7.12 Dos elementos que constan cada uno de un tramo recto y otro 
en forma de un cuarto de círculo, con 8.4 in. de radio, soportan una carga 
de 120 lb en D y se conectan como indica la figura. Determine las fuerzas 
internas en el punto K.

7.13 El eje del elemento curvo AB es una parábola con vértice en A. 
Si se aplica una carga vertical P con magnitud de 1.8 kN en A, determine las 
fuer/as internas en J  cuando h = 240 mm, L = 800 mm y a = 480 mm.

7.14 Si el eje del elemento curvo AB es una parábola con vértice en
A, determine la magnitud y la ubicación del máximo momento flector.

7.15 Si el radio de cada polea mide 200 mm, no tome en cuenta el 
efecto de la fricción para determinar las fuerzas internas en el punto ]  del 
armazón que muestra la figura.

Problemas 361

Figura P7.15 y P7.16

7.16 Si el radio de cada polea mide 2(X) mm, no tome en cuenta el 
efecto de la fricción para determinar las fuerzas internas en el punto K del 
armazón que muestra la figura.

7.17 Si el radio de cada polea mide 125 mm, no tome en cuenta el 
efecto de la fricción para determinar las fuerzas internas en el punto J  del 
armazón que muestra la figura.

7.18 Si el radio de cada polea mide 125 mm, ignore el efecto de la 
fricción y determine las fuerzas internas en el punto K del armazón que mues
tra la figura. Figura P7.17 y P7.18



362 Fuerzas en vigas y cables 7.19 U na tubería de 5.6 in. de diámetro está sostenida cada 10 ft por 
un armazón pequeño, el cual consta de dos elementos como indica la figu
ra. Si el peso combinado por unidad de longitud de la tubería y su conteni
do es de 18.5 lb/ft, v sin tomar en cuenta el efecto de la fricción, determine 
las fuerzas internas en el punto J.

7.20 Una tubería de 5.6 in. de diámetro está sostenida cada 10 ft por 
un armazón pequeño, el cual consta de dos elementos como indica la figu
ra. Si el peso combinado por unidad de longitud de la tubería y su conteni
do es de 18.5 lb/ft, e ignorando el efecto de la fricción, determine las fuer
zas internas en el punto K.

a )  b ) c)

Figura P7.21

7.21 y 7.22 Una fuerza P se aplica a una barra doblada, la cual se sos
tiene mediante un rodillo y un apoyo de pasador. Para cada uno de los tres 
casos mostrados en las figuras, determine las fuerzas internas en el punto /.

a) b) c)

Figura P7.22

7.23 y 7.24 Una barra de peso W y sección transversal uniforme es
tá doblada en forma de un cuarto de arco circular y se sostiene como indi
can las figuras. Determine el momento flector en el punto]  cuando 0 = 30°.



7.25 Para la barra del problema 7.23, determine la localización y mag
nitud del momento flector máximo.
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7.26 Para la barra del problema 7.24, determine la localización y mag
nitud del momento flector máximo.

7.27 U na barra de peso VV y sección transversal uniforme está dobla
da en forma de arco circular de radio r como indica la figura. Determine el 
momento flector en el punto J  cuando 8 = 30°.

7.28 Una barra de peso W y sección transversal uniforme está dobla
da en forma de arco circular de radio r como indica la figura. Determine el 
momento flector en el punto ]  cuando 8 = 120°.

VIGAS

*7.3. DIFERENTES TIPOS DE CARGAS Y APOYOS

Un elemento estructural diseñado para soportar cargas que sean apli
cadas en varios puntos a lo largo del elemento se conoce como viga. 
En la mayoría de los casos, las cargas son perpendiculares al eje de la 
viga y únicamente ocasionarán corte y flexión sobre ésta. Cuando las 
cargas no formen ángulo recto con la viga, también producirán fuerzas 
axiales en ella.

Por lo general, las vigas son barras prismáticas rectas y largas. El 
diseño de una vaga para que soporte de la manera más efectiva las car
gas aplicadas es un procedimiento que involucra dos partes: 1) deter
minar las fuerzas cortantes y los momentos flectores producidos por las 
cargas, y 2) seleccionar la sección transversal que resista de la mejor 
forma posible a las fuerzas cortantes y a los momentos flectores que se 
determinaron en la primera parte. Aquí se estudiará la primera parte 
del problema de diseñar vigas, la segunda parte corresponde al estu
dio de la mecánica de materiales.

Una viga puede estar sujeta a cargas concentradas P j, P2, . . .  , ex
presadas en newtons, libras o sus múltiplos, kilonewtons y ldlolibras (fi
gura 7.5a), a una carga distribuida w, expresada en N/m, kN/m, lb/ft o 
kips/ft (figura 7.5b), o a una combinación de ambas cargas. Cuando la 
carga w por unidad de longitud tiene un valor constante sobre una parte 
de la viga (como entre A y B en la figura 7.5b), se dice que la carga está 
uniformemente distribuida a lo largo de esa parte de la viga. La determi
nación de las reacciones en los apoyos se simplifica considerablemente 
si se reemplazan las cargas distribuidas por cargas concentradas equiva
lentes, como se explicó en la sección 5.8. Sin embargo, esta sustitución 
no debe llevarse a cabo o, por lo menos, se debe realizar con cuidado, 
cuando se calculan las fuerzas internas (vea el problema resuelto 7.3).

Las vigas se clasifican de acuerdo con la forma en que estén apo
yadas. En la figura 7.6 se muestran varios tipos de vigas que se usan 
con frecuencia. La distancia L  existente entre los apoyos recibe el nom
bre de claro. Se debe señalar que las reacciones se determinarán siem
pre y cuando los apoyos involucren únicamente tres incógnitas; de 
estar involucradas más de tres incógnitas, las reacciones serán estática
mente indeterminadas y los métodos de la estática no serán suficien
tes para determinarlas; bajo estas circunstancias, se deben tomar en 
consideración las propiedades de la viga relacionadas con su resisten-

C

Figura P7.27 y P7.28

a ) Cargas concentradas

b) Carga distribuida 

Figura 7.5
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Vigas
estáticamente
determinadas

a) Viga simplemente apoyada

A

b) Viga con voladizo c) Viga en voladizo

Vigas
estáticamente
indeterminadas

Figura 7.6
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d ) Viga continua
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Figura 7.7

Fotografía 7.2 L as fu erz a s  in ternas en  el p aso  
a  desnivel varían conform e el cam ión  lo cruza.

T  ............M
-A- W-

e) Viga fija en un extremo y 
simplemente apoyada en el otro

/) Viga fija

cia a la flexión. Aquí no se muestran vigas apoyadas en dos rodillos, las 
cuales están sólo parcialmente restringidas y se moverán bajo ciertas 
condiciones de carga.

Algunas veces dos o más vigas están conectadas por medio de ar
ticulaciones para formar una sola estructura continua. En la figura 7.7 
se muestran dos ejemplos de vigas articuladas en un punto H. Se de
be señalar que las reacciones en los apoyos involucran cuatro incógni
tas, las cuales no pueden determinarse a partir del diagrama de cuerpo 
libre del sistema constituido por dos vigas. Sin embargo, éstas pueden 
ser determinadas considerando por separado el diagrama de cuerpo li
bre para cada una de las vigas; aquí están involucradas seis incógnitas 
(incluyendo dos componentes de fuerza en la articulación) y están dis
ponibles seis ecuaciones de equilibrio.

*7.4. FUERZA CORTANTE Y MOMENTO FLECTOR EN UNA VIGA

Considere una viga AB que está sujeta a varias cargas concentradas y 
distribuidas (figura 7.8c). Se busca determinar la fuerza cortante y el 
momento flector en cualquier punto de la viga. Aunque en el ejemplo 
la viga está simplemente apoyada, el método se puede aplicar a cual
quier tipo de viga estáticamente determinada.

Primero se determinan las reacciones en A v e n  B seleccionandoJ
toda la viga como un cuerpo libre (figura 7.8b); si se escribe = 0 
y 2M B = 0 se obtienen, respectivamente, R/j v RA.

Para determinar las fuerzas internas en C, se corta la viga en C y se 
dibujan los diagramas de cuerpo libre correspondientes a las partes AC 
y CB de la viga (figura 7.8c). Con el diagrama de cuerpo libre para la 
parte AC, se puede determinar la fuerza cortante V en C igualando a 
cero la suma de las componentes verticales de todas las fuerzas que 
actúan sobre AC. En forma similar se puede encontrar el momento 
flector M en C igualando a cero la suma de los momentos con respecto 
a C de todas las fuerzas y todos los pares que actúan sobre AC. Sin em
bargo, otra alternativa sería utilizar el diagrama de cuerpo libre para la 
parte C B f y determinar la fuerza cortante V' y el momento flector M' 
igualando a cero la suma de las componentes verticales y la suma de los 
momentos con respecto a C de todas las fuerzas y todos los pares que 
actúan sobre CB. A pesar de que la selección del cuerpo libre que se usa-

* La fuerza y el par que representan las fuerzas internas que actúan sobre CB ahora serán 
representadas con V’ y M \ en lugar de representarlas con —V y - M  como se había he
cho anteriormente, con el fin de evitar confusiones cuando se aplique la convención de sig
nos que se va a presentar más adelante en esta sección.
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en una viga
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b)

rá puede facilitar el cálculo de los valores numéricos de la fuerza cortan
te y el momento flector, hace que sea necesario indicar sobre qué parte 
de la viga están actuando las fuerzas internas consideradas. Por tanto, si 
se van a calcular y a registrar con eficiencia los valores de la fuerza cor
tante y del momento flector en todos los puntos de la viga, se debe en
contrar una forma que permita evitar la especificación cada vez de la 
porción de la viga que se utilizó como el cuerpo libre. Para lograr esto, 
se adoptarán las siguientes convenciones:

Al determinar la fuerza cortante en una viga, siempre se supondrá 
que las fuerzas internas V y V' están dirigidas como se muestra en la fi
gura 7.8c. Cuando se obtiene un valor positivo para su magnitud común 
V. esto indica que la suposición hecha fue correcta y que en realidad las 
fuerzas cortantes están dirigidas de la fonna que se muestra en la figu
ra. Cuando se obtiene un valor negativo para V, esto indica que la supo
sición hecha fue incorrecta y que las fuerzas cortantes están dirigidas en 
el sentido opuesto. Por tanto, para definir completamente las fuerzas 
cortantes en un punto dado de la vaga sólo se necesita registrar la mag
nitud V con un signo positivo o negativo. Por lo general, se hace refe
rencia al escalar V como la fuerza cortante en un punto dado de la vaga.

En forma similar, siempre se supondrá que los pares internos M y 
M' están dirigidos como se muestra en la figura 7.8c. Cuando se ob
tiene un valor positivo para su magnitud M, a la cual se hace referen
cia comúnmente como el momento flector, esto indicará que la supo
sición hecha fue correcta mientras que un valor negativo indicará que 
la suposición fue incorrecta. En resumen, con la convención de signos 
que se acaba de presentar se establece lo siguiente:

Se dice que la fuerza cortante V y que el momento flector M en un 
punto dado de una viga son positivos cuando las fuerzas y los pares in
ternos que actúan sobre cada parte de la viga están dirigidos como se 
muestra en la figura 7.9a.

Estas convenciones son más fáciles de recordar si se observa que:

a) Fuerzas internas en la sección 
(fuerza cortante positiva y momento flector positivo)

b) Efecto de las fuerzas externas 
(fuerza cortante positiva)

1. La fuerza cortante en C es positiva cuando las fuerzas exter- c) Efecto de las fuerzas externas
ñas (las cargas y las reacciones) que actúan sobre la viga tien- (momento flector positivo)

den a cortar a lo largo en C como se indica en la figura 7.9b. Figura 7.9
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2. El momento flector en C es positivo cuando las fuerzas exter
nas que actúan sobre la viga tienden aflexionar a la viga, como 
se indica en la figura 7.9c.

También puede ser útil señalar que la situación descrita en la figu
ra 7.9, en la cual los valores de la fuerza cortante y del momento flec
tor son positivos, es precisamente la situación que ocurre en la mitad 
izquierda de una viga apoyada que soporta una sola carga concentrada 
que actúa en su punto medio. Este ejemplo en particular se presenta 
completo en la siguiente sección.

*7.5. DIAGRAMAS DE FUERZA CORTANTE
Y DE MOMENTO FLECTOR

Ahora que se han definido claramente la fuerza cortante y el momento 
flector en lo referente a su magnitud y a su sentido, se pueden registrar 
sus valores en cualquier punto de una viga graficando dichos valores con
tra la distancia x medida desde un extremo de la viga. Las gráficas que 
se obtienen de esta manera reciben el nombre de diagrama de fuerza  
cortante y diagrarna de momento flector, respectivamente. Como ejem
plo, considere una viga apoyada AB que tiene un claro L y que está so
metida a una sola carga concentrada P que actúa en su punto medio D 
(figura 7.10a). Primero se determinan las reacciones en los apoyos a par
tir del diagrama de cuerpo libre para la viga completa (figura 7.10¿>); de 
esta forma, se encuentra que la magnitud de cada reacción es igual a P /2.

Después se corta la viga en un punto C localizado entre A y  D y se 
dibujan los diagramas de cuerpo libre para las partes AC y CB (figura 
7.10c). Si la fuerza cortante y el momento flector son positivos, se diri
gen las fuerzas internas V y V' y los pares internos M y M' como se in
dica en la figura 7.9a. Si se considera el cuerpo libre AC y se escribe que 
la suma de las componentes verticales y la suma de los momentos con 
respecto a C de todas las fuerzas que actúan sobre el cuerpo libre son 
iguales a cero, se encuentra que V7 = + P f 2 y M = +Px/2. Por tanto, la 
fuerza cortante y el momento flector son positivos; lo anterior se puede 
corroborar observando que la reacción en A tiende a cortar y a flexionar 
la viga en C de la forma mostrada en la figura 7.9b y c. Se puede grafi
car V y Ai entre A y  D  (figura 7.10c y/); la fuerza cortante tiene un va
lor constante V = P /2, mientras que el momento flector aumenta lineal
mente desde M = 0 en x = 0 hasta M = PL/4  en x = L /2 .

Ahora, si se corta la viga en un punto E localizado entre D v B y se con
sidera el cuerpo libre EB (figura 7.10d), se escribe que la suma de las com
ponentes verticales y la suma de los momentos con respecto a £  de las fuer
zas que actúan sobre el cuerpo libre son iguales a cero. De esta forma se 
obtiene V = —P/2 y M = P(L — x)/2. Por tanto, la fuerza cortante es ne
gativa y el momento flector es positivo; lo anterior se puede corroborar ob
servando que la reacción en tí flexiona la viga en E de la forma indicada en 
la figura 7.9c pero tiende a cortarla de manera opuesta a la mostrada en la 
figura 7.9b. Ahora se pueden completar los diagramas de fuerza cortante y 
momento flector de la figura 7. lQe y fl la fuerza cortante tiene un valor cons
tante V = —P/2 entre D y B, mientras que el momento flector decrece li
nealmente desde M = PL/4 en x = L/2 hasta M = 0 en x = L.

Es necesario señalar que cuando una viga sólo está sometida a car
gas concentradas, la fuerza cortante tiene un valor constante entre las 
cargas y el momento flector varía linealmente entre éstas, pero cuando 
una viga está sometida a cargas distribuidas, la fuerza cortante y el mo
mento flector varían en forma diferente (véase problema resuelto 7.3).
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PRO BLEM A RESUELTO 7.2

Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento flector para la viga y las 
condiciones de carga que se muestran en la figura.

i¡mm
•$8b"s:

9 1

20 kN

20 kN

20 kN

20 kN

20 k\' I

20 kN 1

20 kN

" -5 0  kN-m

SOLUCION

Cuerpo libre: viga completa. A partir del diagrama de cuerpo libre 
para toda la viga se encuentran las reacciones en B y en D:

Rb = 46 kN | Rd = 14 kN \

Fuerza cortante y momento flector. Primero se determinan las fuer
zas internas justo a la derecha de la carga de 20 kN aplicada en A. Con
siderando la porción de la viga que está a la izquierda de la sección 1 como 
un cuerpo libre y suponiendo que V y Ai son positivos (de acuerdo con la 
convención estándar), se escribe

+T2F, = 0: 
+"¡2M, = 0:

-2 0  kN -  Vi = 0 
(20 kN)(0 m) + Mi = 0

V, = -2 0  kN 
Mi = 0

Después, se considera como un cuerpo libre a la porción de la viga ubi
cada a la izquierda de la sección 2 y se escribe

+ T2F, = 0: 
+’]1M2 = 0:

-2 0  kN -  V2 = 0 
(20 kN){2.5 m) + M2 = 0

V2 = -2 0  kN 
M2 = -5 0  kN • in

V3 = +26 kN 
V4 = +26 kN 
Vs = -1 4  kN 
V6 = -1 4  kN

M3 = -5 0  kN • m 
M4 = +28 kN • m 
M5 = +28 kN • m 
Mfi = 0

+ T2Fy = 0: 
+’]1M4 = 0:

V4 -  40 kN + 14 kN = 0 
-M 4 + (14 kN)(2 m) = 0

ose
m

i
mm

ri t«6»

De fonna similar, se determinan la fuerza cortante y el momento flec
tor en las secciones 3, 4, 5 y 6 a partir de los diagramas de cuerpo libre 
mostrados en la figura. Así, se obtiene

I
¡L

Ü ¡

m

Para varias de las secciones anteriores, los resultados se obtienen más fácil
mente si se considera como un cuerpo libre la parte de la viga que está a la 
derecha de la sección de interés. Por ejemplo, considerando la porción de 
la viga que está a la derecha de la sección 4, se escribe

V4 = +26 kN 
M4 = +28 kN • m

Diagramas de fuerza cortante y de momento flector. Ahora se 
pueden graficar los seis puntos mostrados en los diagramas de fuerza cortan
te y de momento flector. Como se señaló en la sección 7.5, la fuerza cortan
te tiene un valor constante y el momento flector varía linealmente entre car
gas concentradas; por tanto, se obtienen los diagramas de fuerza cortante y 
momento flector que se muestra en el diagrama.
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PRO BLEM A RESUELTO 7.3

Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento flector para la viga AB. 
La carga distribuida de 40 lb/in. so extiende sobre 12 in. de la viga, desde A 
hasta C, y la carga de 400 lb se aplica en E.

I

Cuerpo libre: viga completa. Se determinan las reacciones consi
derando la viga completa como un cuerpo libre.

B„(32 in.) -  (480 lb)(6 in.) -  (400 lb)(22 in.) = 0
B,, = 365 lb tBy = +365 Ib

(480 lb)(26 in.) + {400 lb)(10 in.) -  A(32 in.) = 0 
A = +515 lb A = 515 lb t
Bx = 0 B, = 0

Ahora, la carga de 400 lb se reemplaza por un sistema equivalente fuerza- 
par que actúa sobre la viga en el punto D.

Fuerza cortante y momento flector. Desde A hasta C. Se deter
minan las fuerzas internas a una distancia x a partir del punto A consideran
do la parte de la viga que está a la izquierda de la sección 7. La parte de la 
carga distribuida que actúa sobre el cuerpo libre se reemplaza por su resul
tante y so escribe

+ tX Fv = 0: 515 -  40% -  V = 0 
+"¡2M| = 0: —515c + 40x(|x) + M = 0

V =.515 -  40x 
M = 515* -  20x2

Como el diagrama de cuerpo libre mostrado puede utilizarse para todos los 
valores de x menores que 12 in., las expresiones obtenidas para V v M son 
válidas a lo largo de la región 0 < x <  12 in.

Desde C hasta D. Considerando la parte de la viga que está a la 
izquierda de la sección 2 y reemplazando nuevamente la carga distribuida 
por su resultante, se obtiene

-*-t SF,, = 0: 515 -  480 -  V = 0 V = 35 Ib
+ 1SM2 = 0: — 515.v + 480(.r -  6) + M = 0 M = (2 880 + 35*) lb • in.

Estas expresiones son válidas en la región 12 in. < % < 18 in.

Desde D hasta B. Con la porción de la viga que está a la izquierda 
de la sección 3, se obtienen los siguientes resultados para la región 18 in. < 
x < 3 2  in.

+ 1 XFy = 0: 515 -  480 -  4 0 0 - V = 0 V = -365 lb 
+ ", 2M., = 0: —515* + 480(.t -  6) -  1 600 + 400(x -  18) + M = 0

M = (11 680 -  365*) lb • in.

Diagramas de fuerza cortante y de momento flector. Ahora se 
pueden graficar los diagramas de fuerza cortante y de momento flector para 
toda la viga. Se observa que ol par que está aplicado en D cuyo momento es 
igual a 1 600 lb • in. introduce una discontinuidad en el diagrama de mo
mento flector.



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En esta lección se aprendió a determinar la fuerza cortante V y  el momento flector  
M en cualquier punto de una viga. También se aprendió a dibujar el diagranm de  
fuerza cortante y el diagrama de momento flector  para la viga graficando, respecti
vamente, V y M contra la distancia x medida a lo largo de la viga.

A. D eterm in ación  d e  la  fu e rz a  cortan te y  e l m om ento f l e c t o r  en  una viga. 
Para determinar la fuerza cortante V y el momento ñector M en un punto dado C 
de una viga, se deben seguir los siguientes pasos.

1. D ibu jar un d iagram a d e  cu erp o  lib re  p a ra  la  viga com p leta  y utilizarlo 
para determinar las reacciones en los apoyos de la viga.

2. C ortar  la  viga en  e l  punto C y, con las cargas originales, seleccionar una de 
las dos porciones de la viga que se han obtenido.

3. D ibu jar  e l d iagram a d e  cu erp o  lib re  d e  la  p orc ión  d e  la  viga qu e se  haya  
se lecc ion ad o , mostrando:

a)  Tm s  cargas y  las reacc ion es  ejercidas sobre esa parte de la viga, reem
plazando cada una de las cargas distribuidas por una carga concentrada equivalente, 
como se explicó en la sección 5.8.

b) I m fu erz a  cortan te y e l  p a r  f l e c t o r  q u e  represen tan  las fu erz a s  in ter
nas en  C. Para facilitar el registro de la fuerza cortante V y del momento Héctor 
M después que éstos han sido determinados, se debe seguir la convención indica
da en las figuras 7.8 y 7.9. Por tanto, si se usa la parte de la viga ubicada a la iz
quierda de C, se aplica en C una fuerza cortante V dirigida hacia abajo y un par  
flector  M dirigido en un .sentido contrario al movimiento de las manecillas del re
loj. Si se está utilizando la porción de la viga ubicada a la derecha de  C, se aplica 
en C una fuerza cortante V' dirigida horda arriba y un p ar flector  M' dirigido en 
el sentido del movimiento de las manecillas del reloj [problema resuelto 7.2].

4. E scr ib ir  las ecu ac ion es  d e  eq u ilib r io  p a ra  la  p orc ión  de la  viga qu e se 
ha se lecc ion ad o . Se resuelve la ecuación = 0 para V y la ecuación 2M C; = 0 
para M.

5. R egistrar los v a lores d e  V y M con  e l signo ob ten id o  p ara  ca d a  uno d e  
éstos. Un signo positivo para V significa que las fuerzas cortantes en C  sobre cada 
una de las dos porciones de la viga están dirigidas como se muestra en las figuras
7.8 y 7.9; un signo negativo significa que las fuerzas cortantes tienen un sentido 
opuesto. En forma similar, un signo positivo para M significa que los pares Hécto
res eri C  están dirigidos como se muestra en las figuras y un signo negativo signi
fica que los pares flectores tienen un sentido opuesto. Además, un signo positivo 
para M significa que la concavidad de la viga en el punto C está dirigida hacia arri
ba mientras que un signo negativo significa que dicha concavidad está dirigida ha
cia abajo.

(continúa)



B. D ibu jo  d e  los d iagram as d e  fu erz a  cortan te y d e  m om ento f l e c t o r  p ara  
una viga. Estos diagramas se obtienen al graficar, respectivamente, V y M contra 
la distancia x medida a lo largo de la viga. Sin embargo, en la mayoría de los casos 
sólo se necesita calcular los valores de V y M en unos cuantos puntos.

1. Para una viga q u e  sop orta  únicam ente carg as con cen trad as , se observa 
que [problema resuelto 7.2]:

a) E l d iagram a d e  fu e rz a  cortan te consiste en  segm entos d e  líneas h o r i
zontales. Por tanto, para dibujar el diagrama de fuerza cortante de la viga sólo se 
necesitará calcular el valor de V justo a la izquierda o justo a la derecha de los pun
tos donde se aplican las cargas o las reacciones.

b) E l d iagram a d e m om ento f l e c t o r  con siste  d e  segm entos d e  líneas r ec 
tas ob licu as . Por tanto, para dibujar el diagrama de momento flector de la viga só
lo se necesitará calcular el valor de M en los puntos donde se aplican las cargas o 
las reacciones.

2. P ara una v iga (¡ue sop orta  cargas u n iform em ente d istribu idas, es nece
sario señalar {problema resuelto 7.3] que bajo cada una de las cargas distribuidas 
se tiene lo siguiente:

a) E l d iagram a d e  fu e r z a  consiste d e  un segm ento d e  una lín ea  recta  
ob licu a . Por tanto, sólo se necesita calcular el valor de V donde empieza y termina 
la carga distribuida.

b ) E l d iagram a d e  m om en to f l e c t o r  consiste d e un a rco  d e p a rá b o la .  En
la mayoría de los casos sólo se necesita calcular el valor de M donde empieza y ter
mina la carga distribuida.

3. P ara una viga con  una carg a  m ás com p licad a , es necesario considerar el 
diagrama de cuerpo libre de una porción de la viga de longitud arbitraria x y de
terminar V y M como funciones de x. Es posible que se tenga que repetir este pro
cedimiento varias veces puesto que por lo general V y M están representadas con 
diferentes funciones en distintas partes de la viga [problema resuelto 7.3].

4. C uando se ap lica  un p a r  a una v iga , la fuerza cortante tiene el mismo va
lor en ambos lados del punto de aplicación del par pero en el diagrama de momen
to flector presentará una discontinuidad en dicho punto, incrementándose o dismi
nuyendo en una cantidad igual a la magnitud del par. Observe que un par se puede 
aplicar directamente a la viga o puede resultar a partir de la aplicación de una car
ga sobre un elemento curvo que está unido rígidamente a la viga [problema resuel
to 7.3].



Problemas

7.29 a 7.32 Para la viga y las cargas mostradas en las figuras, a) trace 
los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine los valo
res absolutos máximos de la fuer/a cortante v del momento flector.

í
u s i s e

(-•-U------ 2a ------ 1.5a

Figura P7.32

7.33 y 7.34 Para la viga y las cargas mostradas en las figuras, a) trace 
los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine los va
lores absolutos máximos de la fuerza cortante v del momento flector.

1 kip

i:
kips 

D E

4 fe ¡ ¡É
2 kips

3.6 ft 3 ft 3 ft 3.6 ft
Figura P7.33

10 kips 8 kip: 4 kips

1.8 ft 2.7 ft 
Figura P7.34

0.54 kN

2(X) mtn *- 

Figura P7.35

1.35 kN 0.54 kN

' C J ■  I
t

500  mm 400  mm
-3 0 0  min

7.35 y 7.36 Para la viga y las cargas mostradas en las figuras, a) trace 
los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b ) determine los va
lores absolutos máximos de la fuerza cortante v del momento flector.

1.8 kN/m

0.5  m

Figura P7.38

7.37 y 7.38 Para la viga y las cargas mostradas en las figuras, a) trace 
los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, h) determine los va
lores absolutos máximos de la fuerza cortante y del momento (lector.
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372 Fuerzas en vigas y cables 7.39 y 7.40 Para la viga v las cargas mostradas en las figuras, a) trace
los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine los va
lores absolutos máximos de la fuerza cortante y del momento flector.

Figura P7.40

12 kN /i 12 kN /rn

Figura P7.41

|-10 in.-*-

Figura P7.39

l b / i n12 lb/in.

Figura P7.47

Figura P7.45 Figura P7.46

7.47 Dos pequeñas secciones de ángulo, CE y DF, se atornillan a la 
viga uniforme AB con peso de 900 lb, y el elemento estructural se sostiene 

A temporalmente por medio de los cables verticales EC y FH como indica la 
figura. Una segunda viga que descansa sobre la viga AB en I ejerce una fuerza 
hacia abajo de 810 lb sobre AB. Si a = 0.9 ft y sin tomar en cuenta el peso 
de las secciones de ángulo, a) trace los diagramas de fuerza cortante y de 
momento flector para la viga AB, h) determine los valores absolutos máxi
mos de la fuerza cortante y del momento flector en la viga.

■'3 k.Vm 7.41 y 7.42 Si se supone que la reacción del suelo sobre la viga AB 
que muestra cada figura está dirigida hacia arriba y es uniformemente dis
tribuida, a) trace los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, 
h) determine los valores absolutos máximos de la fuerza cortante y del mo
mento flector.

7.43 Si se supone que la reacción del suelo sobre la viga AB que mues
tra la figura está dirigida hacia arriba y es uniformemente distribuida, a) tra
ce los diagramas de fuerza cortante y do momento flector, b) determine los 
valores absolutos máximos de la fuerza cortante y del momento flector.

7.44 Si la reacción del suelo sobre la viga AB que muestra la figura 
está dirigida hacia arriba y es uniformemente distribuida, ya = 0.3 m, a) tra
ce los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b ) determine los 
valores absolutos máximos de la fuerza cortante v del momento flector.

Figura P7.42

Figura P7.43

Figura P7.44

7.45 y 7.46 Trace los diagramas de fuerza cortante y de momento flec
tor para la viga AB, y determine los valores absolutos máximos de la fuerza 
cortante y del momento flector.

7.48 Resuelva el problema 7.47 para a = 1.8 ft.



7.49 Trace los diagramas de fuerza cortante y de momento flector para 
la viga AB, y determine los valores absolutos máximos de la fuerza cortante 
y del momento flector.

Problemas 373

Figura P7.49

7.50 Sin tomar en cuenta el tamaño de la polea colocada en G, a) tra
ce los diagramas de fuerza cortante y de momento flector para la viga AB 
que muestra la figura, b) determine los valores absolutos máximos de la fuer
za cortante y del momento flector.

7.51 Para la viga del problema 7.44, determine a) la distancia a para 
la cual el valor absoluto máximo del momento flector en la viga sea mínimo,
b) el valor correspondiente de |Aí|máx. (Sugerencia: Trace el diagrama de mo
mento flector e iguale los valores absolutos máximos positivos y negativos que 
se obtengan en el diagrama.)

7.52 Para el elemento estructural del problema 7.47, determine a) la 
distancia a para la cual el valor absoluto máximo del momento flector en la 
viga AB sea mínimo, b) el valor correspondiente de|M|máx. (Vea la sugeren
cia del problema 7.51.)

7.53 Para la viga que muestra la figura, determine a ) la magnitud de 
P cuyo valor máximo del momento flector sea mínimo, b ) el valor correspon
diente de |M|mfa. (Vea la sugerencia del problema 7.51.)

7.54 Para la viga y las cargas mostradas, determine a) la distancia a 
para la cual el valor absoluto máximo del momento flector en la viga sea mí
nimo, b ) el valor correspondiente de|M|míix. (Vea la sugerencia del problema 
7.51.)

¡ 4 kN 16 k.N

rc 1w
'

$5i}
1

[«—0.75 m—*--*----- 1 m----- - 1 a ■

H kN

16 in. 24 in.

1 500 N

% E

1.25 m 1.2 m 1.2 ni 1.25 m

[*■
]B

Figura P7.53

Figura P7.54

7.55 Si P = Q = 500 lb, determine a) la distancia a para la cual el valor 
absoluto máximo del momento flector en la viga AB que muestra la figura 
sea mínimo, b) el valor correspondiente de |A/|miíx. (Vea la sugerencia del 
problema 7.51.)

7.56 Resuelva el problema 7.55 suponiendo que P = 250 lb y Q = 500
lb. Figura P7.55

1201b



374 Fuerzas en vigas y cables *7.57 Para reducir el momento flector de la viga en voladizo AB que
muestra la figura, se fijan de manera permanente un cable y un contrapeso en 
el extremo tí. Determine la magnitud del contrapeso para la cual el valor ab
soluto máximo del momento flector en la viga sea lo más pequeño posible, así 
como el valor correspondiente de |A/| tTláx. Considere a) el caso en que la car
ga distribuida se aplica permanentemente sobre la viga, b) el caso más gene
ral en que la carga distribuida puede aplicarse o removerse.

U'A.v

l
i
t
ti" jf;r

u _ 4?
r  2

ct "15 M + AM

V + AV

b )

*7.6. RELACIONES ENTRE CARGA, FUERZA CORTANTE 
Y MOMENTO FLECTOR

Si una viga sostiene más de dos o tres cargas concentradas, o cuando so
porta cargas distribuidas, es muy probable que el método para graficar 
las fuerzas cortantes y los momentos flectores descrito en la sección 7.5 
se vuelva muy laborioso. La elaboración del diagrama de fuerza cortan
te y, especialmente, la del diagrama de momento flector, se simplifica
rán en gran medida si se toman en consideración ciertas relaciones que 
existen entre la carga, la fuerza cortante y el momento flector.

Considérese una viga simplemente apoyada AB que soporta una 
carga distribuida w por unidad de longitud (figura 7.11a), y sean C y 
C  dos puntos sobre la viga separados por una distancia Ax entre sí. La 
fuerza cortante y el momento flector ubicados en C estarán represen
tados, respectivamente, con V y M, las cuales se supondrán positivas; 
la fuerza cortante y el momento flector localizados en C  serán repre
sentados mediante V + AV y M + AM.

Ahora se separa el tramo de viga C C  y se traza su diagrama de 
cuerpo libre (figura 7.1 \b). Las fuerzas ejercidas sobre el cuerpo libre 
incluyen una carga de magnitud w Ax y las fuerzas y los pares internos 
que actúan en C y C'. Como se ha supuesto que la fuerza cortante y 
el momento flector son positivos, las fuerzas y los pares estarán dirigi
dos en la forma indicada por la figura.

Relaciones entre carga y fuerza cortante. Se escribe que la 
suma de las componentes verticales de las fuerzas que actúan sobre el 
cuerpo libre C C  es igual a cero:

V -  (V + AV) -  w Ax = 0 
AV =  —w Ax

Al dividir ambos lados de la ecuación anterior entre Ax, y haciendo 
luego que Ax tienda a cero, se obtiene

dV
dx

-w (7.1)

Figura 7.11
La fórmula (7.1) indica que para una viga de la forma que muestra la 
figura 7.11a, la pendiente dV/dx de la curva de fuerza cortante es ne



gativa; además, el valor absoluto de la pendiente en cualquier punto es 
igual a la carga por unidad de longitud en dicho punto. Si se integra la 
ecuación (7.1) entre los puntos C y D, se obtiene

Vd -  Vc  =  -  f °w  dx (7.2)
c

VD ~  Vc — —(área bajo la curva de carga entre C y D) (7.2')

Obsérvese que también se pudo haber obtenido este resultado consi
derando el equilibrio de la porción CD de la vaga, puesto que el área 
bajo la curva de carga representa la carga total aplicada entre C y D .

Es necesario señalar que la ecuación (7.1) no es válida en un punto 
donde se aplica una carga concentrada; como se vio en la sección 7.5, 
la curva de fuerza cortante es discontinua en dicho punto. En fonna 
similar, las ecuaciones (7.2) y (7.2') dejan de ser válidas cuando se apli
can cargas concentradas entre C y D ,  puesto que dichas ecuaciones no 
toman en consideración el cambio brusco en la fuerza cortante oca
sionado por una carga concentrada. Por tanto, las ecuaciones (7.2) y 
(7.2') sólo se deben aplicar entre cargas concentradas sucesivas.

Relaciones entre la fuerza cortante y el momento flector. Re
gresando al diagrama de cuerpo libre de la figura 7.11¿>, ahora se escri
be que la suma de los momentos con respecto a C' es igual a cero y se 
obtiene

A x
(M + A M) — M — V Ax + w A x—̂~ =  0

A M = V Ax — \w( Ax)2

Si se dividen ambos lados de la ecuación anterior entre Ar y se hace 
que Ax tienda a cero, se obtiene

^  = V (7.3)
dx

La ecuación (7.3) indica que la pendiente dM/dx de la curva de mo
mento flector es igual al valor de la fuerza cortante. Esto es cierto en 
cualquier punto donde la fuerza cortante tenga un valor bien definido, 
es decir, en cualquier punto donde no se aplique una fuerza concen
trada. Además, la ecuación (7.3) también muestra que la fuerza cor
tante es igual a cero en aquellos puntos donde el momento flector es 
máximo. Esta propiedad facilita el cálculo de los puntos donde es más 
probable que la viga falle bajo flexión.

Si se integra la ecuación (7.3) entre los puntos C y i), se obtiene

Mo — Mc  — F ' v d x  (7.4)
c

Mp — Mc  — área bajo la curva de fuerza cortante entre C y D  (7.4'); •;] vi -̂ íi; ; }■»'?HVnlOfT i l-tV í t i u " .

Obsérvese que se debe considerar que el área bajo la curva de fuerza 
cortante es positiva en aquellos lugares donde la fuerza cortante es posi
tiva y que el área es negativa donde la fuerza cortante es negativa. Las 
ecuaciones (7.4) y (7.4') son válidas cuando se aplican cargas concen
tradas entre C y D , y siempre y cuando se haya dibujado correctamente 
la curva de fuerza cortante. Sin embargo, dichas fórmulas dejan de ser 
válidas si se aplica un par  en un punto localizado entre C y D ,  puesto 
que las fórmulas en cuestión no consideran el cambio brusco en el mo
mento flector ocasionado por un par (véase problema resuelto 7.7).



376 Fuerzas en vigas y cables

d)
Figura 7.12

Ejem plo. Considere una viga apoyada AB que tiene un claro L  y que so
porta nna carga distribuida de manera uniforme w (figura 7.12a). A partir del 
diagrama de cuerpo libre para toda la viga se determina la magnitud de las reac
ciones en los apoyos RÁ = Rfí - tvL/2 (figura 7.12b). Después, se dibuja el dia
grama de fuerza cortante. Cerca del extremo A de la viga, la fuerza cortante es 
igual a Ra, esto es, igual a wL/2, como puede corroborarse considerando una 
porción muy pequeña de la viga como un cuerpo libre. Entonces, utilizando la 
ecuación (7.2) se puede determinar la fuerza cortante V a cualquier distancia x 
a partir de A. Así se escribe

V — VA = — I iv dx = — wx 
o

V =  VA -  w x =  -  wx =  tv (^ - -  xj

En este sentido, la curva de fuerza cortante es una línea recta oblicua que cru
za el eje x en x = L/2 (figura 7.12c). Ahora considere el momento flector, 
primero se observa que MA = 0. Entonces, el valor M del momento flector a 
cualquier distancia x a partir de A se puede obtener a partir de la ecuación 
(7.4); así se tiene que

M -  Ma = í Vdx 
o

M = £  tv(^  -  xj dx = ' j { L x -  x2)

La curva de momento flector es una parábola. El máximo valor del momen
to flector ocurre cuando x = L/2, puesto que V (y por tanto, dM/dx) es igual 
a cero para dicho valor de x. Si se sustituye x = L/2 en la última ecuación, 
se obtiene M,Máx = wL2/H.

En la mayoría de las aplicaciones de ingeniería sólo se necesita co
nocer el valor del momento flector en unos cuantos puntos específicos. 
Una vez que se ha dibujado el diagrama de fuerza cortante y después de 
que se ha determinado el valor de M  en uno de los extremos de la viga, 
se puede obtener el valor del momento flector en cualquier punto, cal
culando el área bajo la curva de fuerza cortante y utilizando la ecuación 
(7.4'). Por ejemplo, como MA = 0 para la viga de la figura 7.12, el má
ximo valor del momento flector para la vaga se puede obtener midiendo 
el área del triángulo sombreado en el diagrama de fuerza cortante:

1 L  wL _  ivL2 
‘ ' >»** 2 ~2 2 8

En este ejemplo, la curva de carga es una línea recta horizontal, la cur
va de fuer/a cortante es una línea recta oblicua y la curva de momento flec
tor es una parábola. Si la curva de carga hubiera sido una línea recta obli
cua (polinomio de primer grado), la curva de fuerza cortante habría sido 
una parábola (polinomio de segundo grado) y la curva de momento flector 
hubiera sido cúbica (polinomio de tercer grado). Las curvas de fuerza cor
tante y momento flector siempre serán, respectivamente, uno y dos grados 
mayores que la curva de carga. Por tanto, una vez que se han calculado unos 
cuantos valores de la fuerza cortante v del momento flector, se deberán po
der bosquejar los diagramas de fuerza cortante y momento flector sin te
ner que determinar las funciones V(x) y M(x). Los bosquejos obtenidos 
serán más precisos si se hace uso del hecho de que en cualquier punto don
de las curvas son continuas, la pendiente de la curva de fuerza cortante es 
igual a — w y la pendiente de la curva de momento flector es igual a V.



PROBLEM A RESUELTO 7.4

Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento flector para la viga y las 
condiciones de carga mostradas en la figura.

B8Sa«SS¡3BIB

SOLUCION

Cuerpo libre: viga completa. Si se considera a toda la viga como un 
cuerpo libre, se determinan las reacciones:

+*&Ma = 0:
D(24 ft) — (20 ldps)(6 ft) — (12 kips)(14 ft) — (12 ldps)(28 ft) = 0

D = + 26 kips D = 26 kips T
+ t SF(/ = 0: A,t — 20 kips — 12 kips + 26 kips -  12 kips = 0

Av = +18 kips Ay = 18 kips j

También se debe señalar que tanto en A como en E el momento flector es 
igual a cero: por tanto, se obtienen dos puntos (indicados por medio de pe
queños círculos) del diagrama de momento flector.

Diagrama de fuerza cortante. Como dV/dx = ~w, se encuentra que 
la pendiente del diagrama de fuerza cortante es igual a cero (esto es, que la 
fuerza cortante es constante) entre cargas concentradas y reacciones. La fuer
za cortante en cualquier punto se determina dividiendo la viga en dos partes 
y considerando a cualquiera de dichas partes como un cuerpo libre. Por ejem
plo, utilizando la porción de la viga que está a la izquierda de la sección 1, se 
obtiene la fuerza cortante entre B y C:
+ f SFy = 0: +18 kips — 20 kips — V = 0 V = —2 kips

Además, también se encuentra que la fuerza cortante es igual a +12 kilolibras 
(kips) justo a la derecha del punto D y que la fuerza cortante es igual a cero en 
el extremo E. Como la pendiente dV/dx — —tv es constante entre D y F, el 
diagrama de fuerza cortante es una línea recta entre estos dos puntos.

Diagrama de momento flector. Se recuerda que el área bajo la cur
va de fuerza cortante entre dos puntos es igual al cambio en el momento 
flector entre esos mismos dos puntos. Por conveniencia, se calcula el área de 
cada porción del diagrama de fuerza cortante y se indica el valor obtenido 
en ese mismo diagrama. Gomo se sabe que el momento flector MA en el ex
tremo izquierdo es igual a cero, se escribe

Mb -  Ma = +108 Mb = +108 kips • ft
Mc -  Mb = -  16 Mc  = + 92 kips • ft
Mu -  Mc = - 140 Mp = -  48 kips • ft
Me -  MD = + 48 Mfc- = 0

Como se sabe que ME es igual a cero, se obtiene una comprobación de los 
cálculos realizados.

Entre las cargas concentradas y reacciones la fuerza cortante es cons
tante; por tanto, la pendiente dM/dx es constante y se dibuja el diagrama de 
momento flector conectando los puntos conocidos con líneas rectas. Entre 
D y £, donde el diagrama de fuerza cortante es una línea recta oblicua, el 
diagrama de momento flector es una parábola.

A partir de los diagramas para V y M se observa que Vmíx = 18 kips y 
= 108 kips • ft.

M i
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PRO BLEM A RESUELTO 7.5

Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento flector para la viga y las 
condiciones de carga mostradas en la figura y determine la ubicación y mag
nitud del momento flector máximo.

i

■!
58
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1

-á
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Cuerpo libre: viga completa. Si se considera toda la viga como un 
cuerpo libre, se obtienen las reacciones

R , = 80 kN t  Rc = 40 kN |

Diagrama de fuerza cortante. La fuerza cortante justo a la derecha 
del punto A es VA = +80 kN. Como el cambio en la fuerza cortante entre 
dos puntos es igual al negativo del área bajo la curva de carga entre los mis
mos dos puntos, se obtiene VH escribiendo

VB ~ V A = -(20  kN/m)(6 m) = -120 kN
VB = -120 + VA = -120  + 80 = -4 0  kN

Como la pendiente dV/dx = —w es constante entre A y B, el diagrama de 
fuerza cortante entre estos dos puntos está representado por una línea rec
ta. Entre B y C, el área bajo la curva de carga es igual a cero; por tanto,

Vc  -  VB = 0 Vc = VB = -4 0  kN 

y la fuerza cortante es constante entre B y C.

Diagrama de momento flector. Se observa que el momento flector 
en cada uno de los extremos de la viga es igual a cero. Para determinar el 
máximo momento flector se tiene que localizar la ubicación de la sección D 
de la viga donde V = 0. Así se escribe

VD -  VA = -w x  
0 -  80 kN = -(20  kN/m)x

y, resolviendo para x: x = 4 m 4
El máximo momento flector ocurre en el punto D donde se tiene que 

dM/dx = V = 0. Se calculan las áreas de las distintas porciones del diagrama 
de fuerza cortante y se indican los valores obtenidos (entre paréntesis) en ese 
mismo diagrama. Como el área del diagrama de fuerza cortante entre dos pun
tos es igual al cambio en el momento flector entre esos mismos dos puntos, se 
escribe

Md -  Ma = +160 kN • m 
Mb -  Md = -  40 kN • m 
Mc -  Mb = -120  kN • m

Mn = +160 kN 
Mb = +120 kN 
Mc  = 0

m
m

El diagrama de momento flector consta de un arco de parábola seguido por 
un segmento de línea recta; la pendiente de la parábola en A es igual al valor 
de V en dicho punto.

El máximo momento flector es igual a

= +160 kN • in <

Ü
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PRO BLEM A RESUELTO 7.6

Elabore los diagramas de fuerza cortante y de momento flector para la viga 
en voladizo que se muestra en la figura.

SOLUCION

Diagrama de fuerza cortante. Se encuentra que en el extremo libre 
de la viga VA = 0. Por otra parte, entre A y B, el área bajo la curva de carga 
es igual a ^Wod. Con la información anterior, se encuentra el valor de Vg es
cribiendo

VB -  VA = -  2W0a Vs = ' 2

Entre B y C, la viga no soporta ninguna carga externa; por tanto Vc = Vfí. 
En A, se tiene que w = w0, y de acuerdo con la ecuación (7.1), la pendien
te de la cun a de fuerza cortante está dada por dV/dx = ~w0, mientras que 
en B la pendiente es dV/dx = 0. Entre A y B, la carga decrece linealmente 
y el diagrama de fuerza cortante es parabólico. Entre B y C, w = 0 y el dia
grama de fuerza cortante es una línea horizontal.

Diagrama de momento flector. Se observa que en el extremo libre de 
la viga Ma = 0. Se calcula el área bajo la curva de fuerza cortante y se escribe

Mb
Mc

Ma = I 2-jw 0a
Mb = -\u>0a(L -  a) 
Mc = — — u)

Mu — 3W0O2

El bosquejo del diagrama de momento flector se completa recordando que 
dM/dx = V. Se encuentra que entre A y B el diagrama está representado por 
una curva cúbica con pendiente cero en A, y entre B y C está representado 
con una línea recta.

ÉÉ ■aas®

PRO BLEM A RESUELTO 7.7
I ^ P iS

Sobre la viga sencilla apoyada AC actúa un par de magnitud T que se aplica 
en el punto B. Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momento flector 
para la viga.

: 1 : Í -

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre: viga completa, 
como un cuerpo libre y se obtiene

Se toma toda la viga

T
R, =  r t Rc = r l

Diagramas de fue iva cortante y momento flector. La fuerza cor
tante en cualquier sección es constante e igual a T/L. Como el par está apli
cado en B, el diagrama de momento flector es discontinuo en dicho punto; 
así el momento flector decrece bruscamente en una cantidad igual a T.

l i l i
M i i
’m lm



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En esta lección se aprendió a utilizar las relaciones que existen entre la carga, la 
fuerza cortante v el momento flector para simplificar la tarea de dibujar los dia
gramas de fuerza cortante y momento flector. Estas relaciones son

dV
dx ~ W 

dx
V/j — Vc = —(área bajo la curva de carga entre C y D)

Mj} — Mc =  (área bajo la curva de fuerza cortante entre C y D)

Tomando en cuenta las relaciones anteriores, se puede utilizar el siguiente proce
dimiento para dibujar los diagramas de fuerza cortante y momento flector para una 
viga.

1. D ib u jar  un d iagram a d e  cu erp o  Ubre p a ra  toda la  viga  y utilizarlo para 
determinar las reacciones en sus apoyos.

2. D ibu jar  e l d iagram a d e  fu e r z a  corlan te . Al igual que en la lección anterior, 
esto se puede llevar a cabo cortando la viga en varios puntos y considerando el dia
grama de cuerpo libre de una de las partes de la vaga que se obtienen de esta for
ma [problema resuelto 7.3]. Sin embargo, se puede considerar uno de los siguien
tes procedimientos alternativos.

a) L a  fu e r z a  cortan te  V en  cu a lq u ier  punto d e  la  viga es igual a  la  sum a  
de las rea cc ion es ;/ d e  las cargas qu e se encuentran  a  la izqu ierda  d e  d ich o  
punto; una fuerza que actúa hacia arriba se considera como positiva y una fuerza 
que actúa hacia abajo se considera como negativa.

b) P ara  una viga qu e sop orta  una carg a  d istr ibu id a , se puede comenzar 
a partir de un punto donde se conoce el valor de V y utilizar consecutivamente la 
ecuación (7.2') para encontrar el valor de V en todos los demás puntos de interés.

3. D ibu jar  e l d iagram a d e  m om ento f l e c t o r  utilizando el siguiente procedi
miento.

a) Se ca lcu la  el á r e a  b a jo  ca d a  p orc ión  d e  la  cu rva d e  fu e r z a  cortan te, 
asignándole un signo positivo a las áreas localizadas por encima del eje x y un signo 
negativo a las áreas localizadas por debajo del eje x.

b) Se ap lica  con secu tivam en te la  ecu ac ión  (7.4') [problemas resueltos 7.4 
y 7.5], comenzando a partir del extremo izquierdo de la viga, donde M = 0 (excepto 
si en ese extremo se aplica un par o si la viga es una viga en voladizo con su ex
tremo izquierdo fijo).

c) Se debe tener cuidado de mostrar una discontinuidad en el diagrama de mo
mento flector en e l punto en  el qu e se ap lica  un p a r  so b r e  la  viga, incremen
tando el valor de M en dicho punto en una cantidad igual a la magnitud del par, si 
este último tiene un sentido a fav or  del novimiento de las manecillas del reloj o  dis
minuyendo el valor de M en una cantidad igual a la magnitud del par, si este úl

(7.1)

(7.3)

(7.2')
(7.4')



timo tiene un sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj [problema 
resuelto 7.7],

4. D eterm in ar la  u b icac ió n  y la  m agnitud d e  |A/|m„v. El máximo valor abso
luto del momento flector ocurre en uno de los dos puntos en los que dM /dx  = 0, 
esto es, de acuerdo con la ecuación (7.3), en un punto donde V es igual a cero o 
cambia de signo. Por tanto, se tiene que:

a) Se determ in a a  p art ir  d e l d iagram a d e  fu e rz a  co rtan te , e l v a lo r  d e  
|M| en  e l qu e  V ca m b ia  d e  signo; esto ocurrirá en los puntos donde actúan car
gas concentradas [problema resuelto 7.4],

b) Se determ inan  los puntos en los q u e  V =  0 y  los v a lores co rresp on 
d ien tes d e  |M|; esto ocurrirá bajo una carga distribuida. Para encontrar la distan
cia x entre el punto C, donde empieza la carga distribuida, y un punto £>, donde la 
fuerza cortante es igual a cero, se emplea la ecuación (7.2'); aquí, para Vc  se usa 
el valor conocido de la fuerza cortante en el punto C, para Vn se usa el valor de 
cero y  se expresa el área bajo la curva de carga como una función de x [problema 
resuelto 7.5].

5. L a  ca lid a d  d e  los d ibu jos  d e  los d iagram as se p u ed e  m ejo ra r  si se re
cuerda que, de acuerdo con las ecuaciones (7.1) y  (7.3), en cualquier punto dado, 
la pendiente de la curva V es igual a - w  y la pendiente de la curva M es igual a V. 
En particular, en los dibujos se deben mostrar claramente los puntos en los que la 
pendiente de las curvas es cero.

6'. P or ú ltim o, p a ra  vigas qu e soportan  una carg a  d istribu id a  qu e está  ex
p resad a  com o  m m  fu n c ió n  w(x), se debe recordar que la fuerza cortante V se 
puede obtener integrando la función —  t ü ( . r )  y  el momento flector M puede obte
nerse integrando V(x) [ecuaciones (7.3) y  (7.4)].
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Figura P7.64
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Figura P7.65

L20 N/m

7.58 Use el método de la sección 7.6 para resolver el problema 7.29.

7.59 Use el método de la sección 7.6 para resolver el problema 7.30.

7.60 Use el método de la sección 7.6 para resolver el problema 7.31.

7.61 Use el método de la sección 7.6 para resolver el problema 7.32.

7.62 Use el método de la sección 7.6 para resolver el problema 7.34.

7.63 Use el método de la sección 7.6 para resolver el problema 7.35.

7.64 y 7.65 Para la viga y las cargas mostradas en cada figura, a) trace 
los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b ) determine los va
lores absolutos máximos de la fuerza cortante y del momento flector.

7.66 Use el método de la sección 7.6 para resolver el problema 7.37.

7.67 Use el método de la sección 7.6 para resolver el problema 7.38.

7.68 Use el método de la sección 7.6 para resolver el problema 7.39.

7.69 Use el método de la sección 7.6 para resolver el problema 7.40.

7.70 y 7.71 Para la viga y las cargas mostradas en cada figura, a) trace 
los diagramas de fuerza cortante v de momento flector, b) determine los va
lores absolutos máximos de la fuerza cortante y del momento flector.

■-4.5 m-*-

Figura P7.71

2.5 kN/m

Figura P7.72

2 kN/m 4.5 kN/m

Figura P7.73

382

7.72 y 7.73 Para la viga y las cargas que se muestran en cada figura, 
a) trace los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine 
la magnitud y la ubicación del momento flector máximo.



7.74 Para la viga mostrada en la figura, trace los diagramas de fuerza 
cortante y de momento flector y determine el valor absoluto máximo del mo
mento flector sabiendo que a) P = 7 kips, b) P = 10 kips.

Problemas 383

Figura P7.74

7.75 Para la viga mostrada en la figura, trace los diagramas de fuerza 
cortante y de momento flector y determine la magnitud y la ubicación del 
valor absoluto máximo del moinento flector.

7.76 Para la viga y las cargas mostradas en la figura, «) trace los dia
gramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine la magnitud 
y la ubicación del valor absoluto máximo del momento flector.

800 lb/ft 

fTTTTTTTT
L600 Ib

R " m

-------- 9 ft---------►■*—6 ft—>-j
Figura P7.75

>— 2  m— i
20 kN/m

i—2 m—« 
20 k\/m

fe D JÍ  

—--------3  m--------- “ I*
24 k.\ • ni ^  
----- 3 m--------- ►

Figura P7.76

7.77 Resuelva el problema 7.76 suponiendo que el par de 24 kN • m 
se aplica en D en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

7.78 Para la viga AB mostrada en la figura, a) trace los diagramas de 
fuerza cortante y de momento flector, b ) determine la magnitud y la ubi
cación del valor absoluto máximo del momento flector.

7.79 Resuelva el problema 7.78 suponiendo que la fuerza de 2 kips 
aplicada en E está dirigida hacia arriba.



384 Fuerzas en vigas y cables 7.80 y 7.81 Para la viga v las cargas mostradas en cada figura, a) ob
tenga las ecuaciones de las curvas de la fuerza cortante y del momento flec
tor, b) trace los diagramas do fuerza cortante y de momento flector, c) de
termine la magnitud y la ubicación del momento flector máximo.

7.82 Para la viga mostrada en la figura, a) trace los diagramas de fuerza 
cortante y de momento flector, b) determine la magnitud y la ubicación del 
momento flector máximo. (Sugerencia: Obtenga las ecuaciones de las curvas 
de la fuerza cortante y del momento flector para el tramo CD de la viga.)

7.83 La acumulación de nieve produce una carga distribuida sobre la 
superficie, dicha carga puede aproximarse mediante la curva de carga cúbica 
mostrada por la figura. Obtenga las ecuaciones de las cunas de la fuerza cor
tante y del momento flector y determine el momento flector máximo.

Figura P7.83

4(K* N/m

- 6  m -

Q

►2 m—
Figura P7.86

*7.84 La viga AB mostrada en la figura se somete a una carga uni
formemente distribuida de 1 000 N/m y a dos fuerzas desconocidas P v Q. 
Si el cálculo experimental del valor del momento flector es de —395 N • m 
en A, y de —215 N ■ rn en C, a) determine P y Q, b) trace los diagramas de 
fuerza cortante y de momento flector para la viga.

*7.85 Resuelva el problema 7.84 suponiendo que la carga uniforme
mente distribuida de 1 000 N/m se extiende a lo largo de toda la viga AB.

*7.86 La viga AB mostrada en la figura se somete a una carga uni
formemente distribuida y a dos fuerzas desconocidas P y Q. Si el cálculo ex
perimental del valor del momento flector es de +2.7 kN • m C y +2.5 kN • 
m en D, cuando a = 2 m, a) determine P y Q, b) trace los diagramas de 
fuerza cortante y de momento flector para la viga.

*7.87 Resuelva el problema 7.86 cuando a = 1.35 m.



CABLES 7.7. Cables con cargas concentradas

Los cables se utilizan en muchas aplicaciones de ingeniería como puen
tes colgantes, líneas de transmisión, teleféricos, contravientos para to
rres altas, etc. Los cables pueden dividirse en dos categorías de acuer
do con las cargas (pie actúan sobre ellos: 1) cables que soportan cargas 
concentradas y 2) cables que soportan cargas distribuidas. En esta sec
ción se examinarán sólo los cables de la primera categoría.

Considere un cable unido a dos puntos fijos A y B que soporta n 
cargas concentradas verticales P t, Pg, . ..  , P„ (figura 7.13a). Se supone 
que el cable es flexible, esto es, que su resistencia a la flexión es pe
queña y se puede despreciar. Además, también se supone que el peso 
del cable es susceptible de ser ignorado en comparación con las cargas 
que soporta. Por tanto, cualquier porción del cable entre dos cargas con
secutivas se puede considerar como un elemento sujeto a dos fuerzas y, 
por consiguiente, las fuerzas internas en cualquier punto del cable se re
ducen a una fuerza de tensión dirigida a lo largo del cable.

Se supone que cada una de las cargas se encuentra en una linea ver
tical dada, esto es, que la distancia horizontal desde el apoyo A hasta ca
da una de las cargas es conocida; además, también se supone que se 
conocen las distancias horizontal y vertical entre los apoyos. Se busca 
determinar la forma del cable, esto es, la distancia vertical desde el apo
yo A hasta cada uno de los puntos CA, C<¿, .. . , C„. y también se desea 
encontrar la tensión T en cada uno de los segmentos del cable.

*7.7. CABLES CON CARGAS CONCENTRADAS

Fotografía 7.3 Como el peso del cable del 
transporte para esquiadores que se muestra en 
la foto es despreciable comparado con el peso 
de las sillas y los esquiadores, los métodos de 
esta sección pueden usarse para determinar la 
fuerza en cualquier punto del cable.

b)

Figura 7.13

Primero se dibuja un diagrama de cuerpo libre para todo el cable 
(figura 7.13b). Como la pendiente de las porciones del cable unidas en 
A y  B no se conoce, cada una de las reacciones en A y  B deben repre
sentarse con dos componentes. Por tanto, están involucradas cuatro in
cógnitas y las tres ecuaciones de equilibrio que se tienen disponibles 
no son suficientes para determinar las reacciones en A y fí.' De esta 
manera, se debe obtener una ecuación adicional considerando el equi
librio de una porción del cable. Lo anterior es posible si se conocen las 
coordenadas x y y de un punto D del cable. Dibujando el diagrama de

fEs obvio que el cable no es un cuerpo rígido; por tanto, las ecuaciones de equilibrio 
representan condiciones necesarias pero no suficientes (véase sección 6.11).
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h)

a)

Figura 7.13 (repetida)

cuerpo libre del segmento AD del cable (figura 7.14a) y escribiendo 
2M o  = 0, se obtiene una relación adicional entre las componentes es
calares Ax y Ay y se pueden determinar las reacciones en A y B. Sin 
embargo, el problema continuaría siendo indeterminado si no se cono
cieran las coordenadas de D, a menos que se proporcionara otra rela
ción entre Ax y Ay (o entre Bx y By). Como se indica por medio de las 
líneas discontinuas en la figura 7.13/?. el cable podría colgar en varias 
formas posibles.

Una vez que se han determinado Ax y AtJ se puede encontrar fá
cilmente la distancia vertical desde A hasta cualquier punto del cable. 
Por ejemplo, considerando el punto C2 se dibuja el diagrama de cuer
po libre de la porción AC2 del cable (figura 7 .\Ab). Si se escribe 2AÍC¡! =
0, se obtiene una ecuación que se puede resolver para i/2. Al escribir 
2 F r = 0 y 1 F y = 0 se obtienen las componentes de la fuerza T que re
presenta la tensión en la porción del cable que está a la derecha de C2. 
Se observa que T eos 0 = — Ax; por tanto, la componente horizontal de 
la fuerza de tensión siempre es la misma en cualquier punto del cable. 
Se concluye que la tensión T es máxima cuando eos 9 es mínimo, es
to es, en la porción del cable que tiene el mayor ángulo de inclinación 
9. Obviamente, dicha porción del cable debe ser adyacente a uno de 
los apoyos del cable.

b)
Figura 7.14

*7.8. CABLES CON CARGAS DISTRIBUIDAS

Considere un cable que está unido a dos puntos fijos A y B y que sopor
ta una carga distribuida (figura 7.15a). En la sección anterior se vio que 
para un cable que soporta cargas concentradas, la fuerza interna en cual
quier punto es una fuerza de tensión dirigida a lo largo del cable. En el 
caso de un cable que soporta una carga distribuida, éste cuelga toman
do la forma de una curva y la fuerza interna en el punto D es una fuer
za de tensión T  dirigida a lo largo de la tangente de la airva. En esta 
sección se aprenderá a determinar la tensión en cualquier punto de un 
cable que soporta una carga distribuida dada. En las secciones siguien
tes se determinará la forma que adopta el cable para dos tipos particu
lares de cargas distribuidas.

Considerando el caso más general de carga distribuida, se dibuja 
el diagrama de cuerpo libre de la porción del cable que se extiende 
desde el punto más bajo C hasta un punto D del cable (figura 7.15b). 
Las fuerzas que actúan sobre el cuerpo libre son la fuerza de tensión 
T0 en C, la cual es horizontal, la fuerza de tensión T  en D, la cual está
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w

Figura 7.15

dirigida a lo largo de la tangente al cable en D y la resultante W de la 
fuerza distribuida, soportada por la porción CD del cable. Si se dibuja 
el triángulo de fuerzas correspondiente (figura 7.15c), se obtienen las 
siguientes relaciones:

T cos 6 = T0 T sen 0 = W  (7.5)

/------------  W
T = W T l  + W2 tan 6 =  —  (7.6)

■* o

A partir de las relaciones (7.5), es evidente que la componente hori
zontal de la fuerza de tensión T  es la misma en cualquier punto y que 
la componente vertical de T  es igual a la magnitud W  de la carga me
dida a partir del punto más bajo. Las relaciones (7.6) muestran que la 
tensión T es mínima en el punto más bajo y máxima en uno de los dos 
puntos de apoyo.

*7.9. CABLE PARABÓLICO

Ahora suponga que el cable AB soporta una carga distribuida de ma
nera uniforme a lo largo de la horizontal (figura 7.16«). Se puede su
poner que los cables de los puentes colgantes están cargados de esta 
forma puesto que el peso del cable es pequeño en comparación con el 
peso de la calzada. La carga por unidad de longitud (medida en form a  
horizontal) se representa con w y se expresa en N/m o en lb/ft. Selec
cionando ejes coordenados con su origen en el punto más bajo C del 
cable, se encuentra que la magnitud W  de la carga total soportada por 
el segmento del cable que se extiende desde C hasta el punto D de 
coordenadas x y  y está dada por W  = wx. De esta forma, las relacio
nes (7.6) que definen la magnitud y la dirección de la fuerza en D, se 
convierten en

T = V T l  + w2x2
wx

tan 6 = —-
Ta

(7.7)

Además, la distancia desde D hasta la línea de acción de la resultante 
W es igual a la mitad de la distancia horizontal que hay desde C hasta 
D (figura 7.16fc). Si se suman momentos con respecto a D, se escribe

+T2M d = 0: wx -  -  T0y = 0

a)

Figura 7.16



388 Fuerzas en vigas y cables y, resolviendo para y, se obtiene

y
tvx
2T„

(7 .8)

a)

Figura 7.17

Ésta es la ecuación de una parábola  con un eje vertical y con su vérti
ce en el origen del sistema de coordenadas. Por tanto, la curva forma
da por cables que están cargados uniformemente a lo largo de la hori
zontal es una parábola. 1

Cuando los apoyos A y B del cable tienen la misma elevación, la 
distancia L  entre los apoyos se conoce como el claro del cable y la dis
tancia vertical h desde los apoyos hasta el punto más bajo se llama \afle
cha del cable (figura 7.17a). Si se conocen el claro y la flecha del cable 
y si la carga por unidad de longitud horizontal w está dada, se puede en
contrar la tensión mínima T0 sustituyendo x = L /2  y y = h en la ecua
ción (7.8). Entonces, las ecuaciones (7.7) proporcionarán la tensión y la 
pendiente en cualquier punto del cable y la ecuación (7.8) definirá la for
ma del cable.

Cuando los apoyos tienen elevaciones diferentes, no se conoce la po
sición del punto más bajo del cable y se deben determinar las coordena
das xA, y a y xb , y¡i de los apoyos. Con ese propósito, se expresa que las 
coordenadas de A v B satisfacen la ecuación (7.8) y que xH — xA = L  y 
y a ~ y a = d, donde L  v d  representan, respectivamente, las distancias 
horizontal y vertical entre los dos apoyos (figura 7.17/j y c).

La longitud del cable desde su punto más bajo C hasta su apoyo 
B se puede obtener a partir de la fórmula

SB - r fl  + ( 4 l )2 dx (7.9)

Si se obtiene la diferencial de la ecuación (7.8) se obtiene la derivada 
dy/dx — wx/T()\ si se sustituye este resultado en la ecuación (7.9) y se 
utiliza el teorema del binomio para expandir el radical en una serie in
finita, se obtiene

% -r 2 2 f xu
' 1 + dx = J

SB = Xg 1 +

1 +
2 2 W X 4 4 WX

J0
2 2 W XB

27o 8Tq
+ dx

4 4 w  XB
6Tq 40 Tf,

+

y, como wxb/2T 0 = yB,

sB =  xB ( S *\ *  _

3 ) 5 { XB )
7 . 10)

La serie converge para valores de la relación yB/xB menores que 0.5; 
en la mayoría de los casos, dicha relación es menor y sólo es necesario 
calcular los dos primeros términos de la serie.

Fotografía 7.4 En los puentes colgantes para 
cruzar ríos y estuarios la calzada está sostenida 
por cables. El puente Verazani-Narrows, el cual 
conecta Staten Island y Brooklin en la ciudad de 
Nueva York, tiene el claro más largo de todos los 
puentes en Estados Unidos.

fLos cables que cuelgan bajo la acción de su propio peso no están cargados uniforme
mente a lo largo de la horizontal v, por tanto, no forman una parábola. Sin embargo, cuan
do el cable está lo suficientemente tenso, el error que se comete al suponer una forma pa
rabólica para cables que cuelgan bajo la acción de su propio peso es pequeño. En la siguiente 
sección se presentará una exposición completa sobre este tipo de cables.
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1
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PR O B LEM A RESUELTO 7.8

El cable AE soporta tres cargas verticales en los puntos indicados. Si el pun
to C está a 5 ft por debajo del apoyo izquierdo, determine: a) la elevación de 
los puntos B y D, y h ) la pendiente máxima y la tensión máxima en el cable.

SOLUCIÓN

Reacciones en los apoyos. Las componentes de reacción AT y A„ se 
determinan de la siguiente forma:

Cuerpo libre: todo el cable

+*¡2M£ = 0:
Ar(20 ft) — A ,,(60 ft) + (6 kips)<40 ft) + (12 kips)(30 ft) + (4 kips)(15 ft) = 0 

20A, -  60A¡, + 660 = 0

Cuerpo Ubre: ABC

+ ')2MC = 0: —A,-(o ft) -  Ay(30 ft) -t- (6 kips)(10 ft) = 0 
-5A , -  30Ay + 60 = 0

Si se resuelven en forma simultánea las dos ecuaciones, se obtiene

Aj. = —18 kips 
Ay = +5 kips

Aj. = 18 kips < 
A,, = 5 kips t

-IS k ip s  

14.17 ft

a) Elevación de los puntos B y D.
Cuerpo libre: AB. Considerando la porción AB del cable como un 

cuerpo libre, se escribe

+ ,\'2MB = 0: (18 kips)t/fl — (5 kips)(20 ft) = 0
yB = 5.56 ft por debajo de A ^

Cuerpo libre: ABCD. Con el uso de la porción ABCD del cable como 
un cuerpo libre, se escribe

+"¡2MD = 0:
—(18 ldps)t/;j — (5 kips)(45 ft) + (6 kips)(25 ft) + (12 ldps)(15 ft) = 0

i/i) = 5.83 ft por encima de A A

b) Pendiente y tensión máximas. Se observa que la pendiente má-
5.83 ft xima ocurre en la porción DE. Como la componente horizontal de la tensión

es constante e igual a 18 kilolibras, se escribe

14.1'tan 9 = 

T  =x máx

15 ft 
_  18 kips 

cos 8

9 = 43.4°

4

im m m
•y-



PRO BLEM A RESUELTO 7.9

Un cable ligero está unido a un apoyo en A, pasa sobre una polea pequeña 
en B y soporta una carga P. Si se sabe que la flecha del cable es de 0.5 m y 
que la masa por unidad de longitud del cable es de 0.75 kg/m, determine:
a) la magnitud de la carga P, h) la pendiente del cable en B y c) la longitud 
total del cable desde A hasta B. Como la relación entre la flecha y el claro 
es pequeña, suponga que el cable es parabólico. Además, se ignora el peso 
del tramo del cable que va desde B hasta D.

< *

0 m 
YV = 14

~r
0.5 m 1

-̂10 III— X

.2 N

W  147.2 N

SOLUCION

a) Carga P. Se representa con C al punto más bajo del cable y se di
buja el diagrama de cuerpo libre correspondiente a la porción CB del cable. 
Suponiendo que la carga está uniformemente distribuida a lo largo de la ho
rizontal, se escribe

w = (0.75 kg/m)(9.81 m/s2) = 7.36 N/m

La carga total para el tramo CB del cable está dada por

W = wxB — (7.36 N/m)(20 m) = 147.2 N

y se aplica justo a la mitad entre C y B. Sumando momentos con respecto a
B, se escribe

+*¡2MB = 0: (147.2 N)(10 m) -  To(0.5 m) = 0 T0 = 2 944 N

A partir del triángulo de fuerzas se obtiene

Ts = V i? , + W2

I MH

= V (2 944 N)2 + (147.2 N)2 = 2 948 N 

Como la tensión en ambos lados de la polea es la misma, se encuentra que

P = Tk = 2 948 N <

b) Pendiente del cable en H. Además, a partir del triángulo de fuer
zas se obtiene que

W 147.2 N
" i w Ñ * 0" 5

9 = 2.9° <

j j p J l

c) Longitud del cable. Aplicando la ecuación (7.10) entre C y B, se 
escribe

se

=  (20 m)
I", 2 /0.5 m\2 
[ + 3 ( 20 m ) = 20.00833 m

La longitud del cable entre A y B es el doble de este valor,

Longitud = 2 sb  = 40.0167 m ^



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En los problemas propuestos correspondientes a esta sección se tendrán que apli
car las ecuaciones de equilibrio a cables que se encuentran en un plano vertical. Se 
supone que un cable no puede resistir flexión, por tanto, la fuerza de tensión en el 
cable siempre está dirigida a lo largo del mismo.

A. En la primera parte de esta lección se consideraron cables sujetos a car
gas concentradas. Como no se toma en cuenta el peso del cable, éste permane
ce recto entre las cargas.

La solución de un problema constará de los siguientes pasos:

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre para todo el cable mostrando las 
cargas y las componentes horizontal y vertical de la reacción en cada uno de los 
apoyos. Se usa este diagrama de cuerpo libre para escribir las ecuaciones de equi
librio correspondientes.

2. Se enfrentará una situación en la cual se tienen cuatro componentes des
conocidas y sólo se cuenta con tres ecuaciones de equilibrio (véase la figura 
7.13). Por tanto, se debe encontrar alguna información adicional, como la posición  
de un punto sobre el cable o la pendiente del cable en un punto dado.

3. Después de que se ha identificado el punto del cable donde existe infor
mación adicional, se corta el cable en dicho punto y se dibuja el diagrama de 
cuerpo libre correspondiente a una de las dos secciones del cable que se han ob
tenido de esta manera.

a) Si se conoce la posición del punto donde se lia cortado el cable, escri
biendo 2M  = 0 con respecto a dicho punto para el nuevo cuerpo libre, se obten
drá la ecuación adicional que se requiere para resolver las cuatro componentes des
conocidas de las reacciones [problema resuelto 7.8].

b) Si se conoce la pendiente de la porción del cable que se ha cortado, es
cribiendo 2 Fx = 0 y 1,Fy = 0 para el nuevo cuerpo Ubre, se obtendrán dos ecua
ciones de equilibrio que, junto con las tres ecuaciones originales, pueden resolver
se para las cuatro componentes de reacción y para la tensión del cable en el punto 
donde éste fue cortado.

4. Para encontrar la elevación en un punto dado del cable y la pendiente 
y la tensión en el mismo una vez que se han encontrado las reacciones en los apo
yos, se debe cortar el cable en dicho punto y dibujar un diagrama de cuerpo libre 
para una de las dos secciones que se han obtenido de esta manera. Si se escribe 
SM  = 0 con respecto al punto en cuestión se obtiene su elevación. Al escribir 2F< = 
0 y 2 F y = 0 se obtienen las componentes de la fuerza de tensión, a partir de las 
cuales se encuentra fácilmente la magnitud y la dirección de esta última.

(continúa)



5. P ara un c a b le  q u e  sop orta  só lo  carg as v ertica les , se observa que la com
ponente horizontal de la fuerza de tensión es la misma en cualquier punto. Se con
cluye que, para un cable como éste, la tensión máxima ocurre en la parte más in
clinada del cable.

tí. En la  segunda p arte  d e  esta  secc ión  se  con sid eraron  ca b le s  qu e sop or
tan una carg a  u niform em ente d istribu ida  a lo  largo  d e  la  horizontal. En este 
caso la forma del cable es parabólica.

La solución de un problema requerirá de uno o más de los siguientes conceptos:

1. Si se co lo ca  e l  origen  d e l sistem a d e  coord en ad as  en  e l  punto m ás b a jo  
d el c a b le  y se dirigen los ejes x y y, respectivamente, hacia la derecha y hacia arri
ba, se encuentra que la ecuación de la parábola  es

La tensión mínima en el cable ocurre en el origen, donde el cable es horizontal y 
la tensión máxima ocurre en el apoyo donde la pendiente es máxima.

2. Si los ap oy os  d e l c a b le  tienen  la  m ism a e lev ación , la flecha h  del cable es 
la distancia vertical desde el punto más bajo del cable hasta la línea horizontal que 
une a los dos apoyos. Para resolver un problema que involucra un cable parabóli
co de este tipo, se debe escribir la ecuación (7.8) para uno de los apoyos; dicha 
ecuación se puede resolver para una incógnita.

.3. Si los ap oy os d e l c a b le  tienen  e lev acion es  distintas, se deberá escribir la 
ecuación (7.8) para cada uno de los apoyos (véase la figura 7.17).

4. P ara en con trar  la  longitud  d e l c a b le  desde el punto más bajo hasta uno de 
los apoyos, se puede utilizar la ecuación (7.10). En la mayoría de los casos sólo se 
deberán calcular los dos primeros términos de la serie.

En el problema resuelto 7.9 se consideró un cable colgando bajo su propio peso. 
Se observa que, para los cables en tensión, sus pesos por unidad de longitud en la 
dirección horizontal son aproximadamente constantes. Esta fue la condición externa 
de carga de los cables analizados en la sección 7.9. Por tanto, si w se toma ahora 
como el peso por unidad de longitud de los cables, es posible aplicar los resultados 
obtenidos para este tipo de cargas externas al caso especial de cables en tensión col
gando bajo sus propios pesos.



Problemas

7.88 Para las dos cargas sostenidas por el cable ABCD como indica la 
figura, y sabiendo que dc  = 0.75 m, determine a) la distancia dB, b) las com
ponentes de la reacción en A, c) el valor máximo de la tensión en el cable.

7.89 Para las dos cargas sostenidas por el cable ABCD como indica la 
figura, y sabiendo que el valor máximo de la tensión en el cable es de 3.6 
kN, determine a) la distancia dB, b) la distancia dc .

7.90 El cable ABCDE soporta las tres cargas que muestra la figura. Si 
dc  = 12 ft, determine a) las componentes de la reacción en E, b) el valor 
máximo de la tensión en el cable.

7.91 El cable ABCDE soporta las tres cargas que muestra la figura. 
Determine la distancia dc si el valor máximo de la tensión en el cable es de 
5 kips.

7.92 El cable ABCDE soporta las tres cargas que muestra la figura. Si 
dc = 1.8 m, determine a) la reacción en E, b) las distancias d¡j y do.

7.93 El cable ABCDE soporta las tres cargas que muestra la figura. 
Determine a) la distancia dc  para la cual el tramo CD del cable permanece 
en posición horizontal, b ) las reacciones correspondientes en los apoyos.

7.94 Una tubería de petróleo está sostenida cada 6 ft mediante sus
pensores verticales fijados al cable como indica la figura. Debido al peso com
binado de la tubería y su contenido, cada suspensor experimenta una tensión 
de 4(X) Ib. Si dc  - 12 ft, determine a) la tensión máxima en el cable, b) la 
distancia dn.

7.95 Resuelva el problema 7.94 suponiendo que dc — 9 ft.

7.96 El cable ABC sostiene las dos cajas que muestra la figura. Si b = 9 
ft, determine a) la magnitud requerida de la fuerza horizontal P, b) la dis
tancia correspondiente a.

7.97 El cable ABC sostiene las dos cajas que muestra la figura. De
termine las distancias a y  b cuando se aplica una fuerza horizontal P de 25 
Ib de magnitud en C.

Figura P7.92 y P7.93

Figura P7.96 y P7.97

Figura P7.94
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Figura P7.98 y P7.99

7.98 Un cable ABCD se mantiene en la posición que indica la figura 
gracias a una fuerza P aplicada en B y a un bloque fijo puesto en C. Si la 
fuerza P tiene magnitud de 1.32 kN, determine a) la reacción en A, b) la ma
sa m requerida del bloque, c) la tensión en cada tramo del cable.

7.99 Un cable ABCD se mantiene en la posición que indica la figura 
gracias a una fuerza P aplicada en B y a un bloque fijo puesto en C. Si la 
masa m del bloque es de 150 kg, determine a) la reacción en D. b) la fuer
za P requerida, c) la tensión en cada tramo del cable.

7.100 Dos semáforos están suspendidos temporalmente del cable 
ABCDE. Si el semáforo ubicado en D tiene una masa de 34 kg, determine
a) la masa del semáforo localizado en C, b) la tensión requerida en el cable 
BF para mantener el sistema en la posición que indica la figura.

Figura P7.100 y P7.101

Figura P7.103

7.101 Dos semáforos se hallan suspendidos temporalmente del cable 
ABCDE. Si el semáforo ubicado en C tiene una masa de 55 kg, determine
a) la masa del semáforo localizado en D, b ) la tensión requerida en el cable 
BF para mantener el sistema en la posición que indica la figura.

7.102 Un alambre eléctrico que tiene masa por unidad de longitud de
0.6 kg/m está atado entre dos aisladores de la misma altura y separados por 
60 m. Si la flecha del alambre mide 1.5 m, determine a) la tensión máxima 
en el alambre, b) la longitud del alambre.

7.103 En la figura se muestran dos cables del mismo diámetro que se 
atan a la torre de transmisión en el punto B. Como la torre es delgada, la 
componente horizontal de la resultante de las fuerzas ejercidas por los ca
bles en B debe ser cero. Si la masa por unidad de longitud de los cables es 
de 0.4 kg/m, determine a) la flecha requerida /t, b ) la tensión máxima en ca
da cable.

7.104 Cada cable del puente Golden Cate sostiene una carga w =
11.1 kips/ft a lo largo de la horizontal. Si el claro L  mide 4 150 ft y la flecha 
h es de 464 ft, determine para cada cable a) la tensión máxima, b) la longi
tud.

7.105 El claro central del puente George Washington, tal como se 
construyó originalmente, consiste en una vía uniforme suspendida por cua
tro cables. La carga uniforme que sostiene cada cable a lo largo de la hori
zontal era w = 9.75 kips/ft. Si el claro L  mide 3 500 ft y la flecha h es de 316 
ft, determine para la configuración original a) la tensión máxima en cada ca
ble, b) la longitud de cada cable.

7.106 Para marcar la posición de las barandillas sobre los postes de 
una cerca, el propietario de un terreno ata una cuerda al poste situado en A, 
pasa la cuerda por un pedazo corto de tubo fijo al poste colocado en B, y ata 
el extremo libre de la cuerda a una cubeta llena de ladrillos que tiene un pe
so total de 60 lb. Si el peso por unidad de longitud de la cuerda es de 0.02 
lb/ft y se supone que A y tí están a la misma altura, determine a) la flecha
h, b ) la pendiente de la cuerda en B. No tome en cuenta el efecto de la fric
ción.

Figura P7.106



7.107 Un barco pequeño se ata a un embarcadero con una cuerda de
5 ni de longitud como indica la figura. Si la corriente ejerce una fuerza 
de 300 N dirigida desde la proa hasta la popa sobre el casco del barco, y la 
masa por unidad de longitud de la cuerda es de 2.2 kg/m, determine a) la 
tensión máxima en la cuerda, b) la flecha h. [Sugerencia: Aplique únicamen
te los primeros dos términos de la ecuación (7.10).]

7.108  El claro central del puente Verrazano-Narrows consiste en dos 
vías suspendidas por cuatro cables. El diseño del puente torna en cuenta 
el efecto de cambios extremos de temperatura, los cuales generan que en el 
centro del claro la flecha varíe desde hw — 386 ft en invierno hasta hs = 394 
ft en verano. Si el claro es L = 4 260 ft, determine el cambio en la longitud 
de los cables debido a variaciones extremas do temperatura.

7.109 La masa total del cable ACB es de 10 kg. Suponiendo que la 
masa de este cable está distribuida uniformemente a lo largo de la horizon
tal, determine a) la flecha h, b) la pendiente del cable en A.

■5 m ----- *4*------5 m

Figura P7.109

7.110  Cada cable de los claros laterales del puente Golden Cate sos
tiene una carga w - 10.2 kips/ft a lo largo de la horizontal. Si para los claros 
laterales la distancia máxima vertical h desde cada cable hasta la línea recta 
AB es de 30 ft, y ésta se localiza en el punto medio del claro como indica la 
figura, determine a) la tensión máxima en cada cable, b) la pendiente en B.

7.111 Antes de ser alimentada dentro de una imprenta localizada al 
lado derecho de D, una hoja continua de papel cuyo peso por unidad de lon
gitud es de 0.18 lb/ft pasa por los rodillos colocados en A y B. Suponiendo 
que la curva formada por la hoja es parabólica, determine a) la ubicación del 
punto más bajo C, b) la tensión máxima en la hoja.

Figura P7.111

7.112  La cadena AB mostrada en la figura sostiene la viga horizontal 
uniforme cuya masa por unidad de longitud es de 85 kg/m. Si la tensión má
xima en el cable no excede los 8 kN, determine a) la distancia horizontal a 
desde A hasta el punto más bajo de la cadena C, b) la longitud aproximada 
do la cadena.

7.113  La cadena AB mostrada en la figura tiene longitud do 6.4 m v 
sostiene la viga horizontal uniforme cuya masa por unidad dc longitud es de 
85 kg/m. Determine a) la distancia horizontal a desde A hasta el punto más 
bajo de la cadena C, b) la tensión máxima en la cadena.

Problemas 395

Figura P7.107

496 ft

•A

10.2

Figura P7.110

! _
0.9 m

T

Figura P7.112 y P7.113

kips/ft



396 Fuerzas en vigas y cables *7.114 El cable AB de claro L y una viga simplemente apoyada A'B' 
que tiene el mismo claro se someten a las mismas cargas verticales mostra
das en la figura. Demuestre que la magnitud del momento flector en un pun
to C' de la viga es igual al producto T ji, donde Tñ es la magnitud de la com
ponente horizontal de la fuerza do tensión presente en el cable y h es la 
distancia vertical entre el punto C y una línea recta que une a los puntos de 
apoyo A y fí.

7.115 a 7.118 Utilice la propiedad establecida en el problema 7.114 
para resolver cada problema que se indica a continuación, resolviendo pri
mero el problema correspondiente relacionado con la viga.

7.115 Problema 7.89a.
7.116 Problema 7.92b.
7.117 Problema 7.94Z?.
7.118 Problema 1.95b.

*7.119 Muestre que la curva formada por un cable que tiene una carga 
distribuida w(x) está definida por la ecuación diferencial d j/d x 2 = w(x)/T0, 
donde T0 es la tensión presente en el punto más bajo.

*7.120 Utilice la propiedad establecida en el problema 7.119 para de
terminar la curva formada por un cable de claro L y pandeo h que tiene una 
carga distribuida w — tx.'0 eos (m /L ), donde x se mide a partir del punto 
medio del claro. También determine los valores máximo y mínimo de la ten
sión presente en el cable.

*7.121 Si el peso por unidad de longitud del cable AB es wo/cos“ 6, 
demuestre que la curva formada por este cable es un arco circular. (Suge
rencia: Use la propiedad establecida en el problema 7.119.)

*7.10. CATENARIA

Ahora considérese un cable AB que soporta una carga uniformemente 
distribuida a lo largo del misino cable (figura 7.18rt). Los cables que 
cuelgan bajo la acción de su propio peso están cargados de esta forma. 
La carga por unidad de longitud, medida a lo largo del cable, se repre
senta con w y se expresa en N/m o en lb/ft. La magnitud W  de la car
ga total soportada por un tramo del cable de longitud s, el cual se ex
tiende desde el punto más bajo C hasta un punto D, está dada por W  
a s Al sustituir este valor de W  en la ecuación (7.6), se obtiene la ten
sión presente en el punto D.

T =  V r , i  + u>V

«) b )

VV -  ws

C)

Figura 7.18



Para simplificar los cálculos subsecuentes, se introduce la constante c = 
T0/w . Entonces se escribe

Tu = wc W = ws T =  tu V  c2 + .s2 (7.11)

7.10. Catenaria 397

En la figura 7. IHb se muestra el diagrama de cuerpo libre para la 
porción CD del cable. Sin embargo, este diagrama no puede utilizarse 
para obtener directamente la ecuación de la curva que adopta el cable 
puesto que no se conoce la distancia horizontal desde D hasta la línea de 
acción de la resultante W dc la carga. Para obtener dicha ecuación, pri
mero se escribe que la proyección horizontal de un pequeño elemento 
de cable de longitud ds es dx = ds eos 9. Se observa a partir de la figu
ra 7.18c que 9 = T()/T y con las ecuaciones (7.11), se escribe

dx =  d.s eos 9 = ds = 
T

toe ds ds

wV 7 T 7 2 V i  + « v

x - r
ds

V i  + .s2/c2
senh — =  c senh 1 —

c

Si se selecciona el origen O del sistema de coordenadas a una distancia 
directamente por debajo de C (figura 7.18a) y  se integra desde C(0, c) 
hasta D(x, y), se obtiene1

Fotografía 7.5 En esta sección se exponen las 
fuerzas sobre los apoyos y las fuerzas internas 
en los cables de las líneas eléctricas que se 
muestran en la fotografía.

Esta ecuación, que relaciona la longitud s de la porción CD del cable 
y la distancia horizontal x, se puede escribir de la siguiente forma:

. x
s — c senh — (7.15)

c

Ahora se puede obtener la relación entre las coordenadas x y i¡ es
cribiendo dy = dx tan 6 . Observe que a partir de la figura 7.18c que 
tan tí — W/To y con las ecuaciones (7.11) y (7.15), se escribe

W s x
dtj = dx tan 9 = —— dx = — dx =  senh — dx 

T„ c c

1 Esta integral se puede encontrar en todas las tablas de integrales estándar. I ,a función

z =  s e n h '1 u
(que se lee “arco seno hiperbólico de u”) es el inverso de la función u =  senh z (que se lee 
“seno hiperbólico de z"). Esta función y la función »  = cosh z (que se lee “coseno hiper
bólico dc z”) están definidas de la siguiente forma:

u =  senh z = j¡(e~ — e~z) v =  cosh z =  ¿(e2 +  e~*)
Los valores numéricos de las funciones senh z y cosh z se encuentran en las tablas de fun
dones hiperbólicas. Además, estas funciones también se pueden calcular en la mayoría de 
las calculadoras, ya sea directamente o a partir de las definiciones que se acaban de pre
sentar. Se recomienda al estudiante consultar cualquier libro de cálculo para una descrip
ción completa de las propiedades de estas funciones. En esta sección sólo se utilizan las 
siguientes propiedades, las cuales se pueden derivar directamente a partir de las defini
ciones que se presentaron con anterioridad:

d  senh z d  cosh z
— —  =  cosh z — ^ —  = senh z (7.12)

senh 0 =  0  cosh 0 = 1  

cosh2 z -  senh2 z =  1
(7.13)

(7.14)



398 Fuerzas en vigas y cables Si se integran desde C(0, c) hasta D(x, y) y con las ecuaciones (7.12) y
(7.13), se obtiene la siguiente expresión

y — c = senh — dx = c 
i <:

cosh — = c^cosh — — 1

ti — c  =  c cosh----- c
c

la cual se reduce a

ú “  ¿ cosh — (7.16)
J  c

Ésta es la ecuación de una catenaria con eje vertical. La ordenada c  
del punto más bajo C recibe el nombre de parámetro de la catenaria. 
Elevando al cuadrado ambos lados de las ecuaciones (7.15) y (7.16), 
restándolas y tomando en cuenta la ecuación (7.14), se obtiene la si
guiente relación entre y y s:

(7.17)

Al resolver la ecuación (7.17) para .s2 y llevando este residtado a la últi
ma de las relaciones (7.11.), se pueden escribir dichas relaciones de la 
siguiente forma:

T0 =  wc W  = ws T — wy (7.18)

La última relación indica que la tensión en cualquier punto D del ca
ble es proporcional a la distancia vertical desde D hasta la línea hori
zontal que representa al eje x.

Cuando los apoyos A y B del cable tienen la misma elevación, la 
distancia L  entre los apoyos recibe el nombre de claro del cable y 
la distancia vertical h  desde los apoyos hasta el punto más bajo C se 
conoce como la flecha  del cable. Estas definiciones son las mismas que 
las proporcionadas para el caso de cables parabólicos, pero se debe se
ñalar que, debido a la forma en que se seleccionaron los ejes coorde
nados, ahora la flecha h está dada por

h = yA -  c  (7.19)

También se debe señalar que ciertos problemas sobre catenarias involu
cran ecuaciones trascendentales, las cuales deben resolverse por medio 
de aproximaciones sucesivas (véase problema resuelto 7.10). Sin embar
go, cuando el cable está bastante tenso, se puede suponer que la carga 
está uniformemente distribuida a lo largo de la horizontal y la catenaria 
puede reemplazarse por una parábola. Esto simplifica en gran medida 
la solución del problema y el error que se introduce es pequeño.

Cuando los apoyos A y B tienen distintas elevaciones, no se conoce 
la posición del punto más bajo del cable. Entonces, el problema puede 
resolverse en forma similar a la señalada para cables parabólicos, ex
presando que el cable debe pasar a través de los apoyos, que xK — xA = 
L  y que yfí — yA = d, donde L  y d  representan, respectivamente, las 
distancias horizontal y vertical entre los dos apoyos.



PROBLEM A RESUELTO 7.10

Un cable uniforme que pesa 3 lb/ft se suspende entre dos puntos A y B, co
mo se muestra en la figura. Determine a) los valores de la tensión máxima y 
mínima en el cable y b) la longitud del cable.

l É p i
w mM m

Ecuación del cablc. El origen de las coodenadas se coloca a una dis
tancia c por debajo del punto más bajo del cable. De esta forma, la ecuación 
del cable está dada por la ecuación (7.16),

ti = c cosh —
c

Las coordenadas del punto B son las siguientes

xB = 250 ft yB = 100 + c 

Si se sustituyen estas coordenadas en la ecuación del cable, se obtiene

250
100 + c = c cosh 

100
+ 1 = cosh

c 

250

fililí
fl¡MA¡

m m m
a-'si
m

Wm

BU
....  - ___ ___ ícS'Sfii-íSSSSíí

El valor de c se determina suponiendo valores de prueba sucesivos, como se 
muestra en la siguiente tabla:

c 250
c

100
c

ioo + i
c

, 250
cosh -----c

300 0.833 0.333 1.333 1.367
350 0.714 0.286 1.286 1.266
330 0.758 0.303 1.303 1.301
328 0.762 0.305 1.305 1.305

Tomando c = 328, se tiene que

i/b = 100 + c = 428 ft

a) Valores máximo y mínimo de la tensión.
(7.18), se obtiene

Con las ecuaciones

Tmfn = T0 = w c  = (3 lb/ft)(328 ft) 
Tmáx = Tb = wyB = (3 lb/ft)(428 ft)

Tmf„ = 984 Ib
1 ill áx

1 mín

Tmiiv = 1 284 Ib

b) Longitud del cable. La mitad de la longitud del cable se en
cuentra al resolver la ecuación (7.17):

2 2  2 
y e  -  $C B  =  C

„2 — .,2 sc;b — ya cz = (428) -  (328) sCB = 275 ft

Por tanto, la longitud total del cable está dada por 

sAB = 2sCb = 2(275 ft)

§Ü$

s,\B = 550 ft A



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En la última sección de este capítulo se aprendió a resolver los problemas que in
volucran a un cable que soporta una carga uniformemente distribuida a lo largo del 
mismo. La forma que adopta el cable es la de una catenaria y está definida por la 
ecuación:

Xy = c cosh— (7.16)
c

1. Es necesario recordar que el origen de las coordenadas para una cate
naria está localizado a una distancia c directamente por debajo del punto 
más bajo de la catenaria. La longitud del cable desde el origen hasta cualquier 
punto se expresa como

■s = c senh — (7.15)
c

2. Primero se deben identificar todas las cantidades conocidas ij descono
cidas. Entonces se considera cada una de las ecuaciones que fueron presentadas 
en la sección (ecuaciones 7.15 a 7.19) y se resuelve una ecuación que contiene só
lo una incógnita. Se sustituye el valor encontrado de esta forma en otra ecuación y 
se resuelve esta última para otra incógnita.

3. Si se proporciona la flecha h. se utiliza la ecuación (7.19) para reemplazar 
y por h + c  en la ecuación (7.16) si x es conocida [problema resuelto 7.10], o en la 
ecuación (7.17) si se conoce s, y se resuelve la ecuación obtenida para la constan
te c.

4. Muchos de los problemas que se encontrarán involucran una solución 
por medio de prueba tj error de una ecuación que involucra a un seno o a un cose
no hiperbólicos. El trabajo se puede simplificar llevando un registro de los cálculos 
realizados en una tabla, como se hizo en el problema resuelto 7.10. Por supuesto, 
también se puede usar una técnica de solución numérica basada en una compu
tadora o calculadora. u.

ii
5. Es necesario tener en cuenta que la ecuación definitoria puede tener más 
de una solución. Para ayudar a visualizar esta posibilidad, se recomienda primero 
graficar la ecuación y después resolverla para su raíz o sus raíces. Si hay más de una 
raíz, se debe determinar cuál de éstas corresponde a soluciones físicamente posi
bles.



Problemas

7.122 Dos escaladores, separados por una distancia de 10 in, perma
necen do pie mientras sostienen los extremos de la cuerda de 12 m de lon
gitud como indica la figura. Si la masa por unidad de longitud de la cuerda 
es de 0.07 kg/m, determine a) la flecha h, b ) la magnitud de la fuerza ejer
cida sobre la mano de un escalador.

7.123 Una cadena de 60 ft de longitud y 120 lb de peso se suspendo 
entre dos puntos que están a la misma altura. Si la flecha es de 24 ft, deter
mino a) la distancia entre los apoyos, h) la tensión máxima en la cadena.

7.124 Un cable de tranvía aéreo, cuya longitud es de 500 ft y pesa 2.8 
lb/ft, está suspendido entre dos puntos ubicados a la misma altura. Si la fle
cha es de 125 ft, determine a) la distancia horizontal entre los soportes, 
b) la tensión máxima en el cable.

7.125 Un cable de transmisión eléctrica de 130 m de longitud y masa 
por unidad de longitud de 3.4 kg/m se suspende entro dos puntos que tienen 
la misma altura. Si la flecha es de 30 m, determino la distancia horizontal en
tre los apoyos, así como la tensión máxima en el cable.

7.126 En la figura se muestra un alambre, con longitud de 30 m y 
masa por unidad de longitud de 0.3 kg/m, que se une a un apoyo fijo en A 
y a un collarín en B. Sin tomar en cuenta el efecto de la fricción, determine
a) la fuer/a P para la cual h = 12 m, b) el claro correspondiente L.

7.127 En la figura so muestra un alambro, con longitud de 30 m y ma
sa por unidad de longitud do 0.3 kg/m, el cual se une a un apoyo fijo en A y 
a un collarín en B. Si la magnitud de la fuerza horizontal aplicada al collarín 
es F = 30 N, determine a) la flecha h, b) el claro correspondiente L.

7.128 Un camino de acceso está cerrado por medio de una cadena de
3.8 m de longitud que atraviesa la calle. Si la masa por unidad do longitud 
de la cadena es de 3.72 kg/m, determine a) la flecha h, b) la magnitud de la 
componente horizontal de la fuer/a que ejerce la cadena sobre el poste AB.

7.129 Un alambre de 90 m de longitud se suspende de dos puntos que 
están a la misma altura separados por una distancia de 60 m. Si la tensión 
máxima es de 300 N, determine a ) la flecha h, b) la masa total del alambre.

7.130 Determine la flecha de una cadena de 45 ft de largo que está 
unida a dos puntos situados a la misma altura pero separados por una dis
tancia de 20 ft.

7.131 Una cuerda de 10 ft de longitud se une a los apoyos A y B como 
indica la figura. Determine «) el claro de la cuerda tal que sea igual a la flecha 
de la cuerda, b) el ángulo correspondiente 0h.

7.132 Un cable que tiene masa por unidad de longitud de 3 kg/m se 
suspende entre dos puntos situados a la misma altura y separados por una 
distancia de 48 m. Determine la flecha mínima permisible del cable si la ten
sión máxima no debe superar los 1 800 N.

Figura P7.122

-3 .6  m-

D

Figura P7.128
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402 Fuerzas en vigas y cables 7.133 Una cadena de 24 ft de longitud con masa por unidad de lon
gitud de 2.73 lb/ft se une a una viga en A y pasa por una pequeña polea en 
B como indica la figura. Sin tomar en cuenta el efecto de la fricción, deter
mine los valores de la distancia a para los cuales la cadena está en equilibrio.

Figura P7.133

7.134 El cable AB, con longitud de 10 ft y peso de 20 Ib, se une a los 
collarines instalados en A y B. los cuales pueden desplazarse libremente so
bre las varillas que muestra la figura. Sin tomar en cuenta el peso de los co
llarines, determine a) la magnitud de la fuerza horizontal F de modo que 
h = a, b ) el valor correspondiente de h y a, c) la tensión máxima presente en 
el cable.

7.135 Un contrapeso D, de 40 kg de masa, se une a un cable que pa
sa por una pequeña polea colocada en A y está unido a un apoyo en el pun
to B. Si L = 15 m y h = 5 m, determine a) la longitud del cable de A a B,
b) la masa por unidad de longitud del cable. No tome en cuenta la masa del 
cable de A a D.

7.136 Como indica la figura, a la izquierda del punto B un cable muy 
largo ABDE descansa sobre una superficie horizontal rugosa. Si el peso del 
cable por unidad de longitud es de 1.5 lb/ft, determine la fuerza F cuando 
a = 10.8 ft.

7.137 Como indica la figura, a la izquierda del punto B un cable muy 
largo ABDE descansa sobre una superficie horizontal mgosa. Si el peso del 
cable por unidad de longitud es de 1.5 lb/ft, determine la fuerza F cuando 
a = 18 ft.



7.138 Un cable uniforme cuya masa por unidad de longitud es de 4 
kg/m, se mantiene en la posición que indica la figura mediante la fuerza P 
aplicada en B. Si P = 800 N v 0A = 60°, determine a) la ubicación del punto 
B, b) la longitud del cable.

7.139 Un cable uniforme cuya masa por unidad de longitud es de 4 
kg/m, se mantiene en la posición mostrada en la figura mediante la fuerza P 
aplicada en B. Si P = 600 N y 0A = 60°, determine a) la ubicación del punto
B,b)  la longitud del cable.

7.140 Un cable eléctrico cuelga entre un poste y una casa. Si la masa 
por unidad de longitud del cable es de 2.1 kg/m, determine a ) la distancia desde 
la casa hasta el punto más bajo, C, del cable, b) la tensión máxima en el cable.

Problemas 403

Figura P7.140

7.141 El cable ACB mostrado en la figura pesa 0.3 lb/ft. Si el punto 
más bajo del cable se localiza a una distancia a = 6 ft por debajo del apoyo 
A, determine a) la ubicación del punto más bajo, C, b) la tensión máxima en 
el cable.

7.142 Denote con 0 el ángulo formado por un cable uniforme y la ho
rizontal y demuestre que en cualquier punto a) s = c tan 0, b) j  = c sec 6.

7.143 a) Determine el claro horizontal máximo permisible para un ca
ble uniforme, cuya masa por unidad de longitud es m', si la tensión en éste 
no debe exceder un valor dado Tm. b) Utilice el resultado del inciso a) para 
determinar el claro máximo de un alambre de acero para el cual m' = 0.34 
kg/m y Tm = 32 kN.

*7.144 Un cable con peso por unidad de longitud de 2 lb/ft se sostie
ne en la forma que muestra la figura. Si el claro L es de 18 ft, determine los 
dos valores de la flecha h para los cuales la tensión máxima es de 80 Ib.

*7.145 Para el cable mostrado en la figura, determine la relación en
tre la flecha y el claro para la cual la tensión máxima en el cable AB es igual 
al total de su peso.

*7.146 En la figura se muestra un cable de peso w por unidad de lon
gitud que se sostiene entre dos puntos situados a la misma altura y separa
dos por una distancia L. Determine «) la relación entre la flecha y el claro 
para la cual la tensión máxima Tmix sea lo más pequeña posible, b) los valo
res correspondientes de &B Y Pim\x-

A B / X

Figura P7.144, P7.145 y P7.146



R E P A S O  Y R E S U M E N 
D E L  C A P Í T U L O  7

Fuerzas en elementos rectos sujetos 
a dos fuerzas

a) b)
Figura 7.19

Fuerzas en elementos sujetos 
a fuerzas múltiples

Fuerzas en vigas

En este capítulo se aprendió a determinar las fuerzas internas que 
mantienen unidas a las diversas partes de un elemento dado en una 
estructura.

iírl i . ¡;V; • ■:\ '■ ■ :■ i
Al considerar primero un elemento recto sujeto a dos fuerzas AB 

[sección 7.2], se recuerda que un elemento de este tipo está someti
do en A y B a fuerzas iguales y opuestas F  y — F  que están dirigidas a 
lo largo de AB (figura 7.19a). Si se corta el elemento AB en C y se di
buja el diagrama de cuerpo libre correspondiente a la parte AC, se 
concluye que las fuerzas internas que existían en el elemento AB en 
C son equivalentes a una fuerza axial — F  igual y opuesta a F  (figura 
7.19¿>). Se observa que en el caso de un elemento sujeto a dos fuer
zas que no es recto, las fuerzas internas se reducen a un sistema 
fuerza-par y no a una sola fuerza.

D D

Figura 7.20

Si se considera después un elemento sujeto a fuerzas múltiples AD 
(figura 7.20a), se corta en / y se dibuja el diagrama de cuerpo libre 
correspondiente a la parte JD, se concluye que las fuerzas internas en 
J  son equivalentes a un sistema fuerza-par que consta de lafuerza axial, 
F, la fuerza cortante V y un par M (figura 7.20b). La magnitud de la 
fuerza cortante mide \afuerza cortante en el punto}  y se liace referencia 
al momento del par como el momento flector  en J. Puesto que, si se 
hubiera considerado el diagrama de cuerpo libre correspondiente a la 
parte AJ, se hubiera obtenido un sistema fuerza-par igual y opuesto es 
necesario especificar qué porción del elemento AD se utilizó cuando 
se registraron las respuestas [problema resuelto 7.1].

La mayor parte del capítulo se dedicó al anáfisis de las fuerzas 
internas en dos tipos importantes de estructuras de ingeniería: las 
vigas y los cables. Las vigas comúnmente son elementos prismáti
cos rectos y largos diseñados para soportar cargas que se aplican en 
varios puntos a largo del elemento. En general, las cargas son per
pendiculares al eje de la viga y sólo producen corte y flexión  en ésta. 
Las cargas pueden estar concentradas en puntos específicos o dis-
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tribuidas a lo largo de toda la longitud o a lo largo de una porción 
de la viga. La viga misma puede estar apoyada de varias formas; 
puesto que en este libro sólo se consideran vigas estáticamente de
terminadas, el análisis se limitó a vigas simplemente apoyadas, vigas 
con violados y vigas en voladizo [sección 7.3],

Para obtener fuerza cortante V y el momento flector M en un 
punto dado C de una viga, primero se determinan las reacciones en 
los apoyos considerando toda la viga como un cuerpo libre. Entonces, 
se corta a la viga en C y se usa el diagrama de cuerpo libre correspon
diente a una de las dos partes obtenidas de esta manera para determi
nar los valores de V y M. Para evitar cualquier confusión en relación 
con el sentido de la fuerza cortante V y el par M  (los cuales actúan en 
direcciones opuestas en las dos porciones de la viga), se adoptó la con
vención de signos que se ilustra en la figura 7.21 [sección 7.4]. Una vez 
que se han determinado los valores de la fuerza cortante y el momen
to flector en unos cuantos puntos seleccionados de la viga, usualmen
te es posible dibujar un diagrama de fuerza cortante y un diagrama de 
momento flector  que representan, respectivamente, la fuerza cortante 
y el momento flector en cualquier punto de la viga [sección 7.5]. Cuan
do una viga sólo está sometida a cargas concentradas, la fuerza cortan
te tiene un valor constante entre las cargas y el momento flector varía 
linealmente entre éstas [problema resuelto 7.2], Por otra parte, cuan
do una viga está sometida a cargas distribuidas, la fuerza cortante y el 
momento flector varían en forma diferente [problema resuelto 7.3],

La construcción de los diagramas de fuerza cortante y momento 
flector se facilita si se toman en consideración las siguientes relacio
nes. Representando con w la carga distribiuda por unidad de longi
tud (la cual se supone positiva si está dirigida hacia abajo), se tiene 
que [sección 7.5]:

Repaso y resumen del capítulo 7

dV
dx

dM
dx

= - w

=  V

(7.1)

(7.3)

o, después de integrar las ecuaciones anteriores,

Vp — Vc  = —(área bajo la curva de carga entre C y D) (7.2') 
Md — Mc  = área bajo la curva de fuerza cortante entre C y D (7.4')

La ecuación (7.2') hace que sea posible dibujar el diagrama de fuerza 
cortante de una viga a partir de la curva que representa a la carga 
distribuida que actúa sobre dicha viga y del valor de V en un ex
tremo de la misma. En forma análoga, la ecuación (7.4') hace que 
sea posible dibujar el diagrama de momento flector a partir del dia
grama de fuerza cortante y del valor de M en un extremo de la viga. 
Sin embargo, las cargas concentradas introducen discontinuidades 
en el diagrama de fuerza cortante y los pares concentrados implican 
discontinuidades en el diagrama de momento flector, ninguno de és
tos están tomados en consideración en las ecuaciones (7.2') y (7.4') 
[problemas resueltos 7.4 y 7.7], Por último, a partir de la ecuación 
(7.3) se observa que los puntos de la viga donde el momento flec
tor es máximo o mínimo son también los puntos donde la fuerza cor
tante es igual a cero [problema resuelto 7.5].

Fuerza cortante y momento flector 
en una viga

Fuerzas internas en la sección 
(fuerza cortante y momento (lector positivo)

Figura 7.21

Relaciones entre carga, fuerza cortante 
momento flector
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Cables con cargas concentradas

Figura 7.23
Cable parabólico

Figura 7.24
Catenaria

La segunda mitad del capítulo estuvo dedicada al análisis de cables 
flexibles. Primero se consideró un cable con un peso despreciable que 
soporta cargas concentradas [sección 1.1}. Al suponer todo el cable AB 
como un cuerpo libre (figura 7.22) se observó que las tres ecuaciones de 
equilibrio que están disponibles no son suficientes para determinar las 
cuatro incógnitas que representan a las reacciones en los apoyos Ay B. 
Sin embargo, si se conocen las coordenadas de un punto D del cable, se 
puede obtener una ecuación adicional considerando el diagrama de 
cuerpo libre para la porción AD o DB del cable. Una vez que se han de
terminado las reacciones en los apoyos, se puede encontrar la elevación 
de cualquier punto del cable y la tensión en cualquier porción del mis
mo a partir del diagrama de cuerpo Ubre apropiado [problema resuelto
7.8], Se señaló que la componente horizontal de la fuerza T  que repre
senta a la tensión es la misma en cualquier punto del cable.

Después se consideraron cables que soportan cargas distribui
das [sección 7.8], Utilizando como cuerpo libre un tramo del cable 
CD que se extiende desde el punto más bajo C hasta un punto arbi
trario D del cable (figura 7.23), se observó que la componente hori
zontal de la fuerza de tensión T  en D es constante e igual a la tensión 
T0 en C, mientras que su componente vertical es igual al peso W de 
la porción de cable CD. La magnitud y la dirección de T  se obtuvie
ron a partir del triángulo de fuerzas:

/------------  W
T =  V T §  + W* tan 6 = —  (7.6)

*o
En el caso de una carga uniformemente distribuida a lo largo de 

la horizontal —como en el caso de un puente colgante (figura 7.24)—  
la carga soportada por la porción CD está dada por W = wx, donde 
w es la carga constante por unidad de longitud horizontal [sección
7.9]. También se encontró que la forma de la curva adoptada por el 
cable es una parábola cuya ecuación está dada por

y -  Sr <7-8)
y que la longitud del cable se puede encontrar utilizando la expan
sión en series dada en la ecuación (7.10) [problema resuelto 7.9].

En el caso de una carga uniformemente distribuida a lo largo del 
mismo cable —por ejemplo, un cable colgando bajo su propio peso 
(figura 7.25)—  la carga soportada por la porción CD está dada por 
W = ws, donde s es la longitud medida a lo largo del cable y w es la 
carga constante por unidad de longitud [sección 7.10]. Se seleccionó 
el origen O de los ejes coordenados a una distancia c = T0/w por de
bajo de C, y se derivaron las relaciones

(7.15)

(7.16)

s = c senh — 
c

u = c cosh —
c

y2
2 2 S = C (7.17)

T0 = wc W = tvs T = wy (7.18)
las cuales pueden emplearse para resolver problemas que involu
cran cables que cuelgan bajo la acción de su propio peso [problema 
resuelto 7.10]. La ecuación (7.16) define la forma adoptada por el 
cable y es la ecuación de una catenaria.

— *2— H
--------- X3---------------

Figura 7.22
Cables con cargas distribuidas



Problemas de repaso

7.147 Una barra semicircular está cargada corno indica la figura. De
termine las fuerzas internas en el punto J  si 0 = 30°.

7.148 Si el radio de cada polea mide 7.2 in., y sin tomar en cuenta el 
efecto de la fricción, determine las fuerzas internas en el punto J  del armazón 
que muestra la figura.

70 Ib

7.149 Para la barra en forma de un cuarto de círculo con peso W y 
sección transversal uniforme, sostenida como indica la figura, determine el 
momento flector en el punto ]  cuando 6 = 30°.

7.150 Para la viga y las cargas mostradas en la figura, a) trace los dia
gramas de fuerza cortante v de momento flector, b) determine los valores 
absolutos máximos de la fuerza cortante y del momento flector.
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4 kK/m

408 Fuerzas en vigas y cables

Figura P7.151

7.151 Para la viga y las cargas mostradas en la figura, a) trace los dia
gramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine los valores ab
solutos máximos de la fuerza cortante y del momento flector.

7.152 Para la viga de la figura, determine a) la magnitud P de las dos 
fuerzas que actúan hacia arriba para las cuales el valor máximo del momento 
flector sea mínimo, h) el valor correspondiente de |A/|,I11ÍX. (Vea la sugeren
cia del problema 7.51.)

fio k.\ 60 kN

Figura P7.152

20 klV/m
7.153 Para la viga de la figura, trace los diagramas do fuerza cortante 

y de momento flector, también determine la magnitud y la ubicación del va
lor absoluto máximo del momento flector sabiendo que a) M = 0, b) M = 12 
kN • m.

7.154 Para la viga y las cargas mostradas en la figura, a) obtenga las 
ecuaciones de las curvas de la fuerza cortante y del momento flector, b) tra
ce los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, c) determine la 
magnitud y la ubicación del momento flector máximo.

Figura P7.154

7.155 La viga AB descansa sobre el suelo y sostiene la carga parabólica 
indicada por la figura. Suponiendo que las reacciones del suelo están uni
formemente distribuidas y dirigidas hacia arriba, a) escriba las ecuaciones 
para las curvas de la fuerza cortante y del momento flector, b) determine el 
momento flector máximo.

Figura P7.155



7.156 Si- dc — 4 m, determine «) la reacción en A, b) la reacción 
en E.

Problemas de repaso 409

7.157 Una tubería de vapor que pesa 50 lb/ft y pasa entre dos edifi
cios, los cuales están separados por una distancia de 60 ft, se sostiene me
diante un sistema de cables como el mostrado en la figura. Si el peso del 
cable es equivalente a una carga uniformemente distribuida de 7.5 lb/ft, de
termine a) la ubicación del punto C más bajo del cable, b) la tensión máxi
ma en el cable.

Figura P7.157

7.158 Una cinta de medición tiene 200 ft de longitud y pesa 4 Ib. Si 
la cinta se tiende entre dos puntos situados a la misma altura y se estira hasta 
que la tensión en cada extremo es de 16 lb, determine la distancia horizon
tal existente entre los extremos de la cinta. No tome en cuenta la elongación 
de la cinta debida a la tensión.



Problemas de computadora

200 !li

1501b
~x

7.C1 Un elemento semicircular de radio igual a 20 in. está cargado 
como indica la figura. Grafique las fuerzas internas (fuerza axial, fuerza cor
tante y momento flector) como funciones de 6 para 0 < 6 <  90°.

7.C2 El eje del elemento curvo AB es una parábola cuyo vórtice se en
cuentra en A y para la cual L = nh. Si se aplica en A una carga vertical P 

Figura P7.C1 de magnitud igual a 1.2 kN, determine las fuerzas internas y el momento
flector en un punto arbitrario ]. Grafique las fuerzas internas y el momen
to flector como funciones de x para 0.25L S . r <  0.75L cuando L = 400 mm 
y a) n = 2, b) n = 3, c) n = 4.

7.C3 El piso de un puente consiste en tablones angostos apoyados so
bre dos soportes simples de viga, uno de los cuales se muestra en la figura. 
Como parte del diseño del puente, se desea simular el efecto que tendrá so
bre la viga un camión de 12 kN en movimiento. La distancia entre los ejes 
del camión es de 1.8 m, y se supone que su peso se distribuye de igual mane
ra sobre las cuatro ruedas, a ) Utilice un programa de computadora para cal
cular y graficar la magnitud y ubicación del momento flector máximo en la 
viga como una función de x para —0.9 m — x — 3 m, en incrementos de 0.15 
m. h ) Utilice incrementos más pequeños, si es necesario, para calcular el valor 

Figura P7.C2 máximo del momento flector que ocurre en la viga cuando el camión se mueve
sobre el puente, y determine el valor correspondiente de x.

7.C4 Determine las ecuaciones para las curvas de la fuerza cortante y 
del momento flector de las vigas 1 y 2 que se muestran en la figura, supo
niendo que u>o - 15 kN/m v L  = 3 m. Trace los diagramas de fuerza cortan
te y de momento flector para cada viga.

Viga l Viga 2

Figura P7.C4
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7.C5 En.la figura se muestra una viga AB articulada en el punto B y 
sostenida mediante un rodillo colocado en D, la cual se debe diseñar con efi
ciencia máxima para soportar una carga distribuida uniformemente a partir 
de su extremo A hasta su punto central C. Como parte del proceso de dise
ño, use un programa de cómputo para determinar la distancia a desde el ex
tremo A hasta el punto D, que es donde el rodillo debe colocarse para mi
nimizar en la viga el valor absoluto del momento flector Ai. (Sugerencia: Un 
análisis preliminar breve mostrará que el rodillo debe colocarse debajo de la 
carga para que el valor máximo negativo de M ocurra en D, mientras que su 
valor máximo positivo tenga lugar en algún punto situado entre D y C. Por 
tanto, se debe trazar el diagrama de momento flector y después igualar el 
valor absoluto máximo positivo del momento flector con el valor absoluto má
ximo negativo obtenido.)

7.C6 El cable AB soporta una carga uniformemente distribuida a lo 
largo de la horizontal como indica la figura. La parte más baja del cable se 
localiza a una distancia a = 3.6 m por debajo del apoyo A, y el apoyo B se 
encuentra a una distancia b = na por encima de A. a) Determine la tensión 
máxima en el cable como una función de n. b) Grafique la tensión máxima 
en el cable para 2 < n < 6.

7.C7 Utilice un programa computacional para resolver el problema
7.127 con valores de P entre 0 y 75 N usando incrementos de 5 N.

7.C8 Una instalación típica para líneas de transmisión consiste en un 
cable de longitud sAB, de masa por unidad de longitud m', suspendido como 
indica la figura entre dos puntos que tienen la misma altura. Use un progra
ma de cómputo para elaborar una tabla que pueda ser usada en el diseño de 
futuras instalaciones. La tabla debe contener las cantidades adimensionales 
h/L, s a ii/ L ,  T{Jm'gL y  Tmix/m'gL para valores de c/L desde 0.2 hasta 0.5, usan
do incrementos de 0.025, y desde 1 hasta 4, en incrementos de 0.5.

7.C9 El electricista mostrado en la figura está instalando un cable eléc
trico que pesa 0.2 lb/ft. Conforme el electricista sube lentamente por la es
calera, el cable se desenrolla del carrete de modo que la tensión TB en el 
punto B del cable es de 1.2 lb. Sabiendo que h = 4 ft cuando el electricista 
está parado sobre el suelo, grafique la magnitud de la fuerza ejercida por el 
cable sobre la mano del trabajador como una función de h para 4 ft < < 
16 ft.

Problemas de computadora 411

a =

Figura P7.C6

Figura P7.C9



q A píTUL-0

se producente lvto«nseman^ ; useieS1
momentos al qyg emane



jSjBgSgg

FRICCIÓN ; ' ! Í ! § í ! S É : .

H é í Introducción
8 . 2 Leyes de ta fricción seca.

Coeficientes de fricción
8.3 Ángulos de fricción
8.4 Problemas que involucran fricción

seca
8.5 Cuñas
8 . 6 Tomillos de rosca cuadrada
8.7 Chumaceras. Fricción en ejes
8 8 Cojinetes de empuje. Fricción

en discos
8.9 Fricción en ruedas. Resistencia a

|sfes?g|ft la rodadura o rodamiento
8 . 1 0 Fricción en bandas

8.1. INTRODUCCIÓN

En los capítulos anteriores se supuso que las superficies en contacto 
eran superficies sin fricción  o superficies rugosas. Si éstas eran super
ficies sin fricción, la fuerza que cada una de las superficies ejercía so
bre la otra era normal a las superficies y las dos se podían mover de 
manera libre una respecto a la otra. Si éstas eran superficies rugosas, 
se supuso que se podían presentar fuerzas tangenciales para impedir 
el movimiento de una superficie con respecto a la otra.

El anterior fue un punto de vista muy simplificado. En realidad, no 
existen superficies sin fricción perfectas. Cuando dos superficies están 
en contacto, siempre se presentan fuerzas tangenciales, llamadas fu er
zas de fricción, cuando se trata de mover una de las superficies con res
pecto a la otra. Por otra parte, estas fuerzas de fricción están limitadas 
en magnitud y no impedirán el movimiento si se aplican fuerzas lo sufi
cientemente grandes. Por tanto, la distinción entre superficies sin fric
ción y superficies rugosas es una cuestión de grado. Esto se estudiará 
con más detalle en el presente capítulo, el cual está dedicado al estudio 
de la fricción y a su aplicación en situaciones de ingeniería comunes.

Existen dos tipos de fricción: la fricción seca , que algunas veces es 
llamada fricción de Coulomb, y la fricción de fluidos. La fricción de 
fluidos se desarrolla entre capas de fluido que se mueven a diferentes 
velocidades, y es de gran importancia en problemas que involucran el 
flujo de fluidos a través de tuberías y orificios o cuando se trabaja con 
cuerpos que están sumergidos en fluidos en movimiento. Además, la 
fricción en fluidos también es básica en el análisis del movimiento de 
mecanismos lubricados. Este tipo de problemas se consideran en los li
bros sobre mecánica de fluidos. El presente estudio está limitado a la 
fricción seca, esto es, a problemas que involucran cuerpos rígidos que 
están en contacto a lo largo de superficies que no están lubricadas.

En la primera parte del capítulo se analiza el equilibrio de distin
tos cuerpos rígidos y estructuras de fricción seca en las superficies que 
están en contacto. Más adelante se estudian ciertas aplicaciones de in
geniería específicas en las cuales la fricción seca juega un papel im
portante: cuñas, tomillos de rosca cuadrada, chumaceras, cojinetes de 
empuje, resistencia a la rodadura y fricción en bandas.

8.2. LEYES DE LA FRICCIÓN SECA. COEFICIENTES 
DE FRICCIÓN

Las leyes de la fricción seca se pueden ejemplificar mediante el siguien
te experimento. Un bloque de peso W  se coloca sobre una superficie 
horizontal plana (figura 8.1a). Las fuerzas que actúan sobre el bloque 
son su peso W  y la reacción de la superficie. Como el peso no tiene 
una componente horizontal, la reacción de la superficie tampoco la tie
ne; por tanto, la reacción es normal a la superficie y está representada 
por N en la figura 8.1a. Ahora, suponga que se aplica sobre el bloque 
una fuerza horizontal P (figura 8.1¿). Si P es pequeña, el bloque no se 
moverá; por tanto, debe existir alguna otra fuerza horizontal que equi
libre a P. Esta otra fuerza es la fuerza de fricción estática F, la cual es 
en realidad la resultante de diversas fuerzas que actúan sobre toda la 
superficie de contacto entre el bloque y el plano. No se conoce con 
exactitud la naturaleza de estas fuerzas, pero generalmente se supone 
que las mismas se deben a irregularidades de las superficies en con
tacto y, en cierta medida, a la atracción molecular.
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Si se incrementa la fuerza P, también se incrementa la fuerza de 
fricción F, la cual continúa oponiéndose a P hasta que su magnitud al
canza un cierto valor máximo Fm (figura 8.1c). Si P se incrementa aún

8.2. Leyes de la fricción seca. Coeficientes 
de fricción

a)
Figura 8.1

m B

b)

más, la fuerza de fricción ya no la puede equilibrar y el bloque comien
za a deslizarse.1 En cuanto empieza a moverse el bloque, la magnitud 
de F  disminuye de Fm a un valor menor F*. Lo anterior se debe a que 
existe una menor interpenetración entre las irregularidades de las 
superficies en contacto cuando dichas superficies se mueven una con 
respecto a la otra. A partir del momento en que el bloque empieza a 
moverse, éste continúa deslizándose con una velocidad que va aumen
tando mientras que la fuerza de fricción, representada por F* y deno
minada fuerza de fricción  cinética, permanece constante.

La evidencia experimental muestra que el máximo valor Fm de la 
fuerza de fricción estática es proporcional a la componente normal N 
de la reacción de la superficie. Así, se tiene que

Fm =  ÍAvtt (8 .1)

donde /x4. es una constante llamada coeficiente de fricción  estática. De 
forma similar, la magnitud Fk de la fuerza de fricción cinética puede 
expresarse de la siguiente forma:

(8 .2)

donde es una constante denominada coeficiente de fricción  ciné
tica. Los coeficientes de fricción ¡j .s y /x* no dependen del área de 
las superficies en contacto, sino que dependen en gran medida de la 
naturaleza de las superficies en contacto. Como dichos coeficientes 
también dependen de la condición exacta de las superficies, sus va
lores casi nunca se conocen con una precisión mayor a 5 por ciento. 
En la tabla 8.1 se presentan valores aproximados de los coeficientes de 
fricción estática para distintas superficies secas. Los valores correspon-

*Es necesario señalar que, conforme se incrementa la magnitud F  de la fuerza de fric
ción desde 0 hasta Fm, el punto de aplicación A de la resultante N de las fuerzas de con
tacto normales se mueve hacia la derecha, de manera que los pares formados, respecti
vamente, por P  y F  y por W  y N permanecen en equilibrio. Si N alcanza el punto B antes 
que F  alcance su valor máximo Fro, el bloque se volcará con respecto a B antes de que 
pueda comenzar a deslizarse (véanse problemas 8.15 y 8.16)
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416 Fricción dientes de fricción cinética son alrededor de 25 por ciento menores.
Como los coeficientes de fricción son cantidades adimensionales, los 
valores proporcionados en la tabla 8.1 se pueden utilizar tanto con uni
dades del SI como con las unidades de uso común en Estados Unidos.

Tabla 8.1. Valores aproximados 
de los coeficientes de fricción 
estática para superficies secas

Metal sobre metal 0.15-0.60
Metal sobre madera 0.20-0.60
Metal sobre piedra 0.30-0.70
Metal sobre cuero 0.30-0.60
Madera sobre madera 0.25-0.50
Madera sobre cuero 0.25-0.50
Piedra sobre piedra 0.40-0.70
Tierra sobre tierra 0.20-1.00
Hule sobre concreto 0.60-0.90

- *■»>

d) Movimiento 

Figura 8.2

Con base en la descripción que se expuso en los párrafos anterio
res es posible afirmar que pueden ocurrir cuatro situaciones diferen
tes cuando un cuerpo rígido está en contacto con una superficie hori
zontal:

1. Las fuerzas aplicadas sobre el cuerpo no tienden a moverlo a 
lo largo dc la superficie de contacto; por tanto, no hay fuerza 
de fricción (figura 8.2a).

2. Las fuerzas aplicadas tienden a mover al cuerpo a lo largo de la 
superficie de contacto pero no son lo suficientemente grandes 
para ponerlo en movimiento. La fuerza de fricción F  que se ha 
desarrollado puede encontrarse resolviendo las ecuaciones de 
equilibrio para el cuerpo. Como no hay evidencia de que F  ha 
alcanzado su valor máximo, no se puede utilizar la ecuación 
Fm = ¡jlsN para determinar la fuerza de fricción (figura 8.2b).

3. Las fuerzas aplicadas hacen que el cuerpo esté a punto de co
menzar a deslizarse, en este momento se dice que el movi
miento es inminente. La fuerza de fricción F  ha alcanzado su 
valor máximo F,„ y, junto con la fuerza normal N, equilibra las 
fuerzas aplicadas. Se pueden utilizar tanto las ecuaciones de 
equilibrio como la ecuación F,n =  fisN. También es necesario 
señalar que la fuerza de fricción tiene un sentido opuesto al 
sentido del movimiento inminente (figura 8.2c).

4. E l cuerpo se desliza bajo la acción de las fuerzas aplicadas y 
ya no se pueden aplicar las ecuaciones de equilibrio. Sin em
bargo, ahora F  es igual a F¿. y se puede utilizar la ecuación 
Fk — WfcN. El sentido de F*. es opuesto al sentido del movi
miento (figura 8.2d).

a) Sin fricción (P = 0)

b) Sin movimiento (Px < Fm)

c) Movimiento inminente ------- ► (?*



8.3. ÁNGULOS DE FRICCIÓN 8.3. Ángulos de fricción 417
Algunas veces es conveniente reemplazar la fuerza normal N y la fuer
za de fricción F  por su resultante R. Considere un bloque de peso W 
que descansa sobre una superficie horizontal plana. Si no se aplica una 
fuerza horizontal al bloque, la resultante R  se reduce a la fuerza nor
mal N (figura 8.3a). Sin embargo, si la fuerza aplicada P  tiene una com
ponente horizontal P r que tiende a mover el bloque, la fuerza R ten
drá una componente horizontal F  y, por tanto, formará un ángulo <p 
con la normal a la superficie (figura 8.3b). Si se incrementa P t hasta 
que el movimiento se vuelva inminente, el ángulo entre R y la vertical 
aumenta y alcanza un valor máximo (figura 8.3c). Este valor recibe el 
nombre de ángulo ele fricción estática y se representa con <f>s. Con ba
se en la geometría de la figura 8.3c, se observa que

Fm fiJHtan ©o =  —— = ------
N N

tan =  /x* (8.3)

Si en realidad llega a ocurrir el movimiento, la magnitud de la fuer
za de fricción decae a en forma similar, el ángulo </> entre R  y N 
decae a un valor menor , llamado ángulo de fricción cinética (figura 
8.3d). Con base en la geometría de la figura 8.3ri, se escribe

, , Fk l¿kNt a n f c - ¥ -  —

tan <f>k = ju* (8.4)

Se demostrará con otro ejemplo cómo el ángulo de fricción se pue
de utilizar con ventaja para el anáfisis de cierto tipo de problemas. Con
sidérese un bloque que descansa sobre una tabla y que está sujeto a 
las fuerzas correspondientes a su peso W y a la reacción R de la tabla. 
Se le puede dar a la tabla cualquier inclinación que se desee. Si la ta
bla permanece horizontal, la fuerza R ejercida por la tabla sobre el blo
que es perpendicular a la tabla y equilibra al peso W (figura 8.4a). Si 
se le da a la tabla un pequeño ángulo de inclinación 6, la fuerza R  se 
desviará de la perpendicular a la tabla por el mismo ángulo 6 y conti
nuará equilibrando a W (figura 8 ,4b); entonces, R tendrá una compo
nente normal N de magnitud N = W  cos 6 y una componente tangen
cial F  de magnitud F  = W  sen 9.

Si se continúa incrementando el ángulo de inclinación el movi
miento será inminente en poco tiempo. En ese momento, el ángulo

a) Sin fricción 

Figura 8.3

F = P X 

b) Sin movimiento c) Movimiento inminente ------- »- d) Movimiento ------- ►



418 Fricción

o) Sin fricción 

Figura 8.4
b) Sin movimiento

VY = W  eos 6 

''F m = W  sen 6 
9 = <¡>x = ángulo de reposo

c) Movimiento inminente d) Movimiento

Fotografía 8.1 El coeficiente de fricción estática 
entre un paquete y la banda transportadora 
inclinada debe ser lo suficientemente grande 
para permitir que los paquetes sean 
transportados sin resbalar.

entre R y la normal habrá alcanzado su valor máximo 4>s (figura 8.4c:). 
El valor del ángulo de inclinación correspondiente al movimiento in
minente recibe el nombre de ángulo de reposo. Obviamente, el ángu
lo de reposo es igual al ángulo de fricción estática (¡>rr Si se incremen
ta aún más el ángulo de inclinación 0, comienza el movimiento y el 
ángulo entre R  y la normal decae al valor menor (figura 8.4c/). La 
reacción R ya no es vertical y las fuerzas que actúan sobre el bloque 
están desequilibradas.

8.4. PROBLEMAS QUE INVOLUCRAN FRICCIÓN SECA

En muchas aplicaciones de ingeniería se encuentran problemas que in
volucran fricción seca. Algunos tratan con situaciones simples como la 
del bloque que se desliza sobre un plano, que se describió en la sec
ción anterior. Otros involucran situaciones más complicadas como en 
el problema resuelto 8.3; muchos tratan con la estabilidad de cuerpos 
rígidos en movimiento acelerado y serán estudiados en la parte de di
námica. Además, cierto número de máquinas v mecanismos comunes 
pueden analizarse aplicando las leyes de fricción seca. Estos incluyen 
cuñas, tomillos, chumaceras, cojinetes de empuje y transmisiones de 
banda, los cuales serán estudiados en las secciones siguientes.

Los métodos que deben utilizarse para resolver problemas que in
volucran fricción seca son los mismos que se emplearon en los capítu
los anteriores. Si un problema involucra sólo un movimiento de trasla
ción, sin que sea posible una rotación, usualmente se puede tratar al 
cuerpo bajo consideración como si fuera una partícula y, por tanto, se 
pueden usar los métodos del capítulo 2. Si el problema involucra una 
posible rotación, el cuerpo se debe considerar como un cuerpo rígido 
y se pueden emplear los métodos del capítulo 4. Si la estructura que 
se estudia está hecha de varias partes, se debe utilizar el principio de 
acción y reacción como se hizo en el capítulo 6.

Si actúan más de tres fuerzas sobre el cuerpo bajo ¡consideración 
(incluyendo las reacciones en las superficies de contacto), la reacción 
en cada superficie será representada por sus componentes N y F  y el 
problema se resolverá con las ecuaciones de equilibrio. Si sólo actúan 
tres fuerzas sobre el cuerpo considerado, puede ser más conveniente 
representar cada reacción por medio de la fuerza única R y resolver el 
problema dibujando un triángulo de fuerzas.

La mayoría de los problemas que involucran la fricción pertene
cen a uno de los siguientes tres grupos: en el prim er grupo de proble
mas todas las fuerzas aplicadas están dadas y los coeficientes de fric
ción se conocen; en estos casos, se desea determinar si el cuerpo 
considerado permanecerá en reposo o se deslizará. La fuerza de fric
ción F  requerida para mantener el equilibrio es desconocida (su mag-

= W  eos 6

W sen 6



nitud no es igual a ¿xsA7) y debe determinarse, junto con la fuerza nor
mal N, dibujando un diagrama de cuerpo libre y resolviendo las ecua
ciones de equilibrio (figura 8.5a). Después, se compara el valor encon
trado de la magnitud F dc la fuerza de fricción con el valor máximo 
Fm = /vY. Si F es menor o igual que Fm, el cuerpo permanecerá en 
reposo. Si el valor de F  encontrado es mayor que Fm no se puede man
tener el equilibrio y ocurre el movimiento; entonces, la magnitud real 
de la fuerza de fricción es F¿ = fí^N.

En los problemas del segundo grupo, todas las fuerzas aplicadas es
tán dadas v se sabe que el movimiento es inminente; se desea determinar 
el valor del coeficiente de fricción estática. Aquí, nuevamente se determi
na la fuerza de fricción y la fuerza normal dibujando un diagrama de cuer
po libre y resolviendo las ecuaciones de equilibrio (figura 8.5b). Como se 
sabe, el valor encontrado para F  es el valor máximo F„„ se puede encon
trar el coeficiente de fricción al escribir y resolver la ecuación Fm -  fj,sN.

En los problemas del tercer grupo se proporciona el coeficiente de 
fricción estática y se sabe que el movimiento en una dirección dada es 
inminente; se desea determinar la magnitud o la dirección de una de las 
fuerzas aplicadas. La fuerza de fricción se debe mostrar en el diagrama 
de cuerpo libre con un sentido opuesto al del movimiento inminente y 
con una magnitud F„, = p sN (figura 8.5c). Entonces se pueden escribir 
las ecuaciones de equilibrio y se puede determinar la fuerza deseada.

Como se señaló antes, cuando sólo están involucradas tres fuerzas 
puede ser más conveniente representar la reacción de la superficie por 
medio de una sola fuerza R y resolver el problema dibujando un trián
gulo de fuerzas. Una solución de este tipo se emplea en el problema re
suelto 8.2.

Cuando dos cuerpos A y B  están en contacto (figura 8.6«), las fuer
zas de fricción ejercidas, respectivamente, por A sobre B y por B sobre 
A son iguales y opuestas (tercera ley de Newton). Al dibujar el diagrama 
de cuerpo libre correspondiente a uno de los cuerpos es importante in
cluir la fuerza de fricción apropiada con su sentido correcto. Por tanto, 
siempre se debe tener presente la siguiente regla: el sentido de la fu er
za de fricción que actúa sobre A es opuesta al sentido del movimiento (o 
al del movimiento inminente) de A visto desde B (figura 8.6b).  ̂ El sen
tido de la fuerza de fricción que actúa sobre B se determina en forma si
milar (figura 8.6c). Observe que el movimiento de A visto desde B es un 
movimiento relativo. Por ejemplo, si el cuerpo A está fijo y el cuerpo B 
está en movimiento, el cuerpo A tendrá un movimiento relativo con res
pecto a B. Además, si tanto B como A se están moviendo hacia abajo pe
ro B se mueve máj> rápido que A, se observará que, visto desde B, el cuer
po A se mueve hacia arriba.

*Rn este sentido, es el mismo que el del movimiento de B visto desde A.

8.4. Problemas que involucran fricción seca 419
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PRO BLEM A RESUELTO 8.1

Como se muestra en la figura, una fuerza de 100 Ib actúa sobre un bloque 
de 300 Ib que está colocado sobre un plano inclinado. Los coeficientes de 
fricción entre el bloque y el plano son ¡jls = 0.25 y /u* = 0.20. Determine si 
el bloque está en equilibrio y encuentre el valor de la fuerza de fricción.

+/*2Fv = 0: 100 Ib 
F  = -8 0  Ib

|(300 Ib) -  F = 0
F  = 80 Ib/1

SOLUCIÓN

Fuerza requerida para m antener el equilibrio. Primero se deter
mina el valor de la fuerza de fricción requerida para mantener el equilibrio. 
Si F  está dirigida hacia abajo y hacia la izquierda, se dibuja el diagrama de 
cuerpo libre del bloque y se escribe

+\2,Fy = 0: N -  |(300 Ib) = 0
N = +240 Ib N = 240 lb\

La fuerza F requerida para mantener el equilibrio es una fuerza de 80 Ib di
rigida hacia arriba y hacia la derecha; por tanto, el bloque tiende a moverse 
hacia abajo a lo largo del plano.

Fuerza máxima dc fricción. La magnitud de la fuerza máxima de 
fricción que puede desarrollarse es

Fm = fi,N Fm = 0.25(240 Ib) = 60 Ib

Como el valor de la fuerza requerida para mantener el equilibrio (80 Ib) es 
mayor que el valor máximo que se puede obtener (60 Ib), no se mantendrá 
el equilibrio y el bloque se deslizará hacia abajo a lo largo del plano.

Valor real de la fuerza de fricción. La magnitud de la fuerza de 
fricción que realmente se tiene se determina de la siguiente forma:

^real — Fk ~ H-k̂
= 0.20(240 Ib) = 48 Ib

El sentido de esta fuerza es opuesto al sentido del movimiento; por tanto, la 
fuerza está dirigida hacia arriba y hacia la derecha:

Frral = 48 Ib/ <

Es necesario señalar que las fuerzas que actúan sobre el bloque no están en 
equilibrio; la resultante de dichas fuerzas es

(300 Ib) -  100 Ib -  48 Ib = 32 Ib/
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PROBLEM A RESUELTO 8.2

Dos fuerzas actúan sobre un bloque de apoyo como se muestra en la figura. 
Si se sabe que los coeficientes de fricción entre el bloque y el plano inclina
do son fi, = 0.35 y ju* = 0.25, determine: a) la fuerza P que se requiere pa
ra hacer que el movimiento del bloque hacia arriba a lo largo del plano in
clinado sea inminente, b) la fuerza de fricción cuando el bloque continúa 
moviéndose hacia arriba y c) la fuerza mínima P requerida para evitar que 
el bloque se deslice hacia abajo.

SOLUCIÓN

Diagrama dc cuerpo libre. Para cada uno de los incisos se dibuja 
un diagrama de cuerpo libre del bloque y un triángulo de fuerzas que inclu
ya la fuerza vertical de 800 N, la fuerza horizontal P y la fuerza R ejercida 
por el plano inclinado sobre el bloque. En cada uno de los casos considera
dos, se debe determinar la dirección de R. Es necesario señalar que como P 
es perpendicular a la fuerza de 800 N', el triángulo de fuerzas es un triángu
lo rectángulo, el cual puede resolverse de manera fácil para encontrar P. Sin 
embargo, en la mayoría de los problemas el triángulo de fuerzas será un trián
gulo oblicuo y deberá resolverse aplicando la ley de los senos.

a) Fuerza  P requerida para qu e el m ovimiento d el b loqu e hacia  
arriba  sea  inminente

b) Fuerza de fr icc ión  F  requ erida para  h acer  que el b loqu e se 
mueva hacia  arriba IIÉÉ

m m

c) Fuerza  P requ erida para que el b loqu e se deslice hacia  aba jo  
en fo rm a  inminente
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PRO BLEM A RESUELTO 8.3

La ménsula móvil que se muestra en la figura puede colocarse a cualquier al
tura a lo largo del tubo de 3 in. de diámetro. Si el coeficiente de fricción es
tática entre el tubo y la ménsula es de 0.25, determine la distancia mínima x a 
la cual se puede soportar la carga W, sin tomar en cuenta el peso de la mén
sula.

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre de 
la ménsula. Cuando W  se coloca a la distancia mínima x medida desde el eje 
del tubo, la ménsula está a punto de deslizarse y las fuerzas de fricción en A y 
fí han alcanzado sus valores máximos:

Fa = /vVA = 0.25Na 
Fb = n J JB = 0.25ATfl

Ecuaciones dc equilibrio

►2F* = 0:

+ t  2 F V = 0:

Na — 0 
A7b = Na

f a + f b - w  = o
0.25 Na + 0.25jVb = W

Así, como se ha encontrado que es igual a NA,

0.50jVa = W 
Na = 2 W

+12Mb = 0: Na(6 in.) -  FA(3 in.) -  W(x -  1.5 in.) = 0 
6Na -  3(0.25NA) -  Wx + 1.5W = 0 
6(2W) -  0.75(2W) -  Wx + 1.5W = 0

Al dividir entre W todos los ténninos de la ecuación ¡interior y resolver para x,



R E S O L U C I O N  DE P R O B L E M A S
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En esta lección se estudiaron y se aplicaron las leyes de fricción seca. Anteriormente, sólo 
se habían encontrado: a) superficies sin fricción que podían moverse libremente una con 
respecto a la otra y b) superficies rugosas que no permitían un movimiento relativo de una 
superficie con respecto a la otra.

A. Al resolver problem as que involucran fr icc ión  seca , se deben tomar en cuenta los 
siguientes puntos:

1. La reacción  R ejercida  p or  una superficie sobre un cuerpo libre  se puede des
componer en una componente normal N y una componente tangencial F. La componente 
tangencial se conoce como h  fuerza de fricción. Cuando un cuerpo está en contacto con 
una superficie fija, la dirección de la fuerza de fricción F  es opuesta a la dirección del mo
vimiento real o inminente del cuerpo.

a ) No ocurrirá movimiento  siempre y cuando F no exceda el valor máximo Fm = 
fLsN, donde fi, es el coeficiente de fricción estática.

b) O currirá movimiento si se requiere un valor de F mayor que Fm para mantener 
el equilibrio. A medida que ocurra el movimiento, el valor real de F  disminuye a Fk = /u*AiT, 
donde ¡xk es el coeficiente de fricción cinética [problema resuelto 8.1],

2. Cuando sólo están involucradas tres fu erzas  es preferible un enfoque alternativo 
para el análisis de la fricción [problema resuelto 8.2]. La reacción R se define por medio de 
su magnitud R y del ángulo <f> que se forma con la normal a la superficie. No ocurrirá mo
vimiento siempre y cuando c/> no exceda el valor máximo <£,, donde tan 4>s - ja,. Ocurrirá 
movimiento si se requiere un valor 4> mayor que 4>s para mantener el equilibrio y el valor 
real de 4¡ disminuirá a donde tan <pk = P-k-

3. Cuando dos cuerpos están en contacto  se debe determinar el sentido del movimien
to real o relativo inminente en el punto de contacto. Sobre cada uno de los dos cuerpos se 
debe mostrar una fuerza de fricción F  en una dirección opuesta a la dirección del movimien
to real o inminente del cuerpo visto desde el otro cuerpo.

tí. M étodos de solución. El primer paso para encontrar la solución consiste en dibujar un 
diagrama de cuerpo libre del cuerpo en consideración, descomponiendo la fuerza ejercida so
bre cada una de las superficies donde existe fricción en una componente normal N y en una 
fuerza de fricción F. Si están involucrados varios cuerpos, se debe dibujar un diagrama de cuer
po libre para cada uno de ellos representando y dirigiendo las fuerzas en cada superficie de 
contacto de la misma manera que se hizo cuando se analizaron armazones en el capítulo fi.

ios problemas que se deberán resolver en esta sección pueden pertenecer a una de las cin- 
>' co categorías siguientes:

1. Todas las fu erzas ap licadas y los coeficien tes de fr icc ión  son conocidos y se d ebe  
determ inar si e l equ ilibrio  se m antiene o  no. Obsérvese que en esta situación la fuerza 
de fricción es desconocida y no se puede suponer que es igual a p.sN.

a) Se d eben  escrib ir  las ecuaciones d e  equ ilibrio  para determ inar N y F.
b ) Se d eb e  calcu lar la fu erza  máxima de fr icc ión  perm isible, F„, = fi„N. Si F £  

Fm se mantiene el equilibrio. Si F >  Fm, ocurre el movimiento y la magnitud de la fuerza 
do fricción es F¡¿ — [problema resuelto 8.1],

2. Todas las fu erzas aplicadas son conocidas y se d eb e  encontrar el mínimo valor  
perm isible de f iH para  el cual se mantiene el equ ilibrio . Se debe suponer que el mo
vimiento es inminente y se debe determinar el valor correspondiente de fis.



a) Se d eben  escrib ir  las ecuaciones de equ ilibrio  para  determ inar N y F.
b ) Como el m ovim iento es inminente, F  = Fm. Se sustituyen los valores encontra

dos para N y F en la ecuación Fm = p,sN y se resuelve para \u,,.

3. El movimiento d el cuerpo es inminente y se conoce el va lor de fi,; se d eb e  en
contrar alguna cantidad desconocida, como una distancia, un ángulo, la magnitud de 
una fuerza o la dirección de una fuerza.

a) Se d ebe  suponer un posible movimiento del cuerpo  y, en el diagrama de cuerpo li
bre, dibujar la fuerza de fricción en dirección opuesta a la dirección del movimiento supuesto.

b) Com o e l movimiento es inminente, F  = Fm = /a„¡Y. Si se sustituye ¡xs por su va
lor conocido, se puede expresar F en términos de A7 en el diagrama de cuerpo libre, elimi
nándose de esta forma una incógnita.

c) Se d eben  escrib ir  y resolver las ecuaciones de equ ilibrio  para la  incógnita 
que se está buscando  [problema resuelto 8.3J.

4. E l sistema consiste de varios cuerpos y es posib le  más de un estado de movimiento 
inminente; se d eb e  determ inar una fu erza , una distancia o un coeficien te d e  fr icc ión  
para el cual e l movim iento es inminente.

a) Se cuenta el núm ero de incógnitas (fuerzas, ángulos, etc.) y el núm ero total 
de ecuaciones de equ ilibrio  independientes; la diferencia es igual a l número de su
perficies en las cuales el movimiento puede ser  inminente.

b) Se supone dónde es inminente el movim iento, y en los diagramas de cuerpo li
bre de los cuerpos en consideración, se dibujan las fuerzas de fricción en direcciones opues
tas al movimiento supuesto.

c) En aquellas superficies donde se supuso que el m ovim iento era  inminente, se 
estab lece F  =  F m =  fi„N.

d) Se escriben  y se resuelven las ecuaciones de equ ilibrio  para todas las in
cógnitas.

e) Se d eben  verificar las suposiciones calculando F  y Fm para las superficies 
donde se supuso qu e el movimiento no era  inminente. Si F <  Fm. la suposición fue co
rrecta; sin embargo, si F >  Fm, la suposición fue incorrecta y entonces es necesario hacer 
una nueva suposición acerca del movimiento inminente y repetir el proceso de solución. 
Siempre se debe incluir un enunciado de la suposición hecha y de la verificación asociada.

5. F.l movimiento inminente del cuerpo puede ser de deslizam iento o de inclina
ción con  respecto a  un punto dado ; se d eb e  encontrar una fu erza , tina distancia o  
un coeficien te de fr icc ión .

a) Se d eb e  suponer un posib le movimiento de deslizam iento del cuerpo y, en el 
diagram a de cuerpo libre, se d eb e  d ibu jar la  fu erza  o fu erzas de fr icc ión  en una di
rección  opuesta a la del movimiento supuesto.

b) Se deben  considerar en fo rm a  separada el deslizam iento y la  inclinación in
minentes.

i. Para e l deslizam iento inminente, F  — Fm = p HN. Se escriben las ecuaciones 
de equilibrio y se resuelven para las incógnitas requeridas.

ti. Para la inclinación inminente se supone qu e las reacciones externas, ex
cep to  las reacciones en el punto para  el cual se supuso que la inclinación era  
inminente, se reducen  a cero  en todos los apoyos. Para este caso, observe que F i= 
Fm y que la incógnita requerida se determina a partir de las ecuaciones de equilibrio.

Los problemas de esta sección requieren de un análisis cuidadoso, aquí se encuentran al
gunos de los problemas más difíciles en el curso de estática. Siempre se deben dibujar con 
cuidado los diagramas de cuerpo libre, prestando atención especial a las direcciones de las 
fuerzas de fricción. Cuando sea necesario suponer la dirección de la fuerza de fricción, una 
respuesta positiva implicará una suposición correcta, mientras que un resultado negativo im
plicará que la fuerza de fricción está dirigida en el sentido opuesto a la dirección supuesta. 
También es necesario considerar que las soluciones de algunos problemas se simplifican ya 
sea con las propiedades de los cuerpos sometidos a la acción de tres fuerzas [sección 4.7] o 
la geometría del sistema (por ejemplo el problema 8.23).



Problemasi

8.1 Si WA = 25 Ib y 0 = 30°, determine a) el valor mínimo de \VB para 
que el sistema esté en equilibrio, b) el valor máximo de WH para que el sis
tema esté en equilibrio.

Figura P8.1 y P8.2

8.2 Si WA - 40 lb, VV/j = 52 Ib y 0 = 25°, determine a) si el sistema 
está en equilibrio, b) la magnitud y dirección de la fuerza de fricción.

8.3 Determine si el bloque do 10 kg mostrado en la figura está en equi
librio, y encuentre la magnitud y la dirección de la fuerza de fricción cuan
do P = 40 Ny 0 = 20°.

8.4 Determine si el bloque de 10 kg mostrado en la figura está en equi
librio, v encuentre la magnitud y la dirección de la fuerza de fricción cuan
do P = 62.5 N y 0 = 15°.

8.5 Si 0 = 25°, determine el rango de valores de P para los cuales se 
mantiene el equilibrio.

8.6 Si el coeficiente de fricción estática entre el bloque de 20 kg y el 
plano inclinado es de 0.30, determine el valor mínimo de 0 para el cual el 
bloque se mantiene en equilibrio.

H, = 0.30 

f t  = 0.25

Figura P8.3, P8.4 y P8.5

Figura P8.6

8.7 Sin tomar en cuenta la masa del bloque, y sabiendo que el coefi
ciente de fricción estática entre el bloque y el plano inclinado es de 0.35, de
termine a) el valor mínimo de P para el cual el bloque se mantiene en equi
librio, b) el valor correspondiente de j8. Figura P8.7
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426 Fricción . 8.8 Si el coeficiente de fricción estática entre el bloque de 30 Ib y el
plano inclinado que se muestran en la figura es ¡jls = 0.25, determine a) el 
valor mínimo de P necesario para mantener al bloque en equilibrio, b) el va
lor correspondiente de ¡i.

8.9 Un bloque de 15 Ib está en reposo como indica la figura. Deter
mine el rango positivo de valores de 6 para los cuales el bloque se mantiene 
en equilibrio si a) 6 es menor a 90°, b) 6 tiene un valor entre 90 y 180°.

Figura P8.8

Figura P8.9

8.10 El bloque A de 20 Ib se sostiene de un cable como indica la fi
gura. La polea C está conectada por medio de un pequeño eslabón al blo
que E, el cual está en reposo sobre un riel horizontal. Si el coeficiente de 
fricción estática entre el bloque A y el riel es dc 0.35, y sin tomar en cuen
ta el peso del bloque E y la fricción en las poleas, determine el valor máxi
mo permisible de 0 si el sistema debe mantenerse en equilibrio.

8.11 y 8.12 Los coeficientes de fricción entre todas las superficies de 
contacto son /x, -  0.40 y p.f¡ = 0.30. Determine la fuerza P requerida para 
que ol bloque de 30 kg comience a moverse si el cable AB, a) se une como 
indica la figura, b) se retira.

Figura P8.11 Figura P8.12

8.13 El bloque A de 16 lh está unido al eslabón AC y descansa sobre el 
bloque B de 24 Ib. Si el coeficiente de fricción estática entre todas las super
ficies de contacto es de 0.20, y sin tomar en cuenta el peso del eslabón, deter
mine el valor de 6 para el cual el movimiento del bloque B es inminente.

Figura P8.13

Figura P8.14

8.14 El bloque A de 20 Ib y el bloque B de 40 Ib están en reposo so
bre un plano inclinado como se muestra en la figura. Si el coeficiente de fric
ción estática entre todas las superficies de contacto es de 0.25, determine el 
valor de 6 requerido para que se inicie el movimiento.



8.15 Un .cajón de embalaje de 40 kg de masa debe ser recorrido so- Problemas
bre el piso hacia la izquierda sin ladearse. Si el coeficiente de fricción está
tica entre el cajón y el piso es de 0.35, determine a) el valor máximo permi
sible de a, b) la magnitud correspondiente de la fuerza P.

Figura P8.15 y P8.16

8.16 Un cajón de embalaje de 40 kg de masa se jala por medio de una 
cuerda, como indica la figura. El coeficiente de fricción estática entre el ca
jón y el piso es de 0.35. Si a = 40°, determine a) la magnitud de la fuerza P 
requerida para que dé inicio el movimiento del cajón, b ) si con dicho movi
miento el cajón se ladea o se desliza.

8.17 En la figura se muestra un cilindro de peso W y radio r. Exprese 
en términos de W y r la magnitud del par máximo M  que puede aplicarse al 
cilindro sin que éste rote. Suponga que el coeficiente de fricción estática es 
de a) cero en A y 0.36 en B, b) 0.30 en A y 0.36 en B.

8.18 Un par con magnitud de 50 lb ■ ft se aplica sobre el tambor como 
indica la figura. Determine la fuerza mínima que debe ejercer el cilindro 
hidráulico para que el tambor no rote cuando el par aplicado se dirige a) en 
el mismo sentido que las manecillas del reloj, b) en sentido opuesto al de las 
manecillas del reloj.

Figura P8.17

Figura P8.18 y P8.19

8.19 El cilindro hidráulico mostrado en la figura ejerce una fuerza de 
600 lb dirigida hacia la derecha sobre el punto B. Determine el momento 
de la fuer/a de fricción respecto al ángulo del tambor cuando éste gira a) en 
el mismo sentido que las manecillas del reloj, h) en sentido opuesto al de las 
manecillas del reloj.

*8.20 Una cuerda está parcialmente unida alrededor de un cilindro de 
peso W y radio r que reposa sobre un plano inclinado, como indica la figura.
Si el coeficiente de fricción estática entre el cilindro y el plano inclinado es de 
0.35, encuentre a) el valor mínimo permisible de 6 si el cilindro debe perma
necer en equilibrio, b) el valor correspondiente de la tensión en la cuerda. Figura P8.20
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428 Fricción ■ 8.21 y 8.22 Una escalera AB de 6.5 m de longitud se apoya sobre la 
pared mostrada en la figura. Si el coeficiente de fricción estática ix„. es el 
mismo en ambas superficies de contacto, determine el valor mínimo de fis 
para que la escalera se mantenga en equilibrio.

I

f i

/
i

&
/•/

6 m

[■*—  2.5 m — »J 

Figura P8.22

8.23 El extremo A de la barra ligera y uniforme de longitud L y peso 
W mostrado en la figura se apoya sobre una superficie horizontal, mientras 
que su extremo B está sostenido mediante la cuerda BC de longitud L. Si el 
coeficiente de fricción estática es de 0.40, determine a) el valor de 0 re
querido para que se inicie el movimiento, b ) el valor correspondiente de la 
tensión en la cuerda.

8.24 En la figura se muestra una barra delgada de longitud L colocada 
entre la clavija C y la pared vertical, la cual sostiene una carga P en su ex
tremo A. Si 6 -  35° y el coeficiente de fricción estática es de 0.20 en B y C, 
determine el rango dc valores de la relación Lia para los cuales se mantiene 
el equilibrio.

8.25 La guillotina que muestra la figura se usa para cortar láminas para 
tarjetas de circuitos electrónicos. Si el coeficiente de fricción cinética entre 
la cuchilla y la guía vertical es de 0.20, determine la fuerza que ejerce el 
borde E de la cuchilla sobre la lámina.

2.5 mm 30 mm

Figura P8.25



8.26 Las componentes básicas de un dispositivo de sujeción son la ba
rra AB, la placa de fijación CD y la palanca EFG; las dimensiones de la ra
nura situada en CD son ligeramente más grandes que las de la sección trans
versal de AB. Para asegurar la abrazadera, se empuja AB contra la pieza de 
trabajo, y entonces se aplica la fuerza P. Si P = 40 lb e ignorando la fuerza 
de fricción entre la palanca y la placa, determine el mínimo valor permisible 
del coeficiente de fricción estática entre la barra y la placa.

8.27 Las tenazas de fricción que se muestran en la figura se usan pa
ra levantar una pieza fundida de 750 lb. Si h = 36 in., determine el valor mí
nimo permisible del coeficiente de fricción estática entre la pieza fundida y 
los bloques D y D'.

8.28 La abrazadera que se muestra en la figura es usada para levan
tar una placa de acero H con peso de 550 lb. Si la fuerza normal ejercida so
bre la leva de acero EG por el pemo D forma un ángido de 40° con la ho
rizontal, y sin tomar en cuenta la fuerza de fricción entre la leva y el pemo, 
determine el valor mínimo permisible del coeficiente de fricción estática en
tre la leva y la placa.

8.29 Un niño que tiene masa de 18 kg está sentado en el punto me
dio de los extremos de una mesa pequeña de 16 kg, como indica la figura. 
El coeficiente de fricción estática es de 0.20 entre los extremos de la mesa 
y el piso. Si un segundo niño empuja sobre el borde B de la parte alta de la 
mesa, en un punto directamente opuesto al primer niño, con una fuerza P 
perteneciente a un plano vertical paralelo a los extremos de la tabla y que 
tiene una magnitud de 66 N, determine el rango de valores de 6 para los 
cuales la mesa a) se volcará, b) resbalará.

Problemas

6.75 in.

h

i'2 in.

jL_

Figura P8.27

i’

0.9 in.

H

in.

Figura P8.28

Figura P8.29
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430 Fricción • *8.30 El mecanismo de tenazas de elevación que muestra la figura con
siste en uniones de cuatro barras y se utiliza para levantar una componente de 
máquina de 40 kg. Si LAB = 36 mm, determine el valor mínimo permisible del 
coeficiente de fricción estática entre la componente y las almohadillas de aga
rre cuando a) a  = 0, b )a  = 30°. (Sugerencia: Suponga que las líneas trazadas 
entre las pinzas A, C, G e  1 son verticales para todos los valores de a.)

|—  32 rnin 

Figura P8.30

8.31 La figura muestra un tubo de 60 mm de diámetro que se aprieta 
mediante una llave Stillson. Los segmentos AB y DE de la llave están unidos 
rígidamente entro sí, y el segmento CF está conectado mediante un pemo 
situado en D. Si la llave debe quedar autobloqueada al apretar el tubo, de
termine el coeficiente de fricción mínimo requerido en A y C.

8.32  Un panel de metal ligero se fija a dos mangas cortas cuyo diáme
tro interior mide 1 in., las mangas pueden deslizarse sobre la barra horizon
tal como indica la figura. Los coeficientes de fricción entre las mangas y la 
barra son de ¡xs = 0.40 y /x* = 0.30. Se utiliza una cuerda sujeta a la esqui
na C para mover el panel a lo largo de la barra. Si la cuerda se encuentra en 
el mismo plano vertical que el panel, determine el rango de valores de 0 pa
ra los cuales el panel podrá iniciar el movimiento hacia la derecha.

8.33 a) En el problema 8.32, suponga que la cuerda está sujeta al pun
to E a una distancia x = 4 in. de la esquina C. b) Determine el valor máxi
mo de x para el cual el panel puede moverse hacia la derecha.

8.34 y 8 .35  Un collarín B, de masa m y unido al resorte AB, puede 
moverse libremente a lo largo de la barra que muestra la figura. i,a constan
te del resorte es de 1.5 kN/m y éste se encuentra sin deformar cuando 0 = 0. 
Si el coeficiente de fricción estática entre la barra y el collarín es de 0.40, 
determino el rango de valores de m para los cuales el sistema se mantiene 
en equilibrio cuando 0 = 30°.

Figura P8.31

Figura P8.32

Figura P8.34 Figura P8.35



8.36 Si el coeficiente de fricción estática entre el collarín C y la barra 
horizontal se denota por medio de ¡ís, determine la magnitud máxima del 
par M para el cual se mantiene el equilibrio. Explique lo que sucede si 
¡i, > tan 6.

8.37 La barra AB reposa sobre las dos superficies en forma de cuarto 
de círculo que muestra la figura. Una fuerza P se aplica en el punto C, el 
cual está ubicado a una distancia a del extremo A. Sin tomar en cuenta el 
peso de la barra, y sabiendo que el coeficiente dc fricción estática entre la 
barra v cada una de las superficies es de 0.35. determine el valor mínimo de 
la razón a/L para el cual la barra se mantiene en equilibrio.

Problemas 431

Figura P8.37

8.38 El bloque A de 9 lb y el bloque fí de 6 Ib están conectados por 
medio de una barra delgada de masa insignificante. Si el coeficiente de fric
ción estática es de 0.40 entre todas las superficies de contacto, y si para la 
posición mostrada en la figura la barra permanece horizontal, determine el 
rango de valores de P para los cuales se mantiene el equilibrio.

8.39 En la figura se muestran dos barras conectadas en el punto fí por 
medio de un collarín. Un par MA con magnitud de 12 lb • ft so aplica sobre 
la barra AB. Si ¡xK = 0.30 entre el collarín y la barra AB, determine el par 
máximo M(; para el cual se mantiene el equilibrio.

Figura P8.36

Figura P8.38

Figura P8.40

■ 25 in.

- 20 in.

Figura P8.39

8.40 La guía A está atornillada al volante B en la ranura de horqueta 
CD. Sin tomar en cuenta la fricción en los cojinetes E y F y sabiendo que 
P = 8 Ib y = 0.25 entre la guía y la horqueta, determine a) el par máxi
mo MB para el cual se mantiene el equilibrio, b ) el par mínimo MB para el 
cual se mantiene el equilibrio.

8.41 La barra delgada AB de 12 lb está atornillada en A y descansa sobre 
el cilindro C de 36 lb. Si el diámetro del cilindro es de 12.5 in., y el coeficiente 
de fricción estática entre todas las superficies de contacto es de 0.35, determine 
la magnitud máxima de la fuerza P para la cual se mantiene el equilibrio. Figura P8.41



432 Fricción ■ 8.42 Las masas de los bloques A y C son de 2.4 y 6 kg, respectiva
mente. Si ixs = 0.50 entre el bloque A y el plano inclinado y /x, - 0.30 en
tre el bloque C y la superficie horizontal, determine a) el valor mínimo de 
la masa del bloque B para el cual los bloques se mantienen en equilibrio, 
h) el valor máximo de la masa del bloque B para el cual los bloques se 
mantienen en equilibrio.

Figura P8.42

8.43 Los bloques A, B y C que tienen los pesos mostrados en la figura, 
permanecen en reposo sobre un plano inclinado. Si el coeficiente de fricción 
estática entre todas las superficies de contacto se denota mediante /xy, de
termine el valor mínimo de /xv para el cual se mantiene el equilibrio.

Figura P8.43

8.44 Una barra delgada de acero de 9 in. de longitud se coloca den
tro de un tubo en la forma indicada por la figura. Si el coeficiente de fric
ción estática entre la barra y el tubo es de 0.20, determine el valor máximo 
do 0 para el cual la barra no cae dentro del tubo.

8.45 En la figura se muestran dos barras delgadas de peso insignifi
cante unidas mediante un pemo colocado en A y conectadas a los bloques B 
de 18 Ib y C de 80 Ib. Si el coeficiente de fricción estática es de 0.55 entre 
todas las superficies de contacto, determine el rango de valores de P para el 
cual se mantiene el equilibrio.

Figura P8.45

Figura P8.44



8.5. CUÑAS 8.6. Tornillos de rosca cuadrada

Las cuñas son máquinas simples que se utilizan para levantar grandes 
bloques de piedra y otras cargas pesadas. Estas cargas se pueden le
vantar aplicándole a la cuña una fuerza que es menor que el peso de 
la carga. Además, debido a la fricción entre las superficies en contac
to, una cuña con una forma apropiada permanecerá en su lugar des
pués que ha sido forzada bajo la carga. Por tanto, las cuñas se pueden 
utilizar para hacer pequeños ajustes en la posición de piezas pesadas 
de maquinaria.

Considere el bloque A mostrado en la figura 8.7a. Dicho bloque 
descansa sobre una pared vertical B y debe levantarse un poco forzan
do una cuña C entre el bloque A y una segunda cuña D. Se desea en
contrar el valor mínimo de la fuerza P que debe aplicarse a la cuña C 
para mover el bloque. Se supondrá que el peso W del bloque es cono
cido, ya sea en libras o determinado en newtons a partir de la masa del 
bloque expresada en kilogramos.

Los diagramas de cuerpo libre del bloque A y de la cuña C se han 
dibujado en la figura 8.7b y c. Las fuerzas que actúan sobre el bloque 
incluyen su peso y las fuerzas normal y de fricción en las superficies 
de contacto con la pared B y con la cuña C. Las magnitudes dc las fuer
zas de fricción F j y F 2 son iguales, respectivamente, a fisNi y ju-,j\72 
puesto que debe iniciarse el movimiento del bloque. Es importante 
mostrar las fuerzas de fricción con su sentido correcto. Puesto que el 
bloque se moverá hacia arriba, la fuerza F , ejercida por la pared sobre 
el bloque debe estar dirigida hacia abajo. Por otra parte, como la cu
ña C se mueve hacia la derecha, el movimiento relativo de A con res
pecto a C es hacia la izquierda y la fuerza F 2 ejercida por C sobre A 
debe estar dirigida hacia la derecha.

Ahora, considerando al cuerpo libre C en la figura 8.7c, se obser
va que las fuerzas que actúan sobre C incluyen la fuerza aplicada P y 
a las fuerzas normales y de fricción en las superficies de contacto con 
A y con D. El peso de la cuña es pequeño en comparación con las otras 
fuerzas que están involucradas y, por tanto, puede no tomarse en cuen
ta. Las fuerzas ejercidas por A sobre C son iguales y opuestas a las fuer
zas N-2 y F 2 ejercidas por C sobre A y se representan, respectivamen
te, por — N2 y — F 2; por tanto, la fuerza de fricción — F 2 debe estar 
dirigida hacia la izquierda. Se puede comprobar que la fuerza F 3 ejer
cida por D también está dirigida hacia la izquierda.

El número total de incógnitas involucradas en los dos diagramas del 
cuerpo libre pueden reducirse a cuatro si las fuerzas de fricción se ex
presan en términos de las fuerzas normales. Expresar que el bloque A y 
la cuña C están en equilibrio proporcionará cuatro ecuaciones que pue
den resolverse para obtener la magnitud de P. Se debe señalar que en 
este ejemplo es más conveniente reemplazar cada par de fuerzas normal 
y de fricción por su resultante. Entonces, cada cuerpo libre está some
tido a tres fuerzas y el problema se puede resolver dibujando los trián
gulos de fuerzas correspondientes (véase problema resuelto 8.4).

8.6. TORNILLOS DE ROSCA CUADRADA

Los tomillos de rosca cuadrada se utilizan en gatos, prensas y otros 
mecanismos. Su estudio es similar al análisis de un bloque que se des
liza a lo largo de un plano inclinado.

En el gato mostrado en la figura 8.8 el tomillo soporta una carga W y 
está apoyado en la base del gato. El contacto entre el tomillo y la base ocu-

«)

Fo = ftsjV2

Fotografía 8.2 Como se muestra en la 
fotografía, las cuñas se emplean para partir 
troncos de árbol porque las fuerzas normales 
ejercidas por las cuñas sobre la madera son 
mucho más grandes que las fuerzas requeridas 
para insertarlas en el tronco.

o)
Figura 8.7
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Corona

Tomillo

Soporte

Figura 8.8

rre a lo largo de una porción dc sus roscas. Si se aplica una fuerza P sobre 
el mango, se puede hacer que el tornillo gire y levante a la carga W.

La rosca de la base ha sido desenvuelta y se muestra como una lí
nea recta en la figura 8.9a. La pendiente correcta de la línea recta se 
obtuvo al representar de manera horizontal el producto 2irr, donde r 
es el radio promedio de la rosca y verticalmente el avance L  del tomi
llo, esto es, la distancia a través de la cual avanza el tomillo en una vuel
ta. El ángulo 6 que esta línea forma con la horizontal es el ángulo de 
avance. Como la fuerza dc fricción entre dos superficies en contacto 
no depende del área de contacto, se puede suponer que el área de con
tacto entre las dos roscas es menor que su valor real y, por tanto, pue
de representarse al tomillo por medio del bloque que se muestra en la 
figura 8.9a. Sin embargo, es necesario señalar que en este análisis del 
gato no se toma en cuenta la fricción entre la corona y el tomillo.

El diagrama dc cuerpo libre del bloque debe incluir la carga W, la 
reacción R de la rosca de la base y la fuerza horizontal Q que tiene el 
mismo efecto que la fuerza P ejercida sobre el mango. La fuerza Q de
be tener el mismo momento que P alrededor del eje del tomillo y, por 
tanto, su magnitud debe ser Q = Pa/r. De esta forma, se puede obte
ner la fuerza Q y, por consiguiente, la fuerza P requerida para levan
tar a la carga W, a partir del diagrama de cuerpo libre mostrado en la 
figura 8.9a. El ángulo de fricción se toma igual a (fi, puesto que se pre
sume que la carga será levantada a través de una serie de golpes pe
queños sucesivos. En los mecanismos que proporcionan una rotación 
continua de un tornillo, puede ser deseable distinguir entre la fuerza 
requerida para comenzar el movimiento (utilice <f>s) y la fuerza reque
rida para mantener el movimiento (utilice </>,).

a) Movimiento inminente hacia arriba

Figura 8.9 Análisis de un tornillo como 
un bloque y un plano inclinado.

b ) Movimiento inminente hacia abajo con tp, > 8 c) Movimiento inminente hacia abajo con <¡>s < 6

Si el ángulo de fricción 4>.s es mayor que el ángulo de avance 0, se 
dice que el tornillo es autobloqueante; el tomillo permanecerá en su 
lugar bajo la acción de la carga. Entonces, para bajar la carga, se debe 
aplicar la fuerza mostrada en la figura 8.9h. Si <f)s es menor que 0, el 
tomillo descenderá bajo la acción de la carga; entonces es necesario 
aplicar la fuerza mostrada en la figura 8.96- para mantener el equilibrio.

El avance dc un tornillo no se debe confundir con su paso. El avan
ce se definió como la distancia a través de la cual avanza el tornillo en 
una vuelta; el paso es la distancia medida entre dos roscas consecutivas. 
A pesar de que el avance y el paso son iguales en el caso de tornillos dc 
rosca simple, serán diferentes en el caso de tomillos de rosca múltiple, 
esto es, tornillos que tienen varias roscas independientes. Se puede com
probar fácilmente que para tomillos de rosca doble el avance es el do
ble del paso; para tomillos de rosca triple, el avance es el triple del paso 
v así de manera sucesiva.



PRO BLEM A RESUELTO 8.4

La posición del bloque B de una máquina se ajusta moviendo la cuña A. Si 
el coeficiente de fricción estática entre todas las superficies de contacto es
0.35, determine la fuerza P requerida para a) levantar al bloque B y b) ba
jar al bloque B.

w m m m m m m  ¡m
SOLUCION

Para cada uno de los incisos del problema se dibujan los diagramas de cuer
po libre del bloque B v de la cuña A con los triángulos de fuerza correspon
dientes y se emplea la ley de los senos para encontrar las fuerzas deseadas, 
Se observa que como fxs = 0.35, el ángulo de fricción es

400 Ib

4(X) Ib

a) Fuerza P requerida para levantar el blo
que

Diagrama de cuerpo libre: Bloque fí

fli _  4001b 
sen 109.3° sen 43.4°

Ri = 549 Ib

Diagrama de cuerpo libre: Cuña A

P_______ 549 Ib
sen 46.6° sen 70.7°

P = 423 Ib P = 423 lb<— *

27.3°

549IIV

400 Ib

b) Fuerza P requerida para bajar el bloque 

Diagrama de cuerpo libre: Bloque B

_  400 Ib
sen 70.7° sen 98.0° 

fí, = 381 Ib

400 11>!

Diagrama de cuerpo libre: Cuña A

P_______ 381 Ib
sen 30.6° sen 70.7°

P = 206 Ib P = 206 IbY  11.3°
T\lim  !l)
K )T  19.3° + 11.3” 

= 30.6°
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PRO BLEM A RESUELTO 8.5
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Q = S kN
4 mm

Q = S kK

4 mm

16.7°

- 2 ttr  = l()*7r m m ------

, -  8 = 9.4°

Si

Una prensa se utiliza para mantener juntas dos piezas de madera, como se 
muestra en la figura. La prensa tiene una rosca cuadrada doble cuyo diámetro 
medio es igual a 10 mm y cuyo paso es de 2 mm. El coeficiente de fricción en
tre las roscas es = 0.30. Si se aplica un momento torsional máximo de 
40 N • m al apretar la prensa, determine: a) la fuerza ejercida sobre las piezas 
de madera y h) el momento torsional requerido para aflojar la prensa.

SOLUCIÓN

a) Fuerza ejercida por la prensa. El radio promedio del tomillo es 
r = 5 mm. Como el tomillo es de rosca doble, el avance L  es igual al doble 
del paso: L = 2(2 mm) = 4 mm. El ángulo de avance 0 y el ángulo de fric
ción <f>.5 se obtienen escribiendo

íÉll
¡P

tan 0
L

2nr
4 mm 

107r mm = 0.1273

tan <f>s = /i, = 0.30

6 = 7.3° 

&  = 16.7°

La fuerza Q que debe aplicarse al bloque que representa al tomillo se ob
tiene expresando que su momento Qr con respecto al eje del tomillo es igual 
al momento torsional aplicado.

Q(5 inm) = 40 N • m 
_  40 N • m 

5 mm
40 N • m 

5 X 10~3 m = 8 000 N = 8 kN

Ahora se pueden dibujar el diagrama de cuerpo libre y el triángulo de fuerzas 
correspondiente para el bloque; la magnitud de la fuerza W  ejercida sobre 
las piezas de madera se obtiene resolviendo el triángulo.

W =
8kN

tan (0 + <j>s) tan 24.0°
W = 17.97 kN <

b) Momento torsional requerido para aflojar la prensa. La
fuerza Q requerida para aflojar la prensa y el momento torsional correspon
diente se obtienen a partir del diagrama de cuerpo libre y del triángulo de 
fuerzas mostrados.

Q = W tan (4>, - 0) = (17.97 kN) tan 9.4°
= 2.975 kN

Momento torsional = Qr = (2.975 kN)(5 mm)
= (2.975 X  103 N)(5 X  10-3 m) = 14.87 N • m 

Momento torsional = 14.87 N • m A
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R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En esta lección se aprendió a aplicar las leyes de fricción para la solución de pro
blemas que involucran cuñas y tomillos de rosca cuadrada.

1. C uñas. Cuando se resuelve un problema que involucra una cuña se debe tener 
presente lo siguiente:

a) P rim ero se d ib u ja  un d iagram a d e  cu erp o  lib re  d e  la  cuña y d e  to
dos los dem ás cu erp os in volucrados. Se debe observar con cuidado el sentido 
del movimiento relativo de todas las superficies de contacto y se debe mostrar ca
da una de las fuerzas de fricción actuando en dirección opuesta a la dirección del 
movimiento relativo.

b) Se d e b e  m ostrar la  fu e r z a  d e  fr ic c ió n  estática  m áxim a  F m en cada una 
de las superficies si la cuña va a ser insertada o removida, puesto que el movimiento 
será inminente en cada uno de estos casos.

c) L a  reacc ión  R y el ángu lo d e fr ic c ió n  se pueden utilizar en muchas apli
caciones en lugar de la fuerza normal y la fuerza de fricción. Entonces, se pueden 
dibujar uno o más triángulos de fuerzas y determinar las cantidades desconocidas, 
ya sea gráficamente o por medio de la trigonometría [problema resuelto 8.4],

2. T om illos d e  rosco cu ad rad a .  El análisis de tomillos de rosca cuadrada es 
equivalente al análisis de un bloque que se desliza sobre un plano inclinado. Para 
dibujar el plano inclinado correcto, se debe desenrollar la rosca del tomillo y re
presentarla por una línea recta [problema resuelto 8.5], Cuando se resuelve un pro
blema que involucra un tomillo de rosca cuadrada, se debe tomar en consideración 
lo siguiente:

o) No con fu n d ir e l p aso  d e  un to m illo  con  el av an ce de un to m illo .  El
paso de un tomillo es la distancia entre dos roscas consecutivas mientras que el 
avance de un tomillo es la distancia que avanza el tomillo en una vuelta completa. 
El avance y el paso son iguales sólo en tomillos de rosca simple. En un tomillo de 
rosca doble, el avance es el doble del paso.

b) E l m om ento torsion a l r eq u er id o  p a ra  a p re ta r  un torn illo  es d iferen te  
a l m om ento torsional req u er id o  p a ra  a flo ja r lo . Además, los tomillos que se uti
lizan en gatos y prensas usualmente son autobloqueantes; esto es, el tornillo per
manecerá estacionario mientras no se le aplique un momento torsional y es nece
sario que éste se aplique sobre el tomillo para poder aflojarlo [problema resuelto 
8.5],



Problemas

8.46 y 8.47 En la figura se muestran dos cuñas de 8o y peso insigni
ficante que se usan para mover y colocar en posición un bloque de 530 Ib. 
Si el coeficiente de fricción estática en todas las superficies de contacto es 
dc 0.40, determine la magnitud de la fuerza P que debe ser aplicada para 
iniciar el movimiento del bloque.

Figura P8.46 Figura P8.47

8.48 Una masa de 18 kg cuelga de una palanca apoyada contra una 
cuña de 10° en el punto A y que se sostiene sin fricción mediante un pemo 
colocado en C. Si el coeficiente de fricción estática es de 0.25 en ambas su
perficies de la cuña y para la posición mostrada el resorte se estira 1(M) mm, 
determine a) la magnitud de la fuerza P para la cual el movimiento de la
cuña es inminente, b) las componentes de la reacción correspondiente en C.

Figura P8.48
8.49 Resuelva el problema 8.48 suponiendo que la fuerza P está di

rigida hacia la izquierda.

8.50 y 8.51 Como indica la figura, la altura del extremo de la viga de 
acero que se sostiene por medio del piso de concreto se ajusta mediante las 
cuñas K y F. La base de la placa CD se suelda al patín inferior de la viga y 
la reacción sobre el extremo dc la misma es de 90 kN. El coeficiente de fric
ción estática entre las superficies de acero es de 0.30, y entre el concreto y 
el acero es de 0.60. Si el movimiento horizontal de la viga se evita al aplicar 
la fuerza Q, determine a) la fuerza P requerida para levantar la viga, b) la 
fuerza Q correspondiente.



8.52 y 8.53 En la figura se muestra una cuña A de 16° y peso in
significante que está colocada entre dos bloques B y C de 175 lb, los cuales 
descansan sobre planos inclinados. Si el coeficiente de fricción estática es de 
0.40, tanto entre la cuña y los bloques como entre el bloque C y el plano in
clinado, determine la magnitud de la fuerza P requerida para que la cuña se 
empiece a mover cuando el coeficiente de fricción estática entre el bloque 
tí y el plano inclinado es de a) 0.40, b) 0.60.

Problemas 439

Figura P8.52 Figura P8.53

8.54 En la figura se muestra que, para nivelar una plataforma de made
ra, se colocaron las cuñas de madera Ay B bajo una esquina de la plataforma. 
La cuña B descansa sobre una tabla de madera, como se indica, y se utiliza una 
abrazadera para aplicar fuerzas iguales y opuestas a las cuñas. Si 0 = 18° y el 
coeficiente de fricción estática entre todas las superficies de madera es de 0.35 
y de 0.60 entre la tabla y el suelo, determine la magnitud P de las fuerzas de 
sujeción para la que la plataforma inicia un movimiento hacia arriba.

8.55 En la figura se muestra que, para nivelar una plataforma de 
madera, se colocaron las cuñas de madera A y B bajo una esquina de la 
plataforma, y la cuña B descansa sobre una tabla de madera. Si el coeficiente 
de fricción estática entre todas las superficies do madera es de 0.35, y de 0.60 
entre la tabla y el suelo, determine el valor máximo del ángulo 0 do la cuña 
para el cual el sistema permanecerá en equilibrio después de que las fuerzas 
de sujeción P y — P sean retiradas.

8.56 Una cuña de 12° se coloca bajo el extremo B del cuarto de cilin
dro de 250 lb que muestra la figura. Si el coeficiente de fricción estática es de
0.35 entre la cuña y el cilindro, y de 0.50 entre la cuña y el piso, determine la 
magnitud de la fuerza P requerida para iniciar el movimiento de la cuña.

Figura P8.56

8.57 Un desarmador pequeño es utilizado para separar los dos anillos 
de un aro circular. El ángulo de cuña de la hoja del desarmador es de 16° y 
el coeficiente de fricción estática entre los anillos y la hoja es de 0.12. Si se 
requirió una fuerza P con magnitud de 3.5 N para insertar el desarmador 
hasta la posición de equilibrio que muestra la figura, determine la magnitud 
de las fuerzas ejercidas sobre el aro por el desarmador inmediatamente des
pués de que la fuerza P es retirada.

Figura P8.54 y P8.55

Figura P8.57
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Figura P8.59

8.58 En la figura se muestra una cufia cónica situada entre dos placas 
horizontales que se mueven lentamente una hacia la otra. Indique lo que le 
pasará a la cuña si a) /u, = 0.20, b) - 0.30.

8.59 Una cuña de 6o se introduce en el extremo de un mango de hacha 
para fijar el mango a la cabeza del hacha como indica la figura. El coeficiente 
dc fricción estática entre la cuña y el mango es de 0.35. Si se requirió una 
fuerza P de 60 Ib para insertar la cuña hasta la posición de equilibrio mostrada, 
determine la magnitud de las fuer/as ejercidas sobre el mango por la cuña 
después de retirar la fuerza P.

8.60 Una cuña de 10° se introduce a la fuerza por debajo de un cilin
dro de 80 kg como indica la figura. Si el coeficiente de fricción estática en
tre todas las superficies es dc 0.25, determine la fuerza P requerida para 
mover la cuña.

Figura P8.60 y P8.61

8.61 Una cuña de 10° se introduce a la fuerza por debajo de un cilin
dro dc 80 kg como indica la figura. Si el coeficiente de fricción estática en
tre el cilindro y la pared vertical es de 0.30, determine el coeficiente míni
mo de fricción estática requerido entre la cuña y el cilindro para que ocurra 
deslizamiento en B.

Figura P8.58

8.62 En la figura se muestran algunas bolsas de semilla para césped 
que están apiladas sobre una plancha do madera. Para mover la plancha se 
coloca una cuña de 9o por debajo del extremo A. Si el peso de las semillas 
se puede representar mediante las cargas distribuidas indicadas en la figura, 
y el coeficiente de fricción estática os dc 0.45 entre todas las superficies de 
contacto, «) determine la fuerza P requerida para iniciar el movimiento 
de la cuña, b) indique si la plancha se deslizará sobre el piso.

S ft

Figura P8.62

Figura P8.64

8.63 Resuelva el problema 8.62 suponiendo que la cuña se coloca de
bajo de la plancha en el punto B, en lugar dc en A.

*8.64 El bloque A de 10 kg se apoya contra el bloque B de 50 kg en 
la forma que indica la figura. El coeficiente de fricción estática ¡j.x es el mismo 
entre los bloques A y B y entre el bloque B y el piso, mientras que la fric
ción entre el bloque A y la pared se puede ignorar. Si P — 150 N, determine 
el valor de ju, requerido para que se inicie el movimiento.

Resuelva el problema 8.64 suponiendo que /xs es el coeficiente 
de fricción estática entre todas las superficies de contacto.



8.66 Obtenga las siguientes fórmulas que relacionan la carga W v la 
fuerza P ejercida sobre el mango del gato estudiado en la sección 8.6. a) P = 
(Wr/a) tan (6 + <(>,), para levantar la carga: b) P = (\Vr/a) tan (<f>s. — 6), pa
ra bajar la carga si el tornillo es autobloqueante; c) P = {Wr/a) tan (0 — <j>s), 
para sostener la carga si el tomillo no es autobloqueante.

8.67  El engrane sinfín de rosca cuadrada que muestra la figura tiene 
radio medio do 1.5 in. y avance de 0.375 in. El engrane más grande está 
sometido a un par de torsión constante de 7.2 kips • in., en el misino sentido 
que las manecillas del reloj. Si el coeficiente dc fricción estática entre los dos 
engranes es de 0.12, determine el par de torsión requerido en el eje AB para 
que el engrane más grande pueda rotar en sentido contrario al de las maneci
llas del reloj. No tome en cuenta la fricción de los cojinetes en A, B y C.

2 kips • in.
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Figura P8.67

8.68 En el problema 8.67, determine el par de torsión que debe apli
carse al eje AB para que el engrane más grande pueda rotar en el mismo 
sentido que las manecillas del reloj.

8.69 Los pernos de alta resistencia se emplean comúnmente en la cons
trucción de muchas estructuras de acero. Si la tensión mínima requerida en un 
pemo de 1 in. de diámetro nominal es de 47.25 kips, y suponiendo que el coe
ficiente de fricción estática es de 0.35, determine el par de torsión requerido 
en el perno y en la tuerca mostrados en la figura. El diámetro medio de la ros
ca del perno es de 0.94 in., y su avance de 0.125 in. No tome en cuenta la fric
ción entre la tuerca y la arandela y suponga que el pemo es de rosca cuadrada.

8.70 La posición del gato mecánico para automóvil mostrado en la fi
gura se controla mediante el tomillo ABC de rosca sencilla colocado en sus ex
tremos (rosca derecha en A y rosca izquierda en C). Cada rosca tiene un paso 
de 2 mm y diámetro medio de 7.5 mm. Si el coeficiente de fricción estática 
es de 0.15, determine la magnitud del par M que debe aplicarse para levantar 
el automóvil.

8.71 Para el gato del problema 8.70, determine la magnitud del par 
M que debe aplicarse para bajar el automóvil.

8.72 La prensa de tornillo que se muestra en la figura consta de dos 
miembros conectados por dos tomillos de rosca doble con radio medio de 6 
mm y separación de 2 mm. El elemento más bajo está enroscado en A y B 
(¡Xa = 0.35), pero el elemento superior no está enroscado. Se desean aplicar 
dos fuerzas iguales y opuestas de 540 N sobre los bloques sostenidos entre 
las quijadas. Determine a) cuál rosca debe ajustarse primero, b ) el par má
ximo a ser aplicado para ajustar la segunda rosca.

8.73 Resuelva el inciso b) del problema 8.72 suponiendo que la tuer
ca equivocada se ajusta primero.

Figura P8.69

i 4 kN

Figura P8.70

-*-120 mm

Figura P8.72



8.74 En la figura se muestra un sistema de extracción de engranes en 
el cual el tomillo AB de rosca cuadrada tiene un radio medio de 0.9375 in. 
y un avance de 0.25 in. Si el coeficiente de fricción estática es de 0.10, de
termine el par de torsión que debe aplicarse al tomillo para generar una fuer
za de 1 000 Ib sobre el engrane. No tome en cuenta la fricción en el extre
mo A del tomillo.

Figura P8.74

*8.7. CHUMACERAS. FRICCIÓN EN EJES

Las chumaceras se utilizan para proporcionar soporte lateral a flechas y 
ejes en rotación. Los cojinetes de empuje, que se estudiarán en la si
guiente sección, se usan para proporcionarle soporte axial a las flechas y 
a los ejes. Si la chumacera está totalmente lubricada, la resistencia por 
fricción depende de la velocidad de rotación, del juego entre el eje v la 
chumacera, v de la viscosidad del lubricante. Como se indicó en la sec- 
ción 8.1, los problemas de este tipo se estudian en la mecánica de flui
dos. Sin embargo, los métodos de este capítulo pueden aplicarse al 
estudio de la fricción en ejes cuando la chumacera no está lubricada o 
sólo se lubrica parcialmente. Entonces, se puede suponer que el eje v la 
chumacera están en contacto directo a lo largo de una sola línea recta.

Considere dos ruedas, cada una de peso W, las cuales están monta
das rígidamente sobre un eje soportado de manera simétrica por dos chu
maceras (figura 8.10a). Si las ruedas giran, se encuentra que, para man
tenerlas rotando a una velocidad constante, es necesario aplicarle a cada 
una un par M. El diagrama de cuerpo libre de la figura 8.10c representa 
la proyección de una de las ruedas v de la mitad del eje correspondiente 
sobre un plano perpendicular al eje. Las fuerzas que actúan sobre el cuer
po libre incluyen el peso W de la rueda, el par M requerido para mante
ner su movimiento, y una fuerza R que representa la reacción de la chu
macera. Esta última fuerza es vertical, igual y opuesta a W, pero no pasa 
por el centro O del eje; R está localizada a la derecha de O a una distan
cia tal que su momento respecto a O equilibra el momento M del par. 
Por tanto, el contacto entre el eje y la chumacera no ocurre en el punto 
A más bajo cuando el eje está girando. El contacto ocurre en el punto B 
(figura 8.106) o, mejor dicho, a lo largo de una línea recta que interseca 
al plano de la figura en el punto B. Físicamente, esto se explica por el he
cho de que, cuando las ruedas se ponen en movimiento, el eje “se eleva” 
en la chumacera hasta que ocurre un deslizamiento. Después de resba
larse un poco hacia atrás, el eje queda más o menos en la posición mos
trada. Esta posición es tal que el ángulo entre la reacción R y la normal 
a la superficie del cojinete es igual al ángulo de fricción cinética <f>*- Por 
tanto, la distancia desde O hasta la línea de acción de R es igual a r sen
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b)

c) d)
Figura 8.10

donde r  es el radio del eje. Si se escribe que SMo = 0 para las fuerzas 
que actúan sobre el cuerpo libre considerado, se obtiene la magnitud del 
par M requerido para vencer la resistencia por fricción de una de las 
chumaceras:

M = Rr sen 4>k (8.5)

Observe que para valores pequeños del ángulo de fricción, sen 4>k se pue
de reemplazar por tan esto es, por fxk, se escribe la fórmula aproxi
mada

(8.6)

En la solución de ciertos problemas puede ser más conveniente hacer 
que la línea de acción de R pase a través de O, como lo hace cuando el 
eje no está girando. Entonces, se debe agregar a la reacción R un par —M 
de la misma magnitud que el par M pero de sentido opuesto (figura
8.10d), dicho par representa la resistencia por fricción de la chumacera.

En caso de que se prefiera una solución gráfica, la línea de acción 
de R se puede dibujar fácilmente (figura 8.10e) si se observa que ésta 
debe ser tangente a un círculo que tiene su centro en O y cuyo radio 
está dado por

rf  =  r  sen <f>k »  r/i* (8.7)

Dicho círculo recibe el nombre de airado de fricción  del eje y la chu
macera y es independiente de las condiciones de carga del eje.

e)



444 Fricción *8.8. COJINETES DE EMPUJE. FRICCIÓN EN DISCOS

Para proporcionarle soporte axial a las flechas y a los ejes que giran se 
utilizan dos tipos de cojinetes de empuje: 1) cojinetes de tope o fron 
tales y 2) cojinetes de collar o radiales (figura 8.11). En el caso de los 
cojinetes de collar se desarrollan fuerzas de fricción entre las dos áreas 
en forma dc anillo que están en contacto. En el caso de los cojinetes 
de tope la fricción ocurre sobre áreas circulares completas o sobre áreas 
en forma de anillo cuando el extremo de la flecha es hueco. La fric
ción entre áreas circulares, denominada/ncción en discos, también ocu
rre en otros mecanismos como los embragues de disco.

a) Cojinete de tope b) Cojinete de collar

Figura 8.11 Cojinetes de empuje.

Para obtener una fórmula que sea válida en el caso más general de 
fricción en discos, considere una flecha hueca que está girando. Un par 
M mantiene la flecha girando a una velocidad constante mientras que 
una fuerza P la mantiene en contacto con un cojinete fijo (figura 8.12).

Figura 8.12

El contacto entre la flecha y el cojinete ocurre sobre un área en forma 
de anillo que tiene un radio interior Ri y un radio exterior R2. Supo
niendo que la presión entre las dos superficies en contacto es unifor
me, se encuentra que la magnitud de la fuerza normal AN ejercida so
bre un elemento de área AA está dada por A N =  P A A/A, donde A = 
7t(RÍ -  fíf) y que la magnitud de la fuerza de fricción AF que actúa 
sobre A A es A F  = /x* AA7. Si se representa con r la distancia desde el 
eje de la flecha hasta el elemento de área AA, se expresa la magnitud 
AM del momento de AF con respecto al eje de la flecha de la siguien
te forma:

* w . _ r ^ P  A A
A M =  r A F  = ----------------

7T(«I -  Rf)
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do a ésta sea igual en magnitud a la suma de los momentos de las fuer
zas de fricción AF. Reemplazando A A por el elemento infinitesimal 
dA = r  dd d r  que se utiliza con las coordenadas polares e integrando 
sobre el área de contacto se obtiene la siguiente expresión para la mag
nitud del par M que se requiere para vencer la resistencia por fricción 
del cojinete:

- t i  i )  AliKRS

f i ( * t  -  R¡) de
tt(RÍ -  RÍ) J0 

M =  (8-8)n 2 ti 1

Cuando el contacto ocurre sobre un círculo completo de radio R, 
la fórmula (8.8) se reduce a

M = f jnkPR (8.9)

Entonces el valor de M es el mismo que el que se hubiera obtenido si 
el contacto entre la flecha y el cojinete hubiera ocurrido en un solo 
punto localizado a una distancia de 2R/3  desde el eje de la flecha.

El momento torsional máximo que puede ser transmitido por un 
embrague de disco sin causar deslizamiento está dado por una fórmu
la similar a la ecuación (8.9), donde se reemplaza por el coeficien
te de fricción estática ¡xs.

‘8.9. FRICCION EN RUEDAS. RESISTENCIA 
A LA RODADURA O RODAMIENTO

La rueda es uno de los inventos más importantes de nuestra civiliza
ción. Su uso hace que sea posible mover cargas pesadas con un esfuer
zo relativamente pequeño. Debido a que el punto de la rueda que 
está en contacto con el suelo en cualquier instante no tiene un movi
miento relativo con respecto del suelo, la rueda elimina las grandes 
fuerzas de fricción que se presentarían si la carga estuviera en contac
to directo con el suelo. Sin embargo, existe cierta resistencia al movi
miento de la rueda. Dicha resistencia tiene dos causas distintas: 1) El 
efecto combinado de la fricción en el eje y de la fricción en el aro y 2) 
el hecho de que la rueda y el suelo se deforman, ocasionando que el 
contacto entre la rueda y el suelo ocurra sobre una cierta área en lu
gar de ocurrir en un solo punto.

Para comprender mejor la primera causa de resistencia al movi
miento de una rueda, considérese un vagón de ferrocarril que está so
portado por ocho ruedas que están montadas en ejes y cojinetes. Se 
supone que el vagón se está moviendo hacia la derecha a una veloci
dad constante a lo largo de una vía horizontal recta. El diagrama de 
cuerpo libre de una de las ruedas se muestra en la figura 8.13a. Las 
fuerzas que actúan sobre el diagrama de cuerpo libre incluyen la car-
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b) Rueda libre

ga W soportada por la rueda y la reacción normal N de la vía. Como 
W está dibujada a través del centro O del eje, la resistencia por fric
ción del cojinete debe representarse con un par M que tiene un sen
tido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj (véase sec
ción 8.7). Para mantener al cuerpo en equilibrio, se deben agregar 
dos fuerzas iguales y opuestas P y F, las cuales forman un par con un 
sentido a favor del movimiento de las manecillas del reloj que tiene 
un momento —M. La fuerza F  es la fuerza de fricción ejercida por 
la vía sobre la rueda y P representa la fuerza que debe aplicarse a la 
rueda para que ésta se mantenga rodando a velocidad constante. Ob
serve que las fuerzas P y F  no existirían en el caso de que no hubie
ra fricción entre la rueda y la vía. Entonces, el par M que represen
ta la fricción en el eje sería igual a cero; por tanto, la rueda se deslizaría 
sobre la vía sin girar en su cojinete.

El par M y las fuerzas P y F  también se reducen a cero cuando 
no existe fricción en el eje. Por ejemplo, una rueda que no está sos
tenida por cojinetes y que rueda libremente a una velocidad constan
te sobre un piso horizontal (figura 8.13/?) estará sujeta únicamente a 
dos fuerzas: su propio peso W y la reacción normal N del piso. Sin 
importar cuál sea el valor del coeficiente de fricción entre la rueda v 
el piso, no actuará una fuerza de fricción sobre la rueda. Por tanto, 
una rueda que gira libremente sobre una superficie horizontal debe
ría continuar rodando indefinidamente.

Sin embargo, la experiencia indica que la rueda irá disminuyen
do su velocidad hasta detenerse. Lo anterior se debe al segundo tipo 
de resistencia mencionado al principio de esta sección, el cual se co
noce como la resistencia a la rodadura. Bajo la acción de la carga W, 
tanto la rueda como el piso se deforman ligeramente y ocasiona que 
el contacto entre la rueda y el piso ocurra sobre cierta área. La evi
dencia experimental muestra que la resultante de las fuerzas ejerci
das por el piso sobre la meda a lo largo de dicha área es una fuerza 
R aplicada en un punto B, el cual no está localizado directamente por 
debajo del centro O de la rueda, sino que se encuentra ligeramente 
hacia el frente de la rueda (figura 8.13c). Para equilibrar el momen
to de W con respecto a B y para mantener a la rueda rodando a ve
locidad constante, es necesario aplicar una fuerza horizontal P en el 
centro de la rueda. Si se escribe = 0, se obtiene

c) Resistencia a la rodadura 

Figura 8.13 Pr = Wb (8.10)

donde r = radio de la rueda
b  = distancia horizontal entre O y B

La distancia b recibe el nombre de coeficiente de resistencia a la 
rodadura. Es necesario señalar que b no es un coeficiente adimen- 
sional puesto que representa una longitud; por lo general, se expre
sa a b  en pulgadas o en milímetros. El valor de b  depende de varios 
parámetros en forma que aún no se ha establecido claramente. Los 
valores del coeficiente de resistencia a la rodadura varían desde al
rededor de 0.01 in. o 0.25 mm para una rueda de acero en un riel 
de acero hasta 5.0 in. o 125 mm para la misma rueda sobre un piso 
blando.

Efecto de la fricción en ejes
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PRO BLEM A RESUELTO 8.6

Una polea que tiene un diámetro de 4 in. puede rotar alrededor de una fle
cha fija que tiene un diámetro de 2 in. El coeficiente de fricción estática en
tre la polea y la flecha es de 0.20. Determine: a) la fuerza vertical mínima P 
requerida para comenzar a levantar una carga de 500 Ib, b) la fuerza verti
cal mínima P requerida para sostener la carga y c) la fuerza horizontal míni
ma P requerida para comenzar a levantar la misma carga.

P P P P f

SOLUCION

a) Fuerza vertical P requerida para comenzar a levantar la carga.
Cuando las fuerzas en ambas partes de la cuerda son iguales, el contacto en
tre la flecha v la polea ocurre en A. Cuando se incrementa la fuerza P, la 
polea gira ligeramente alrededor de la flecha y el contacto ocurre en B. Se 
dibuja el diagrama de cuerpo libre de la polea cuando el movimiento es in
minente. La distancia perpendicular desde el centro O de la polea hasta la 
línea de acción de R es

rf= r sen <¿s ~ r/¿, »y ~  (1 in.)0.20 = 0.20 in.

Sumando momentos con respecto a B, se escribe

+1 = 0: (2.20 in.)(500 Ib) -  (1.80 in,)P = 0
P = 611 Ib P = 611 Ib 4 4

b) Fuerza vertical P para sostener la carga. A medida que la fuer
za P disminuye, la polea gira alrededor de la flecha y el contacto ocurre en
C. Considerando la polea como un cuerpo libre y sumando momentos con 
respecto a C, se escribe

+"¡ EMC = 0: (1.80 in.)(500 Ib) -  (2.20 in.)P = 0
P = 409 Ib P = 409 Ib i  4

c) Fuerza horizontal P para comenzar a levantar la carga. Como 
las tres fuerzas W, P y R no son paralelas, éstas deben ser concurrentes. Por 
tanto, la dirección de R se determina a partir del hecho de que su línea de 
acción debe pasar a través del punto de intersección D de las líneas de ac
ción de W y P y debe ser tangente al círculo de fricción. Si recordamos que 
el radio del círculo de fricción es rt = 0.20 in., se escribe

i®*?!

A partir del triángulo de fuerzas, se obtiene

P = W cot (45° - 6) = (500 Ib) cot 40.9' 
= 577 Ib P

■

fifi



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En esta lección se aprendieron varias aplicaciones de ingeniería adicionales de las leyes 
de fricción.

1. Chumaceras y fricción en ejes. En las chumaceras la reacción no pasa a través 
del centro de la flecha o eje que está siendo soportado. La distancia desde el centro de 
la flecha o eje hasta la línea de acción de la reacción (figura 8.10) está definida por la 
ecuación

ry = r sen 4>k »  rp.k 

si existe movimiento, v por la ecuación

ry - r  sen <f>s ~  r/x5

si el movimiento es inminente.

Cuando ya se ha detenninado la línea dc acción de la reacción, se puede dibujar un 
diagrama de cuerpo libre y utilizar las ecuaciones de equilibrio correspondientes para 
completar la solución [problema resuelto 8.6]. En algunos problemas es útil observar 
que la línea de acción de la reacción debe ser tangente a un círculo de radio ry ~  r¡xk, 
o rf ~  r/*,. que se conoce como el círculo de fricción  [problema resuelto 8.6, inciso c)]. 
Es importante recordar que las reacciones siempre se oponen a la acción o impiden la 
rotación del eje o la flecha.

2. Cojinetes de empuje y fricción en discos. En un cojinete de empuje la magni
tud del par requerido para vencer a la resistencia por fricción es igual a la suma de los 
momentos de \as fuerzas de fricción cinética ejercidas sobre los elementos del extremo 
de la flecha [ecuaciones (8.8) y (8.9)].

Un ejemplo de fricción en discos es el embrague de disco. Éste se analiza de la misma 
forma que un cojinete de empuje, con la diferencia de que para determinar el momento 
torsional máximo que se puede transmitir, debe calcularse la suma de los momentos de 
las fuerzas de fricción estática máximas ejercidas sobre el disco.

3. Fricción en ruedas y resistencia a la rodadura. Se vio que la resistencia a la 
rodadura de una rueda es ocasionada por deformaciones tanto de la rueda como del 
suelo. La línea de acción de la reacción R del suelo sobre la rueda interseca al suelo a 
una distancia horizontal b  a partir del centro de la rueda. La distancia b se conoce como 
el coeficiente de resistencia a la rodadura y se expresa en pulgadas o milímetros.

4. En problemas que involucran tanto resistencia a la rodadura como fricción 
en ejes, el diagrama de cuerpo libre debe mostrar que la línea de acción de la reacción 
R del suelo sobre la rueda es tangente al círculo de fricción del eje e interseca al suelo 
a una distancia horizontal a partir del centro de la rueda que es igual al coeficiente de 
resistencia a la rodadura.

H é H
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Problemas

8.75 Un caldero de metal caliente y su contenido tienen masa de 50 
Mg. Si el coeficiente de fricción estática entre los ganchos y el pifión es de 
0.30, determine la tensión que se requiere en el cable AB para iniciar la in
clinación del caldero.

8.76 y 8.77 Un montacargas de 10 in. de diámetro se utiliza para ele
var o bajar una carga de 160 Ib. El montacargas está apoyado en dos cojine
tes poco lubricados de 3 in. de diámetro. Si el coeficiente do fricción estáti
ca entre el perno y los cojinetes es de 0.50, determine la magnitud de la 
fuerza P requerida para iniciar la elevación de la carga.

•360 111111

Figura P8.75

Ib

Figura P8.77 y P8.79
Figura P8.76 y P8.78

8.78 y 8.79 Un montacargas de 10 in. de diámetro se utiliza para ele
var o bajar una carga de 160 Ib. El montacargas está apoyado en dos cojine
tes poco lubricados de 3 in. de diámetro. Si el coeficiente de fricción estáti
ca entre el eje y los cojinetes es de 0.50, determine la magnitud de la fuerza 
P mínima requerida para mantener el equilibrio.

8.80 Una palanca de control, ABC, se adapta holgadamente a un eje 
de 18 mm de diámetro en el soporte B. Si para iniciar la rotación de la palanca 
en el mismo sentido de las manecillas del reloj P = 130 N, determine a) el 
coeficiente de fricción estática entre el eje y la palanca, h) la magnitud de la 
fuerza P requerida para iniciar la rotación de la palanca en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj.

Figura P8.80



8.81 El bloque y el polipasto mostrados en la figura se emplean para 
levantar una carga de 600 N. Cada una de las poleas de 60 mm de diámetro 
rota sobre un eje de 10 mm de diámetro. Si el coeficiente de fricción cinética 
es de 0.20, determine la tensión en cada tramo de la cuerda conforme la 
carga se eleva lentamente.

8.82 El bloque y el polipasto mostrados en la figura se emplean para 
levantar una carga de 600 N. Cada una de las poleas de 60 mm de diámetro 
rota sobre un eje de 10 mm de diámetro. Si el coeficiente de fricción ciné
tica es de 0.20, determine la tensión en cada tramo de la cuerda conforme 
la carga se baja lentamente.

8.83 El arreglo de eslabón mostrado en la figura se emplea frecuen
temente en los puentes de las carreteras para pennitir la expansión de los 
elementos causada por los cambios de temperatura. El coeficiente de fric
ción estática en cada uno de los pernos A yBde 3 in. de diámetro es de 0.20. 
Si la componente vertical de la fuerza ejercida por BC sobre el eslabón es 
de 50 kips, determine a) la fuerza horizontal que debe aplicarse sobre la vi
ga BC para que el eslabón comience a moverse, k) el ángulo que la fuerza 
resultante ejercida por la viga BC sobre el eslabón forma con la vertical.

C

Figura P8.83

8.84 y 8.85 En la figura se muestra el montaje de una pluma que cons
ta de la pluma ABC de 24 kg v del contrapeso D de 66 kg, el cual está unido 
al eje B de 24 mm de diámetro que se adapta holgadamente a un cojinete 
fijo. Si el coeficiente de fricción estática entre el eje y el cojinete es de 0.20, 
determine la magnitud de la fuerza P necesaria para que se inicie la rotación 
de la pluma en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

8.86 y 8.87  En la figura se muestra el montaje de una pluma que 
consta de la pluma ABC de 24 kg y del contrapeso D de 66 kg, el cual está 
unido al eje B de 24 mm de diámetro que se adapta holgadamente a un co
jinete fijo. Si el coeficiente de fricción estática entre el eje y el cojinete es 
de 0.20, determine la magnitud de la fuerza P necesaria para que se inicie 
la rotación de la pluma en el mismo sentido de las manecillas del reloj.

8.88 En la figura se muestra un cajón de 500 lb que descansa sobre un 
carrito, el cual tiene cuatro ruedas de 5 in. de diámetro con ejes de 0.5 in. de 
diámetro. Si los coeficientes de fricción son fi, = 0.12 y /a* = 0.08, determi
ne la magnitud de la fuerza horizontal P requerida para a) iniciar el movimien
to del carrito, b) mantener el movimiento del carrito a una velocidad constan
te. No tome en cuenta la resistencia a la rodadura entre las ruedas y el piso.



8.89 Una patineta está diseñada para descender con velocidad cons
tante sobre una superficie inclinada al 3 por ciento. Si el coeficiente de fric
ción cinética entre los ejes es de 25 mm de diámetro v los cojinetes es de 
0.12, determine el diámetro que deben tener las ruedas. No tome en cuen
ta la resistencia a la rodadura entre las ruedas y el suelo.

Problemas

Figura P8.89

8.90 En la figura se muestra una pulidora de pisos eléctrica de 10.1 
Ib de peso y 7 in. de diámetro. El coeficiente de fricción cinética es de 0.60 
entre la almohadilla de la pulidora y la superficie que se está puliendo. Si la 
fuerza normal por unidad de área entre la almohadilla y el piso se distribuye 
uniformemente, determine la magnitud Q de las fuer/as horizontales re
queridas para evitar que la pulidora se mueva.

Figura P8.90

8.91 El pivote del asiento de una silla de escritorio consiste en la placa 
de acero A que sostiene al asiento, en el eje de acero sólido B que está sol
dado en A y gira libremente en el elemento tubular C, y en el cojinete de 
nylon D. Si al sentarse una persona de 80 kg el peso W actúa directamente 
encima del pivote, determine la magnitud del par M necesario para que ini
cie la rotación del asiento cuando el coeficiente de fricción estática entre el 
elemento tubular y el cojinete es de 0.15.

*8.92 Como las superficies dc los ejes y los cojinetes sufren desgaste, la 
resistencia por fricción disminuye en las chumaceras. En forma general, se su
pone que el desgaste es directamente proporcional a la distancia recorrida por 
cualquier punto dado del eje y, en consecuencia, a la distancia r desde el pun
to al centro del eje. Entonces, si la fuerza normal por unidad de área es inver
samente proporcional a r, demuestre que la magnitud M del par requerido pa
ra contrarrestar la resistencia por fricción de uno de los extremos desgastados 
del cojinete (con contacto en toda el área circular) es igual al 75 por ciento del 
valor dado en la fórmula (8.9) para un cojinete nuevo.

*8.93 Suponga que los cojinetes se desgastan como se indica en el pro
blema 8.92, y demuestre que la magnitud M del par requerido para contra
rrestar la resistencia por fricción de un cojinete de collarín desgastado es:

M = -^■^P(ñ1 + R2)

donde P = magnitud de la fuerza axial total 
R¡, R2 = radios interno y externo del collarín

*8.94 Si la presión entre las superficies de contacto es uniforme, de
muestre que la magnitud M del par requerido para contrarrestar la resisten
cia por fricción del cojinete cónico mostrado en la figura es:

. . 2  j^P_ R¡ -  fi?
3 sen 0 R\ -  R?

Figura P8.91

Figura P8.94
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Figura P8.96

8.95 Resuelva el problema 8.90 suponiendo que la fuerza normal por 
unidad de área entre la almohadilla y el piso varía linealmente desde un va
lor máximo en el centro hasta cero en la circunferencia de la almohadilla.

8.96 Como indica la figura, la base de una máquina de una tonelada 
se mueve sobre el piso de concreto mediante una serie de tubos de acoro dc 
5 in. de diámetro exterior. Si el coeficiente de resistencia a la rodadura en
tre los tubos y la base es de 0.025 in., y entre los tubos y el piso de concre
to es de 0.0625 in., determine la magnitud de la fuerza P requerida para mo
ver lentamente la base a lo largo del piso.

8.97 Si un disco de 120 mm de diámetro rueda con velocidad constan
te hacia abajo sobre una superficie inclinada al 2 por ciento, determine el co
eficiente de resistencia a la rodadura entre el disco y el plano inclinado.

8.98 Determine la fuerza horizontal requerida para mover un auto
móvil de 1 Mg con velocidad constante a lo largo de una carretera horizon
tal si sus llantas tienen 460 mm de diámetro. No tome en cuenta ninguna 
forma de fricción excepto la resistencia a la rodadura, y suponga que el coe
ficiente de resistencia a la rodadura es de 1 mm.

8.99 Resuelva el problema 8.88 incluyendo el efecto de un coeficiente 
de resistencia a la rodadura de 0.25 in.

8.100 Resuelva el problema 8.89 incluyendo el efecto de un coefi
ciente de resistencia a la rodadura de 1.75 mm.

P P’ 8.10. FRICCION EN BANDAS

Figura 8.14

Considere una banda plana que pasa sobre un tambor cilindrico fijo 
(figura 8 .14«). Se desea determinar la relación que existe entre los va
lores Ti y T2 de la tensión presente en las dos partes de la banda cuan
do ésta se encuentra a punto de deslizarse hacia la derecha.

Un pequeño elemento PP' que abarca un ángulo A6 se separa de 
la banda. Si la tensión presente en P se denota con T y con T + AT la 
tensión en P' puede trazarse el diagrama de cuerpo libre del elemen
to de la banda (figura 8.14¿). Además de las dos fuerzas de tensión, las 
fuerzas que actúan sobre el cuerpo libre son la componente normal 
AN de la reacción del tambor y la fuerza de fricción AF. Como se su
pone que el movimiento es inminente, se tiene AF = ¡xx AN. Es nece
sario señalar que si se hace que A6 se aproxime a cero, las magnitudes 
AN y AF y la diferencia AT entre la tensión en P y la tensión en P', 
también tenderán a cero; sin embargo, el valor T de la tensión 
en P continuará sin alterar. Esta observación ayuda a comprender la 
selección de notación que se ha hecho.

Al seleccionar los ejes coordenados que se muestran en la figura 
8.14h se escriben las ecuaciones de equilibrio para el elemento PP':

A0 Ad
2 F , = 0: (T +  AT) eos —-----T cos —------ ¡xxAN = 0 (8.11)

Ad A8
EFy = 0: AN -  {T + AT) sen —  -  T sen —  = 0 (8.12)

¿A —



Al resolver la ecuación (8.12) para AN y sustituir la ecuación (8.11), se 
obtiene la siguiente ecuación después de realizar simplificaciones

8.10. Fricción en bandas 453

AT eos — ixs(2T + AT) sen =  0
A 'A

Ahora se dividen ambos términos entre A0. En el caso del primer tér
mino, esto se hace dividiendo AT entre A6. La división del segundo 
término se lleva a cabo dividiendo entre 2 los términos que están en
tre paréntesis y dividiendo al seno entre A6/2. Así se escribe

A r Ae  /„ , AT\  sen(A0/2) „

« ‘“ i ' T i j i r ' 0

Si ahora se hace que A0 se aproxime a 0, el coseno tiende a 1 y, como 
se señaló anteriormente, AT/2 tiende a cero. Además, de acuerdo con 
un lema que se deriva en todos los libros de cálculo, el cociente de sen 
(A0/2) sobre A0/2 tiende a 1. Como el límite de AT/A6 es por defi
nición igual a la derivada dT/dO, se escribe 

dT  „  dT—  -  ¡i,T  = 0 —  = físdd

Ahora se integrarán ambos miembros de la última ecuación desde Pi 
hasta Po (figura 8.14a). En Pu se tiene que 6 = 0 y que T = Ti; en P2> 
se tiene que Q = ¡3 y que T = T2. Así, integrando entre estos Límites, 
se escribe

f 
■'Ti i

r7'2 dT (fi
’Ti

ln T2 — ln Ti = fx,x¡3

u, observando que el lado izquierdo es igual al logaritmo natural del 
cociente de T2 y Ti,

ln ~  = fij3 (8.13)
I 1:;ur: ....

Esta relación también se puede escribir de la siguiente forma

(8.14)

Las fórmulas que se han derivado se pueden aplicar tanto a problemas 
que involucran bandas planas que pasan sobre tambores cilindricos fi
jos como a problemas que involucran cuerdas enrolladas alrededor de 
un poste o de un cabrestante. Además, dichas fórmulas también pue
den utilizarse para resolver problemas que involucran frenos de ban
da. En este tipo de problemas, el cilindro es el que está a punto de gi
rar mientras que la banda permanece fija. Por otra parte, las fórmulas 
también pueden aplicarse en problemas que involucran transmisiones 
de banda.

Fotografía 8.3 Al enrollar la cuerda alrededor 
del bolardo, la fuerza ejercida por el trabajador 
para controlar la cuerda es menor que la tensión 
en la porción tirante de la cuerda.



454 Fricción , En estos problemas giran tanto la polea como la banda, entonces, se
desea determinar si la banda se deslizará, esto es, si la banda se moverá 
con respecto a la polea.

Las fórmulas (8.13) y (8.14) sólo deben utilizarse si la banda, la 
cuerda o el freno están a punto de deslizarse. Se utilizará la fórmula
(8.14) si se desea determinar 7'( o T2; se preferirá la fórmula (8.13) si 
se desea determinar el valor de pbs o si se desea determinar el ángulo 
de contacto j3. Es necesario señalar que T2 siempre es mayor que Ti; 
por tanto, T2 representa la tensión en aquella parte qu éja la , mientras 
(pie T] es la tensión en aquella parte que resiste. También se debe men
cionar que el ángulo de contacto /3 debe expresarse en radianes. El án
gulo /3 puede ser mayor que 277; por ejemplo, si una cuerda está en
rollada n veces alrededor dc un poste, /3 será igual a 2-7rn.

Si la banda, la cuerda o el freno están deslizándose, deben uti
lizarse fórmulas similares a las ecuaciones (8.13) y (8.14) pero que in
volucren el coeficiente de fricción cinética /u*. Si la banda, la cuerda o 
el freno no están deslizándose y tampoco están a punto de deslizarse, 
no se pueden utilizar las fórmulas mencionadas antes.

Las bandas que se utilizan en las transmisiones por lo general tie
nen forma en V. En la banda en V que se muestra en la figura 8.15a 
el contacto entro esta y la polea ocurre a lo largo de los lados de la ra-

Fotografía 8.4 Las grandes fuerzas normales y 
de fricción sobre los lados inclinados de la banda 
en V incrementan la potencia que puede ser 
transmitida antes de que ocurra deslizamiento.

nura. Dibujando el diagrama dc cuerpo libre de un elemento de la ban
da (figura 8.15fo y c), se puede obtener la relación que existe entre los 
valores Tj y T¿ de la tensión en las dos partes de la banda cuando és
ta está a punto dc deslizarse. De esta forma se derivan fórmulas simi
lares a las ecuaciones (8.11) y (8.12), pero ahora la magnitud de la fuer
za de fricción total que actúa sobre el elemento es igual a 2 áF , y la 
suma de las componentes y de las fuerzas nomáes es a 2 ¡XN. 
sen (a/2). Procediendo de la misma forma en la que se hizo antes, se 
obtiene

Jn ~  = - J á T r ñ  (8‘15)i i sen (a/2)

2AjV sen “  

c)

R  = ê /s«n (a/2) (816)
Fi



PRO BLEM A RESUELTO 8.7

Un cable de remolque lanzado desde un barco a un muelle se enrolla dos vuel
tas completas alrededor de un bolardo o noray. La tensión en el cable es de 
7 500 N, que ejerce una fuerza de 150 N sobre el extremo libre del cable, un 
trabajador del muelle apenas puede evitar que el cable se deslice; determine:
a) el coeficiente de fricción entre el cable y el bolardo o noray, y b ) la tensión 
en el cable que podría ser resistida por la fuerza de 150 N si el cable estuvie
ra enrollado tres vueltas completas alrededor del bolardo o noray.

SOLUCIÓN
a) Coeficiente de fricción. Como el deslizamiento del cable es in

minente, se usa la ecuación (8.13):

ln ~  = ¡xfi
11

Como el cable está enrollado dos vueltas completas alrededor del bolardo, 
se tiene que

^ = 2(2ir rad) = 12.57 rad 
Tx = 150 N T2 = 7 500 N

Por tanto,

Ti

^(12.57 rad) = ln ‘ = ln 50 = 3.91
150 N

fis = 0.311 /liv =  0 .311 4

b ) Cable enrollado tres vueltas completas alrededor del bolar
do. Con el valor de ixs obtenido en el inciso a) de este problema, ahora se 
tiene que

/3 = 3(2ir rad) = 18.85 rad 
Ti = 150 N ¡x, = 0.311

Sustituyendo estos valores en la ecuación (8.14) se obtiene

I I  =

150 N
2__  _  e <0.311)(18.85) _  ,,5.862 _ 351.5

T2 = 52 725 N

T» = 52.7 kN <
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Una banda plana conecta una polea A que mueve una máquina herramien
ta, con una polea B, la cual está unida a la flecha de un motor eléctrico. Los 
coeficientes de fricción entre ambas poleas y la banda son fis = 0.25 y M/t =
0.20. Si se sabe que la tensión máxima permisible en la banda es de 600 lb, 
determine el momento torsional máximo que puede ejercer la banda sobre 
la polea A.

m m m m
« * SOLUCION

Debido a que la resistencia al deslizamiento depende tanto del ángulo de 
contacto ¡3 entre la polea v la banda como del coeficiente de fricción estática 
/a, y puesto que /xs. es el mismo para ambas poleas, el deslizamiento ocurrirá 
primero en la polea B, para la cual j3 es menor.

¡ á s s & s

600 lb.Polea B. Con el uso de la ecuación 
y B ~ 120° = 2ir/3 rad, se escribe

T , = 600 ll>
600 lb ,0.25{2ir/3) 1.688

6001b 355.4 lb

¡S lli
ÍP É

í i

Polea A. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre de la polea A. El par 
M.4 se aplica a la polea por la máquina herramienta a la cual está unida la 
polea y es igual y opuesto al momento torsional ejercido por la banda. Así se 
escribe¡¡¡¡8 iT,2 = 6(X) I!)

Ma -  (6(K) lb)(8 in.) + (355.4 lb)(8 in.) = 0
M a = 1 957 lb • in. MA = 163.1 lb ■ ft

T, ,355.4 II)

Nota. Se puede comprobar que la banda no se desliza sobre la polea 
A calculando el valor de /i., requerido para evitar el deslizamiento en A y ve
rificando que éste es menor que el valor real de ¡xs. A partir de la ecuación 
(8.13) se tiene que

„ . T2 , 6001b
3 5 5 ^ - 0 .,24

y, como ¡3 = 240° = 47r/3 rad,

0.125 <0.250.524

$ § g G r a « « B I



R E S O L U C I Ó N  PE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En la sección anterior se aprendió acerca de la fricción en bandas. Los problemas que se 
tendrán que resolver incluyen bandas que pasan sobre tambores fijos, frenos de banda en 
los cuales el tambor gira mientras que la banda permanece fija y transmisiones de banda.

1. Los problem as que involucran fr icc ión  en bandas  pertenecen a una de las dos ca
tegorías siguientes:

a) Problem as en los cuales el deslizam iento es inminente. En estos casos puede 
utilizarse una de las siguientes fórmulas que involucran al coeficiente de fricción estática

ln ^  (8.13)
11

o

b) Problem as en los que ya ocurre el deslizam iento. I>as fórmulas que deben uti
lizarse se pueden obtener a partir de las ecuaciones (8.13) y (8.14) reemplazando jii, por el 
coeficiente de fricción cinética ¿c*.

2. Cuando se com ience a resolver un problem a de fr icc ión  en bandas , es necesario 
recordar lo siguiente:

a) El ángulo fi d eb e  estar expresado en radianes. En un problema que involucra 
una banda y un tambor, éste es el ángulo subtendido en el arco del tambor sobre el cual 
está enrollada la banda.

b) La tensión más grande siem pre se representa con  T2 y la tensión más p e 
queña con T i.

c) L a tensión más grande ocurre en el extremo de la banda que está en la d i
rección d el movim iento, o del movimiento inminente de la banda con respecto al tambor. 
También se puede determinar la dirección de la tensión más larga recordando que la fuer
za de acción en la banda y en la tensión más grande es siempre opuesta.

3. En cada  uno de los problem as que deberán  resolverse, tres de las cuatro canti
dades Ti, T2, j3 y (o fiic) serán proporcionadas como dato o se podrán encontrar fácil
mente y, entonces, se deberá resolver la ecuación apropiada para encontrar la cuarta canti
dad. En esta sección se encontrarán dos tipos de problemas:

a) Si e l deslizam iento es inminente, se d eb e  encontrar el valor de entre la 
banda y el tam bor: con base en los datos proporcionados, se determinan Ti, T2 y /3; en
tonces se sustituyen dichos valores en la ecuación (8.13) y se resuelve esta última para 
[problema resuelto 8.7, inciso a)]. Se sigue el mismo procedimiento para encontrar el valor 
mínimo de fis para el cual no ocurrirá el deslizamiento.

b) Si e l  deslizam iento es inminente, se d eb e  encontrar la magnitud de una fu e r 
za o de un p ar  que está ap licado  a la banda o al tambor. Los datos proporcionados de
ben incluir ns y j8. Si también incluyen a Tt o T2 se utiliza la ecuación (8.14) para encontrar 
el valor de la otra tensión. Si no se conoce T i ni T2, pero se proporcionan otros datos, se uti
liza el diagrama de cuerpo libre del sistema constituido por la banda y el tambor para escribir 
una ecuación de equilibrio que tendrá que resolverse simultáneamente con la ecuación (8.14) 
para determinar los valores de T\ o T2. Entonces se podrá encontrar la magnitud de la fuerza
o del par especificado a partir del diagrama de cuerpo libre del sistema. Se sigue el mismo 
procedimiento para determinar el valor máximo de una fuerza o de un par que puede ser apli
cado a la banda o al tambor si el deslizamiento no debe ocurrir [problema resuelto 8.8].



Problemas

Figura P8.102 y P8.103

8.101 Un cabo se enrolla dos vueltas completas alrededor de un bo
lardo. Al ejercer una fuerza de 320 N sobre el extremo libre del cabo, un 
marinero puede resistir hasta 20 kN en el otro extremo del cabo. Determine 
a) el coeficiente de fricción estática entre el cabo y el bolardo, b) el número 
de veces que debe enrollarse el cabo en el bolardo si se debe resistir una 
fuerza de 80 kN al ejercer los mismos 320 N.

8.102 Los bloques A y B se conectan por medio de un cable que pasa 
por el soporte C como indica la figura. La fricción entre los bloques y las su
perficies inclinadas se puede ignorar. Si el movimiento del bloque B hacia 
arriba de la superficie inclinada es inminente cuando mB - 8 kg, determine 
a) el coeficiente de fricción estática entre la cuerda y el soporte, h) el valor 
máximo de mB para el cual se mantiene el equilibrio. (Sugerencia: Vea el 
problema 8.128.)

8.103 Los bloques A y B se conectan mediante un cable que pasa por 
el soporte C como indica la figura. La fricción entre los bloques y las super
ficies inclinadas se puede ignorar. Si el coeficiente de fricción estática entre 
la cuerda y el soporte es dc 0.50, determine el rango de valores de mB para 
los cuales se mantiene el equilibrio. (Sugerencia: Vea el problema 8.128.)

8.104 En la figura se muestra un bloque de 120 kg sostenido median
te una cuerda que se encuentra enrollada 1-j veces alrededor de una barra ho
rizontal. Si el coeficiente de fricción estática entre la cuerda y la barra es de
0.15, determine el rango de valores de P para los cuales se mantiene el equi
librio.

\

Figura P8.104

8.105 Si el coeficiente de fricción estática entre la cuerda y el tubo 
horizontal es de 0.25, y de 0.20 entre la cuerda y el tubo vertical, determine 
el rango de valores de P para los cuales se mantiene el equilibrio.

8.106 Si el coeficiente de fricción estática entre la cuerda y el tubo 
horizontal es de 0.30, y el valor mínimo de P para el cual se mantiene el equi
librio es de 20 Ib, determine a) el valor máximo de P para el cual se mantiene 
el equilibrio, b) el coeficiente de fricción estática entre la cuerda y el tubo 
vertical.

8.107 En la figura se muestra el soporte de un motor de peso W de 
175 Ib el cual se utiliza para mantener tensa la banda motriz. Si el coeficien-

Figura P8.105 y P8.106

458



te de fricción .estática entre la banda plana y los tambores A y B es de 0.40, Problemas 459
y sin tomar en cuenta el peso de la plataforma CD, determine el par máxi
mo que puede ser transmitido al tambor B cuando el tambor motriz A rota 
en el mismo sentido que las manecillas del reloj.

8.108 Resuelva el problema 8.107 suponiendo que el tambor motriz 
A rota en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

8.109 En la figura se muestra una lijadora portátil sobre cuyo tambor 
motriz B se aplica un par MB, con magnitud de 2.4 N • m, para mantener a 
la banda lijadora C moviéndose a velocidad constante. La fuerza total hacia 
abajo ejercida sobre la pieza de trabajo de madera E es de 48 N, y fxk = 0.10 
entre la banda y la plancha de lijado D. Si = 0.35 entre la banda y el tam
bor motriz y los radios de los tambores A y B son de 25 mm, determine 
a) la tensión mínima en la parte inferior de la banda si no debe ocurrir des
lizamiento entre ésta y el tambor motriz, b) el valor del coeficiente de fric- Figura P8 107 
ción cinética entre la banda y la pieza de trabajo.

12 in.

Figura P8.109

8.110 El aparato mostrado en la figura se utiliza para medir la salida de 
una turbina. Cuando el disco está en reposo, la lectura de cada medidor de re
sorte es de 70 N. Si se debe aplicar un par de 12.60 N • m al disco para man
tenerlo rotando en el mismo sentido que las manecillas del reloj a velocidad 
constante, determine a) la lectura de cada medidor en ese momento, b) el coe
ficiente de fricción cinética. Suponga que la longitud de la banda no cambia.

Figura P8.110 y P8.111

8.111 El aparato mostrado en la figura se utiliza para medir la salida 
de una turbina. El coeficiente de fricción cinética es de 0.20 y la lectura de 
cada medidor de resorte es de 80 N cuando el disco está en reposo. Deter
mine a) la lectura de cada medidor cuando el disco está rotando en el mis
mo sentido que las manecillas del reloj a velocidad constante, b) el par que 
debe aplicarse al disco. Suponga que la longitud de la banda no cambia.



460 Fricción . 8.112 El freno de banda mostrado en la figura se utiliza para contro
lar la velocidad de un tambor en rotación. Determine la magnitud del par 
que debe aplicarse al tambor si el coeficiente de fricción cinética entre la 
banda y el tambor es de 0.25 y el tambor está rotando en el mismo sentido 
que las manecillas del reloj a velocidad constante.

8.113 El freno de banda diferencial mostrado en la figura se usa para 
controlar la velocidad del tambor, el cual rota a velocidad constante. Si el 
coeficiente de fricción cinética entre la banda y el tambor es de 0.30, y en 
este último se aplica un par con magnitud de 125 Ib ■ ft, determine la mag
nitud correspondiente de la fuerza P que se ejerce sobre el extremo D de la 
palanca cuando el tambor está rotando en un sentido a) similar al de las ma
necillas del reloj, b ) opuesto al de las manecillas del reloj.20°

Figura P8.112

Figura P8.115

Figura P8.113 y P8.114

8.114 El freno de, banda diferencial que se muestra en la figura se usa 
para controlar la velocidad del tambor. Determine el valor mínimo del coe
ficiente de fricción estática para el cual el freno es autobloqueante cuando 
el tambor rota en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

8.115 El freno de tambor mostrado en la figura permite la rotación 
del tambor en el mismo sentido que las manecillas del reloj, pero impide que 
rote en dirección inversa. Si la tensión máxima permitida en la banda es de
4.5 kN, determine a) la magnitud del par máximo que se puede aplicar al 
tambor en un sentido inverso al de las manecillas del reloj, b) el valor míni
mo del coeficiente de fricción estática entre la banda y el tambor para el cual 
el tambor no rotará en sentido inverso al de las manecillas del reloj.

8.116 En la figura se muestran los bloques A y C conectados por medio 
de una cuerda que pasa sobre el tambor B. Si el tambor rota lentamente en 
el mismo sentido que las manecillas del reloj, y los coeficientes de fricción 
en todas las superficies son il, - 0.30 y ju* = 0.20, determine la masa mínima 
del bloque C para que el bloque A, a) permanezca en reposo, h) comience a 
moverse hacia arriba del plano inclinado, c) continúe su movimiento hacia arri
ba del plano inclinado a velocidad constante.

Figura P8.116

8.117 Una cuerda se coloca sobre dos cilindros de 100 mm de diáme
tro. Si los coeficientes de fricción son fis = 0.30 y /u* = 0.25, determine la 
masa m máxima que puede elevarse cuando el cilindro B se rota lentamen- 

Figura P8.117 te y el cilindro A se mantiene fijo.



8.118 y 8.120 Un cable que pasa por tres poleas de 2 in. de radio sos
tiene dos bloques como indican las figuras. Las poleas C y E están bloquea
das para evitar su rotación, y los coeficientes de fricción entre el cable y las 
poleas son fj.s = 0.20 y Ma = 0.15. Determine el rango de valores de la ma
sa del bloque A para los cuales se mantiene el equilibrio si la polea D, a) es
tá bloqueada, h) puede rotar libremente.
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8.119 y 8.121 Un cable que pasa por tres poleas de 2 in. de radio sos
tiene dos bloques como indican las figuras. Dos de las poleas están bloquea
das para evitar su rotación, mientras que la tercera polea es rotada lentamen
te a velocidad constante. Si los coeficientes de fricción entre el cable y las 
poleas son /x, = 0.20 y /u* = 0.15, determine el peso máximo WA que puede 
ser levantado si la polea que gira a) es C, b) es E.

8.122 En la figura se muestra una cinta de grabación que pasa sobre 
el tambor motriz B de 20 mm de radio y bajo el tambor inactivo C. Si los 
coeficientes de fricción entre la cinta y los tambores son ¡xs = 0.40 y 
Hk = 0.30, y el tambor C puede girar libremente, determine el valor míni
mo permisible de P para que la cinta y el tambor B no se deslicen entre sí.

Figura P8.122

Figura P8.118 y P8.119

8.123 Resuelva el problema 8.122 suponiendo que el tambor inactivo 
C está fijo y no puede girar.



r  =  1 6 0  m m  

Figura P8.124

8.124 Para el freno de banda que muestra la figura, la tensión máxi
ma permitida en cualquier banda es de 5.6 kN. Si el coeficiente de fricción 
estática entre la banda y el tambor de 160 mm de radio es de 0.25, determi
ne a) el momento máximo M0 que se puede aplicar al tambor en el mismo 
sentido que las manecillas del reloj si no debe existir deslizamiento, b) la 
fuerza P correspondiente ejercida sobre el extremo E de la palanca.

8.125 Resuelva el problema 8.124 suponiendo que el momento apli
cado al tambor tiene un sentido inverso al de las manecillas del reloj.

8.126 La figura muestra una llave de correa, la cual es empleada para 
sujetar fuertemente el tubo sin dañar la superficie externa del mismo. Si el 
coeficiente de fricción estática es igual para todas las superficies de contacto, 
determine el valor mínimo de para el cual la llave se autobloqueará cuando 
a = 200 mm, r = 30 mm y 9 = 65°.

Figura P8.128

8.127  Resuelva el problema 8.126 suponiendo que 9 = 75°.

8.128 Demuestre que las ecuaciones (8.13) y (8.14) son válidas para 
cualquier forma que tenga la superficie mostrada en la figura, siempre y 
cuando el coeficiente de fricción sea el mismo en todos los puntos dc con
tacto.

8.129 Complete la derivación de la ecuación (8.15), la cual relaciona 
la torsión presente en ambos extremos de una banda en V.

8.130 Resuelva el problema 8.107 suponiendo que la banda plana y 
los tambores se reemplazan con una banda en V y poleas también en V con 
a = 36°. (El ángulo a se muestra en la figura 8,1.5a.)

8.131 Las poleas A y fí en V tienen diámetros de 4 y 8 in., respecti
vamente, y están conectadas mediante una banda en V para la cual a = 36°. 
La polea A está montada sobre el eje de un motor eléctrico que desarrolla 
un par Ai = 5 Ib • ft, y la tensión en la banda se controla por medio de un 
mecanismo que aplica una fuerza horizontal P al eje de la polea B. Si el coe
ficiente de fricción estática es de 0.35, determine la magnitud de P cuando 
el par máximo se transmite a la polea B.

Figura P8.131
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Problemas que involucran fricción

a) b)
Figura 8.18

terminarse a partir de las ecuaciones de equilibrio (figura 8.18o). 
También se debe comprobar que el valor de F  requerido para man
tener el equilibrio no es mayor que Fm; si el valor de F  llegara a 
ser mayor que Fm, el cuerpo se movería y la magnitud de la fuer
za de fricción sería F* ~ [problema resuelto 8.1]. Por otra par
te, si se sabe que el movimiento es inminente, F  ha alcanzado su 
valor máximo Fm — (¿¡¡N (figura 8.18¿) y la expresión anterior pue
de sustituirse en lugar de F  en las ecuaciones de equilibrio {pro
blema resuelto 8.3]. Cuando sólo están involucradas tres fuerzas 
en un diagrama de cuerpo libre, incluyendo la reacción B  de la su
perficie en contacto con el cuerpo, es más conveniente resolver el 
problema con un triángulo de fuerzas {problema resuelto 8.2], 

Cuando un problema involucra el análisis de las. fuerzas ejer
cidas entre sí por dos cuerpos A y B, es importante mostrar las 
fuerzas de fricción con sus sentidos correctos. Por ejemplo, el sen
tido correcto para la fuerza de fricción ejercida por B sobre A es 
opuesto al sentido del movimiento relativo (o movimiento inmi
nente) de A con respecto a B [figura 8.6].

Cuñas y tornillos 3ei

Figura 8.19

i se considera cierto número 
específicas de ingeniería en las cuales la fricción 

seca juega un papel importante. En el caso de cuñas, las cuales son 
máquinas simples que se utilizan para levantar cargas pesadas [sec
ción 8 4 ], se dibujaron dos o más diagramas de cuerpo libre y se 
tuvo cuidado de mostrar cada fueza de fricción con su sentido co
rrecto [problema resuelto 8.4], El análisis de tomillos de rosca 
cuadrada, los cuales se utilizan con frecuencia en gatos, prensas y 
otros mecanismos, se redujo al análisis de un bloque que se desliza 
sobre un plano indinado al desenrollar la rosca del tomillo y 
mostrarla como una línea recta (sección 8-6]. Lo anterior se hace 
nuevamente en la figura 8.19, donde r  representa el radio prome
dio de la rosca, L es el avance del tomiUo, esto es, la distancia a 
través de la cual avanza el tornillo en una vuelta, W es la caiga y 
Qr es igual al momento torsional ejercido sobre el tornillo. Se 
señaló que en el caso de tornillos de rosca múltiple, el avance £  
del tomillo no es igual a su paso, el cual es la distancia medida en
tre dos róseas consecutivas.

considerarse como incógnitas independientes, las cuales deben de
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Fricción en bandas
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Figura 8.20



Problemas de repaso

f is = 0.30

Hk = 0.20 ] I kN

Figura P8.132

___ 4H§_
Figura P8.134

Figura P8.135

8.132 Determine si el bloque mostrado en la figura está en equilibrio, 
y encuentre la magnitud y dirección de la fuerza de fricción cuando 6 = 30° 
y P = 200 N.

8.133 Considere sólo valores de 6 menores a 90° para determinar el 
valor mínimo requerido por 6 para que el bloque comience a moverse hacia 
la derecha cuando a) m = 30 kg, b) m = 40 kg.

Ms= 0-25 

Mk = O-2»

120 N

Figura P8.133

8.134 Los coeficientes de fricción presentes entre todas las superfi
cies de contacto son ¡x, = 0.40 y = 0.30. Determine la fuerza P requeri
da para que el bloque de 60 Ib comience a moverse cuando el cable AB, 
a) se une como indica la figura, b ) se retira.

8.135 La escalera AB de 19.5 ft de longitud se apoya sobre la pared que 
muestra la figura. Si el coeficiente de fricción estática ¡xs en A y en B es igual, 
determine el valor mínimo de /xv para el cual se mantiene el equilibrio.

8.136 Una ventana corrediza con 4 kg de masa se sostiene normal
mente mediante dos bandas de 2 kg. Si la ventana permanece abierta des
pués que una de las bandas se rompe, determine el valor mínimo posible del 
coeficiente de fricción estática. (Suponga que las bandas son ligeramente más 
pequeñas que el marco y que sólo están atadas en los puntos A y D.)

5 4 0  mm

Figura P8.136
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8.137 Un collarín B de peso W está unido al resorte AB y puede mo
verse libremente a lo largo de la barra mostrada en la figura. La constante 
del resorte es de 1.5 kN/m y éste se encuentra sin deformar cuando 0 = 0. 
Si el coeficiente de fricción estática entre la barra y el collarín es de 0.40, 
determine el rango de valores de W para los cuales el sistema se mantiene 
en equilibrio cuando a) 6 = 20°, b) 8 = 30°.

8.138 En la figura se muestran dos barras delgadas de peso insignifi
cante unidas mediante un pemo colocado en C y conectadas a los bloques 
A y B, los cuales tienen un peso W cada uno. Si 8 = 70° y el coeficiente de 
fricción estática entre los bloques y la superficie horizontal es de 0.30, de
termine el valor máximo de P para el cual se mantiene el equilibrio.
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5 m

Figura P8.137

Figura P8.138

8.139 En la figura se muestra un bloque A que sostiene una columna 
tubular y está apoyado sobre la cuña B. Si el coeficiente de fricción estática 
en todas las superficies de contacto es de 0.25 y 8 = 45°, determine la fuer
za mínima P requerida para levantar el bloque A.

Figura P8.139

8.140 En la figura se muestran dos barras fijas A y B cuyos extremos 
fueron manufacturados con forma de tomillo de rosca sencilla de 0.3 in., de 
radio medio y paso de 0.1 in. La barra A tiene rosca derecha mientras que 
la barra B tiene rosca izquierda. El coeficiente de fricción estática entre las 
barras y la manga roscada es de 0.12. Determine la magnitud del par que 
debe aplicarse en la manga para que las dos barras se unan.

Figura P8.140



8.141 Una polea de 120 mm de radio y masa de 5 kg se fija a un eje 
de 30 mm de radio que se ajusta holgadamente al cojinete fijo mostrado en 
la figura. Se observa que la polea comenzará a rotar si se agrega una masa 
de 0.5 kg al bloque A. Determine el coeficiente de fricción estática presen
te entre el eje y el cojinete.

Figura P8.141

8.142 La figura muestra una banda empleada para controlar la velo
cidad del volante. Determine la magnitud del par que debe aplicarse al vo
lante si el coeficiente de fricción cinética entre la banda y el volante es de
0.25 y éste rota con velocidad constante en el mismo sentido que las mane
cillas del reloj. Además, demuestre que se obtendría el mismo resultado 
si el volante rotara en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 
reloj.

Figura P8.142

8.143 La cubeta A y el bloque C mostrados en la figura se conectan 
mediante un cable que pasa sobre el tambor C. Si el tambor rota lentamente 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj y los coeficientes de fric
ción en todas las superficies son fis = 0.35 y /u* = 0.25, determine el peso 
mínimo combinado W de la cubeta y su contenido para que el bloque C,
a) permanezca en reposo, b) comience a moverse hacia arriba del plano in
clinado, c) continúe su movimiento hacia arriba del plano inclinado con ve
locidad constante.

Figura P8.143



Problemas de computadora

8.C1 En la figura se muestran dos bloques conectados entre sí me
diante un cable. Si el coeficiente de fricción estática entre el bloque A y la 
superficie horizontal varía entre 0 y 0.6, determine los valores de 0 para los 
cuales el movimiento es inminente y grafique estos valores como una fun
ción del coeficiente de fricción estática.

8.C2 En la figura se muestra una barra delgada AB de longitud / = 15 
in., que está unida a un collarín en A v descansa sobre una rueda a una dis
tancia vertical a = 2.5 in., medida desde la barra horizontal sobre la que se 
desliza el collarín. Sin tomar en cuenta la fricción en C, utilice un programa 
de cómputo para determinar el rango de valores de la magnitud de Q para 
los cuales se mantiene el equilibrio. Grafique los valores máximo y mínimo 
de Q como funciones del coeficiente de fricción estática para 0.10 á  *£
0.55 cuando P = 15 Ib y 6 = 20°.

Figura P8.C2

8.C3 Un soporte inclinado que se mantiene en la posición mostrada 
en la figura sostiene los bloques A y B. Sí la masa del bloque A es dc 10 kg 
y el coeficiente de fricción estática entre todas las superficies en contacto es 
de 0.15, utilice un programa computacional para determinar el valor de 6 
para el cual el movimiento es inminente, considere que la masa del bloque 
B varía desde 0 hasta 50 kg y use incrementos de 5 kg.

Figura P8.C3

Figura



470 Fricción . 8.C4 La posición de la barra AB de 20 Ib se controla mediante el blo
que de 4 Ib que se desplaza lentamente hacia la izquierda al aplicarle la fuer
za P mostrada en la figura. Si el coeficiente de fricción cinética presente 
entre todas las superficies en contacto es de 0.25, utilice un programa compu- 
tacional para graficar la magnitud P de la fuerza como una función de x para 
valores que van desde 45 hasta 5 in. Determine el valor máximo de P y el va
lor correspondiente de x.

8.C5 El cilindro C de 0.6 Ib se apoya sobre el cilindro D como indica 
la figura. Si el coeficiente de fricción estática /xs. tiene el mismo valor en A y 
B, utilice un programa computacional para determinar el valor máximo del 
par M que debe aplicarse al cilindro D, en sentido contrario al de las mane
cillas del reloj, para que dicho cilindro no rote. Considere valores de ¡xs desde
0 hasta 0.40 en incrementos de 0.05.

Figura PS.C5

8.C6 Dos cuñas idénticas de masa insignificante se usan para mover y 
poner en posición un bloque de 200 kg, como indica la figura. Si el coefi
ciente de fricción estática ¡xs es el mismo entre todas las superficies de con
tacto, grafique la magnitud de la fuerza P, para la cual el movimiento del 
bloque es inminente, como una función de ¡i, para 0.2 S  fis S  0.8 cuando
a) 8 = 8°, b ) 8 =  10°, c) 8 = 12°

Figura P8.C6



8.C7 El eje de la polea que muestra la figura está fijo y no puede ro- Problemas de computadora ¿fl-y
tar respecto al bloque. Si el coeficiente de fricción estática entre el cable 
ABCD y la polea varía desde 0 hasta 0.55, determine a) los valores corres
pondientes de 9 para los cuales el sistema se mantiene en equilibrio, b) las 
reacciones correspondientes en A y D, y c) grafique los valores de 9 como 
una función del coeficiente de fricción.

8 .C8  Un cable pasa alrededor de dos poleas de 50 mm de radio cada 
una y sostiene dos bloques como indica la figura. La polea B sólo puede ro
tar en el mismo sentido que las manecillas del reloj, y la polea C gira única
mente en el sentido inverso. Si el coeficiente de fricción estática entre el ca
ble y las poleas es de 0.25, grafique los valores máximo y mínimo de la masa 
del bloque D, para los cuales se mantiene el equilibrio, como una función 
de 9 para 15° <  9 <  40°.

8.C9 En la figura se muestra una banda plana utilizada para transmi
tir un momento de torsión desde el tambor A hasta el tambor B, los cuales 
tienen radio de 4 in., cada uno. El sistema se equipa con una rueda inactiva C 
que se emplea para incrementar el contacto entre la banda y los tambores. La 
tensión permisible en la banda es de 50 lb, y el coeficiente de fricción estática 
entre la banda y los tambores es de 0.30. Usando un programa computacional, 
calcule y grafique el momento de torsión máximo que puede ser transmitido 
como una función de 8 para 0 S f l <  30°.

Figura P6.C9
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9.1. INTRODUCCIÓN

FUERZAS DISTRIBUIDAS: 
MOMENTOS DE INERCIA

9.1 Introducción
Momentos de inercia de áreas

9.2 Segundo momento, o momento
■:; de inercia, de un área
9.3 Determinación de) momento de 

inercia de un área por integración
9.4 Momento polar de inercia
9.5 Radio de giro de un área
9.6 Teorema de los e jes paralelos o ; 

teorema de Steiner
9.7 Momentos de inercia de áreas 

compuestas
9.8 Producto de inercia
9.9 Ejes prindpates y momentos 

principales de inercia
9.10 Círculo de Mohr para momentos 

y productos de inercia 
Momentos de inercia de m asas

9.11 Momento de inercia de una masa
9.12 Teorema de los ejes paralelos
9.13 Momentos de inercia de placas 

delgadas
9.14 Determinación del momento 

de inercia de un cuerpo 
tridimensional por integración

9.15 Momentos de inercia de cuerpos 
compuestos

9.16 Momento de inercia de un cuerpo 
con respecto a un eje arbitrario 
que pasa por el punto O. 
Productos de inercia de masa

9.17 Elipsoide de inercia. Ejes 
principales de inercia

9.18 Determinación de (os ejes 
y los momentos principales 
de inercia de un cuerpo de 
forma arbitraria

En el capítulo 5 se analizaron varios sistemas de fuerzas que estaban dis
tribuidas sobre un área o volumen. Los tres tipos principales de fuerzas 
que se consideraron fueron: 1) los pesos de placas homogéneas de espe
sor uniforme (secciones 5.3 a la 5.6), 2) las cargas distribuidas que actúan 
sobre vigas (sección 5.8) y las fuerzas hidrostáticas (sección 5.9) y 3) los 
pesos de cuerpos tridimensionales homogéneos (secciones 5.10 y 5.11). 
En el caso de placas homogéneas, la magnitud AW del peso de un ele
mento de una placa fue proporcional al área AA de dicho elemento. Para 
las cargas distribuidas que actuaban sobre vigas, la magnitud AW de cada 
peso elemental fue representado con un elemento de área AA = AW ba
jo la curva de carga; por otra parte, en el caso de fuerzas hidrostáticas que 
actuaban sobre superficies rectangulares sumergidas, se sigmó un proce
dimiento similar. En el caso de cuerpos tridimensionales homogéneos, la 
magnitud AW del peso de un elemento del cuerpo era proporcional al vo
lumen AV de dicho elemento. Por tanto, en todos los casos que se consi
deraron en el capítulo 5, las fuerzas distribuidas eran proporcionales a las 
áreas o a los volúmenes elementales asociados con éstas. Por consiguien
te, la resultante de dichas fuerzas se podía obtener con la suma de las áreas
o los volúmenes correspondientes y el momento de la resultante con res
pecto a cualquier eje dado se podía determinar al calcular los primeros 
momentos de las áreas o de los volúmenes con respecto a dicho eje.

En la primera parte del presente capítulo se estudian fuerzas distri
buidas AF cuyas magnitudes no sólo dependen de los elementos de área 
AA sobre los cuales actúan éstas, sino que también dependen de la dis
tancia que hay desde A A hasta algún eje dado. En forma más precisa, se 
supone que la magnitud de la fuerza por unidad de área AF/AA varía li
nealmente con la distancia al eje bajo consideración. Como se señala en 
la siguiente sección, las fuerzas de este tipo se presentan en el estudio 
de la flexión de vigas y en problemas que involucran superficies sumer
gidas que no son rectangulares. Si las fuerzas elementales involucradas 
están distribuidas sobre un área A y varían linealmente con la distancia 
y al eje x, se demostrará que mientras que la magnitud de su resultante 
R depende del primer momento Qx = f  y dA del área A, la ubicación 
del punto donde se aplica R  depende del segundo momento, o momen
to de inercia, Ix =  / y2 dA de la misma área con respecto al eje x. Se 
aprenderá a calcular los momentos de inercia de diversas áreas con res
pecto a ejes x y y  dados. Además, en la primera parte de este capítulo se 
introduce el momento polar de inercia J o  ~ f  dA de un área, donde 
r es la distancia desde el elemento de área dA hasta el punto O. Para fa
cilitar los cálculos, se establecerá una relación entre el momento de iner
cia Ix de un área A con respecto a un eje x dado y el momento de iner
cia Ix> de la misma área con respecto al eje centroidal paralelo x' (teore
ma de los ejes paralelos). También se estudiará la transformación de los 
momentos de inercia de un área dada cuando se rotan los ejes coorde
nados (secciones 9.9 y 9.10).

En la segunda parte del capítulo se aprenderá cómo determinar los 
momentos de inercia de varias masas con respecto a un eje dado. Como 
se verá en la sección 9.11, el momento de inercia de una masa dada con 
respecto a un eje AA' se define como I = / r2 dm, donde r  es la distan
cia desde el eje AA' hasta el elemento de masa dm. Los momentos de 
inercia de masas se encuentran en la dinámica en problemas que involu
cran la rotación de un cuerpo rígido alrededor de un eje. Para facilitar el 
cálculo del momento de inercia de masa, se introducirá el teorema de los 
ejes paralelos (sección 9.12). Por último, se aprenderá a analizar la trans-
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formación de momentos de inercia de masas cuando se rotan los ejes 
coordenados (secciones 9.16 a la 9.18).

9.2. Segundo momento, o momento 
de inercia, de un área

MOMENTOS DE INERCIA DE ÁREAS

9.2. SEGUNDO MOMENTO, O MOMENTO DE INERCIA, 
DE UN ÁREA

En la primera parte de este capítulo se estudian fuerzas distribuidas 
AF cuyas magnitudes AF son proporcionales a los elementos de área 
A A sobre los cuales actúan dichas fuerzas y, que al mismo tiempo, varían 
linealmente con la distancia que hay desde A A hasta un eje dado.

Por ejemplo, considérese una viga de sección transversal uniforme, 
la cual está sometida a dos pares iguales y opuestos que están aplica
dos en cada uno de los extremos de la viga. Se dice que una viga en 
estas condiciones está en flexión pura y en la mecánica de materiales 
se demuestra que las fuerzas internas en cualquier sección de la viga 
son fuerzas distribuidas cuyas magnitudes AF = ky A A varían lineal
mente con la distancia y que hay entre el elemento de área A A y un 
eje que pasa a través del centroide de la sección. Dicho eje, represen
tado por el eje x en la figura 9.1, se conoce como el eje neutro de la 
sección. Las fuerzas en un lado del eje neutro son fuerzas de compre
sión, mientras que las fuerzas en el otro lado son fuerzas de tensión; 
sobre el propio eje neutro las fuerzas son iguales a cero.

La magnitud de la resultante R de las fuerzas elementales AF que 
actúan sobre toda la sección es

R =  J ky dA = k J y d,A

La última integral obtenida se conoce como el prim er momento Qx de 
la sección con respecto al eje x; ésta es igual a y A y, por tanto, es igual 
a cero puesto que el centroide de la sección está ubicado sobre el eje 
x. Por consiguiente, el sistema de fuerzas AF se reduce a un par. La 
magnitud M de dicho par (momento flector) debe ser igual a la suma 
de los momentos AMx = y AF = ky2 AA de las fuerzas elementales. Al 
integrar sobre toda la sección se obtiene

M = J ky2 dA = k j  y2 dA

La última integral se conoce como el segundo momento, o momento de 
inercia , f  de la sección de la viga con respecto al eje x y se representa con 
lx. Este se obtiene con la multiplicación de cada elemento de área dA 
por el cuadrado de su distancia desde el eje x e integrándolo sobre la 
sección de la viga. Como cada producto y2 dA es positivo, sin importar 
el signo de y, o cero (si y es cero), la integral Ix siempre será positiva.

Otro ejemplo de un segundo momento o momento de inercia de un 
área lo proporciona el siguiente problema de hidrostática: una compuer
ta circular vertical utilizada para cerrar el escurridero de un depósito 
grande está sumergida bajo el agua, como se muestra en la figura 9.2. 
¿Cuál es la resultante de las fuerzas ejercidas por el agua sobre la com
puerta y cuál es el momento de la resultante con respecto a la línea de 
intersección del plano de la compuerta y la superficie del agua (eje x)?

*E1 término segundo momento es más apropiado que el térm ino momento de inercia 
puesto que, por lógica, este último sólo debería utilizarse para denotar integrales de masa 

(véase sección 9.11). Sin embargo, en la práctica de la ingeniería se utiliza el término 
momento de inercia para referirse tanto a áreas como a masas.

Figura 9.2

L
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Figura 9.3

i: momentos de inercia

d lx = tj2dA dly = r2 dA 

a)

Si la compuerta fuera rectangular, la resultante de las fuerzas de 
presión se podría determinar a partir de la curva de presión, como se 
hizo en la sección 5.9. Sin embargo, puesto que la compuerta es circu
lar, se debe utilizar un método más general. Representando con y la 
profundidad de un elemento de área AA y con y  el peso específico del 
agua, la presión en el elemento es p  = yy y la magnitud de la fuerza 
elemental ejercida sobre A A es AF = p A A = yy A A. Por tanto, la mag
nitud de la resultante de las fuerzas elementales es

R = J yy dA = y J y dA

y se puede obtener calculando el primer momento Qx =  / y dA del 
área de la compuerta con respecto al eje x. El momento Mx de la re
sultante debe ser igual a la suma de los momentos AMx = y AF = yy2 
A A de las fuerzas elementales. Al integrar sobre el área de la compuer
ta, se tiene que

Mx = J yy2 dA = y J y2 dA

Aquí la integral obtenida representa el segundo momento o momento 
de inercia Ix del área con respecto al eje x.

9.3. DETERMINACIÓN DEL MOMENTO DE INERCIA 
DE UN ÁREA POR INTEGRACIÓN

En la sección anterior se definió el segundo momento o momento de 
inercia de un área A con respecto al eje x. Definiendo de forma simi
lar el momento de inercia Iy del área A con respecto al eje y , se escri
be (figura 9.3a)

Ix =  j y 2 dA Iy = J  x2 dA (9.1)

Estas integrales, conocidas como los momentos rectangulares de iner
cia del área A, se pueden evaluar con facilidad si se selecciona a dA 
como una tira delgada paralela a uno de los ejes coordenados. Para cal
cular Ix, la tira se selecciona paralela al eje x, de manera que todos los 
puntos de dicha tira estén a la misma distancia y del eje x (figura 9.3b)- 
entonces, se obtiene el momento de inercia d lx de la tira multiplican
do su área dA por y2. Para calcular Zt/, la tira se selecciona paralela al 
eje y de forma que todos los puntos de dicha tira estén a la misma dis
tancia x del eje y (figura 9.3c); así, el momento de inercia d ltJ de la ti
ra es x2 dA.

d lx = y2d.A 

h) c)

dly = x2 dA



Momento de inercia de un área rectangular. Como un ejem
plo, se procederá a determinar el momento de inercia de un rectángu
lo con respecto a su base (figura 9.4). Dividiendo el rectángulo en ti
ras paralelas al eje x, se obtiene

9.4. Momento polar de inercia 477

dA = h dy d lx = y2b dy

J  ‘ by2 dy = j¡bh3 (9.2)

Cálculo de lx e /y con el uso de las mismas tiras elementa
les. La fórmula que se acaba de derivar se puede utilizar para deter
minar el momento de inercia dlx con respecto al eje x de una tira rec
tangular que es paralela al eje y, como la tira mostrada en la figura 9.3c. 
Estableciendo h = dx y h = y en la fórmula (9.2), se escribe

d lx =  i!/3 dx

Por otra parte, se tiene que

d ly = x2 dA =  x2y dx

Por tanto, se puede utilizar el mismo elemento para calcular los mo
mentos de inercia Ix e Iy de un área dada (figura 9.5a). Los resultados 
análogos para el área de la figura 9.3¿> se muestran en la figura 9.5b.

Figura 9.4

dh= \y3dx 
dly = x2ydx 
a)

dlx = i¡\a -  x)dy 

d ly = (|«3 -  } x 3)dy 

b)

Figura 9.5

9.4. MOMENTO POLAR DE INERCIA

Una integral muy importante en los problemas relacionados con la tor
sión de flechas cilindricas y en los problemas relacionados con la rota
ción de placas es la siguiente

dA (9.3)

donde r  es la distancia desde O hasta el área elemental dA (figura 9.6).
Esta integral es el momento polar de inercia del área A con respecto Figura 9.6
al “polo” O.

El momento polar de inercia de un área dada puede calcularse a 
partir de los momentos rectangulares de inercia Ix e l y del área, si di
chas cantidades ya son conocidas. De hecho, si se observa que r2 = x2 
+ y2, se puede escribir

J o  = j  r2 dA = j  (x2 +  y'2) dA = j  y2 dA + j  x2 dA
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l o  =  I X +  Iy (9.4)

9.5. RADIO DE GIRO DE UN AREA

a)

VL: -

;■
O X

b)

O

c)

Figura 9.7

Considere un área A que tiene un momento de inercia lx con respec
to al eje x (figura 9.7a). Imagine que se ha concentrado esta área en 
una tira delgada paralela al eje x (figura 9.7tí). Si el área A, concentra
da de esta forma, debe tener el mismo momento de inercia con res
pecto al eje x, la tira debe ser colocada a una distancia kx desde el eje 
x, donde kx está definida por la relación

L  = k2rA

Al resolver para kx, se escribe

(9.5)

Se hace referencia a la distancia kx como el radio de giro del área con 
respecto al eje x. En forma similar, se pueden definir los radios de giro 
ky y k o  (figura 9.7c y d); así se escribe

ly =  kyA (9.6)

(9.7)

Si se reescribe la ecuación (9.4) en términos de los radios de giro, se 
encuentra que

kío k* + k* (9.8)

Ejemplo. Para el rectángulo mostrado en la figura 9.8, se calcula el 
radio de giro kx con respecto a su base. Con las fórmulas (9.5) y (9.2), se es
cribe

k
A

jb h 3
bh

A!
3 K  =

h
V3

En la figura 9.8 se muestra el radio de giro kx del rectángulo. El radio de gi
ro no debe confundirse con la ordenada y = h/2  del centroide del área. Mien
tras kx depende del segundo momento o momento de inercia del área la orde
nada y está relacionada con el primer momento del área.

------ b
Figura 9.8
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Se dibuja un triángulo de base h y altura h; el eje x se selecciona de mane
ra que coincida con la base del triángulo. Se selecciona dA como una tira di
ferencial paralela al eje x. Como todas las porciones de la tira están a la mis
ma distancia a partir del eje x, se escribe

dlx ~ y2 dA dA = l dy 

Si se utilizan triángulos semejantes se tiene que

h - y l = h h ~ y  i A - b K ± d y
b h h ~ " h 

Con la integración de dlx desde y = 0 liasta y = h, se obtiene

Ix = / y2 dA = |0 dy = |  (hy2 -  yA) dy
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m m m PRO BLEM A RESUELTO 9.2

a) Determine el momento polar centroidal de inercia de un área circular por 
integración directa; b) utilioe el resultado del inciso fl) y determine el mo
mento de inercia de un área circular con respecto a uno de sus diámetros.
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SOLUCIÓN

a) Momento polar de inercia. Se selecciona dA como un elemento 
anular diferencial de área. Como todas las porciones del área diferencial es
tán a la misma distancia desde el origen, se escribe

d j o —u2 dA dA =  2  t t u  du

Jo  ~ j djo — j u2(2mi du) = 27 t  J u3 du

Jo = j r 4

b) Momento de inercia con respecto a un diámetro. Debido a la 
simetría del área circidar, se tiene que Ix - ¡y. Entonces, se escribe

Jo = /, + ly = 2 Ix

lili
'diámetro



PRO BLEM A RESUELTO 9.3

a) Determine el momento de inercia con respecto a cada uno de los ejes 
coordenados correspondientes al área sombreada que se muestra en la figu
ra (las propiedades de esta área fueron consideradas en el problema resuel
to 5.4), b) utilice los resultados del inciso a) y determine el radio de giro del 
área sombreada con respecto de cada uno de los ejes coordenados.

mz 
t l ü

¡ ¡ g ¡ ¡

SOLUCION

Haciendo referencia al problema resuelto 5.4, se obtienen las siguientes ex
presiones para la ecuación de la curva y para el área total:

y = ^ x 2 A = \ab

Momento de inercia l x. Se selecciona dA como un elemento dife
rencial vertical de área. Como todas las porciones de este elemento no están 
a la misma distancia desde el eje x, se debe tratar al elemento como un rec
tángulo delgado. Entonces, el momento de inercia del elemento con respec
to al eje x es

dlx = |í/3 dx =
- m *

3 , i  h 3 dx = ~  - j t•3 a
«dx

X1 b3
3 ab 7

/,= 21

M m

mm
i ü H P

maíí

IIP
W m

■y.

lp | lÍlfÍ

Momento dc inercia l y. Se utiliza el mismo elemento diferencial ver
tical de área. Como todas las porciones del elemento están a la misma dis
tancia desde el eje y, se escribe

'■'iSiííSik¡

dl„ x2 dA = x2(y dx) -  x2 

b
iy = j  d iy = j ° 4 -  * J 3 Jo a

a

4 dx =

dx —rr* dx

2 _ ly _ aAb /  5
k 2 =  —  =  

A ab/3 = h 2

i _  a ’b
,J ~ 5

Radios de giro kx y k,r  Por definición, se tiene que

b 2 _  i*  — ^ V 21 _
A ~ ab/3 “ 7

: >’v ¡m

■
w m mm m m

l É É É f  
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R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

El propósito de esta lección fue introducir los momentos rectangulares y polares de inercia de 
áreas y los radios de giro correspondientes. A pesar de que los problemas propuestos que se 
deben resolver pueden parecer más apropiados para una clase de cálculo que para una de me
cánica, se espera que los comentarios hechos en la introducción hayan convencido al lector 
de la relevancia de los momentos de inercia para el estudio de diversos temas de ingeniería.

1. C álculo ile Ion m om entos rectangulares de inercia l x e l,r  Estas cantidades se 
definieron como

Ix = ¡y2 dA ly — ¡x2 dA (9.1)

donde dA es un elemento diferencial de área dx dy. Los momentos de inercia son los se
gundos momentos de un área; es por esta razón que I„ por ejemplo, depende de la distan
cia perpendicular y al área dA. Conforme se estudie la sección 9.3, se debe reconocer la im
portancia de definir con cuidado la forma y la orientación de dA. Más aún, se deben observar 
los siguientes puntos:

«) Los m om entos de inercia de la m ayoría de las área» se pueden obten er por  
m edio de una sola integración. Las expresiones proporcionadas en las figuras 9.3h y c y 
en la figura 9.5 se pueden utilizar para calcular lx e ItJ. Sin importar si se realiza una sola 
integración o una integración doble, siempre se debe mostrar en el croquis el elemento dA 
que se ha seleccionado.

b) El momento de inercia de un área  siem pre es positivo, sin importar la ubica
ción del área con respecto a los ejes coordenados. Esto se debe a que el momento de iner
cia se obtiene integrando el producto de dA y el cuadrado de una distancia. (Obsérvese có
mo lo anterior difiere de los resultados para el primer momento del área.) Sólo cuando un 
área se remueve (como en el caso de un agujero) su momento de inercia se utilizará en los 
cálculos con un signo negativo.

c) Como una com probación  parcial del trabajo realizado, observe que los momen
tos de inercia son iguales a un área por el cuadrado de una longitud. Por tanto, cada término en 
la expresión para un momento de inercia debe ser una longitud elevada a la cuarta potencia.

2. C álculo del momento po lar de inercia J (>. J o  se definió como

Jo  = / r2 dA (9.3)

donde r2 = x2 + y2. Si el área dada posee simetría circular (como en el problema resuelto 
9.2), es posible expresar dA como una función de r y calcular J a  con una sola integración. 
Cuando el área no posee simetría circular, es más fácil calcular primero Ix e ly y, entonces, de
terminar Jo  a partir de la siguiente expresión

J o  = 1X + ly (9.4)

Por último, si la ecuación de la curva que acota al área dada está expresada en coordenadas 
polares, entonces dA = r dr dB y se requiere una integración doble para calcular la integral 
para J Q [véase el problema propuesto 9.27].

3. D eterm inación de los radios de giro kx y k ;/ y del rad io  po lar de giro k„. Estas 
cantidades se definieron en la sección 9.5 y se debe observar que sólo pueden determinar
se una vez que se han calculado el área y los momentos de inercia apropiados. Es impor
tante recordar que kx está medido en la dirección de y mientras que kt] está medido en la 
dirección de x; se debe estudiar con detalle la sección 9.5 hasta que se haya comprendido 
este punto.



Problemas

9.1 a 9.4 Para el área sombreada que muestra cada figura, determine 
por integración directa el momento de inercia respecto al eje y.

9.5 a 9.8 Para el área sombreada que muestra cada figura, determine 
por integración directa los momentos de inercia respecto al eje x.

Figura P9.1 y P9.5

y

Figura P9.4 y P9.8Figura P9.2 y P9.6 Figura P9.3 y P9.7

9.9 a 9.11 Para el área sombreada que muestra cada figura, determine 
por integración directa el momento de inercia respecto al eje x.

9.12 a 9.14 Para el área sombreada que muestra cada figura, deter
mine por integración directa los momentos de inercia respecto al eje y.

Figura P9.9 y P9.12

y

Figura P9.11 y P9.14Figura P9.10y P9.13

482

y = k(l-e-z/a)



9.15 y 9.1.6 Para el área sombreada que muestra cada figura, deter
mine el momento de inercia y el radio de giro respecto al eje x.

Problemas 483

Figura P9.15y P9.17

9.17 y 9.18 Para el área sombreada que muestra cada figura, deter
mine el momento de inercia y el radio de giro respecto al eje y.

9.19 Para el área sombreada qué muestra la figura, determine el mo
mento de inercia y el radio de giro respecto al eje x.

Figura P9.19 y P9.20

9.20 Para el área sombreada que muestra la figura, determine el mo
mento de inercia y el radio de giro respecto al eje y.

9.21 Para el rectángulo mostrado en la figura, determine el momento 
polar de inercia y el radio de giro polar respecto al punto medio de uno de 
sus lados más a) largos, b) cortos.

9.22 Para el área sombreada que muestra la figura, determine el mo
mento polar de inercia y el radio de giro polar respecto al punto P.

9.23 y 9.24 Para el área sombreada que muestra la figura, determine 
el momento polar de inercia y el radio de giro polar respecto al punto P.

Figura P9.21

Figura P9.22

Figura P9.24Figura P9.23



484 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 9.25 a) Determine por integración directa el momento polar de iner
cia del área que muestra la figura respecto al punto O. b) Use el resultado 
del inciso a) para determinar los momentos de inercia del área dada respecto 
a los ejes x y y.

Figura P9.27

9.26 a) Muestre que el radio de giro polar kG del área que muestra la 
figura es aproximadamente igual al radio medio Rm = (Rt + H2)/2 para 
valores pequeños del espesor t = R2 — R\. h) Determine el porcentaje de 
error generado al utilizar Rm en lugar de kQ para los siguientes valores 

Tfi-de t/Rrr,-. 1,7, tV-

9.27 Para el área sombreada que muestra la figura, determine el mo
mento polar de inercia y el radio de giro polar respecto al punto O.

9.28 Para el triángulo isósceles que muestra la figura, determine el 
momento polar de inercia y el radio de giro polar respecto al punto O.

y

b -  b — 
2

VV
\

y  N -v
U"H U-í*/
, y W

\vvv:v
v m

w ® ¡
m

W

Figura P9.28

*9.29 Utilice el momento polar de inercia del triángulo isósceles del pro
blema 9.28, y demuestre que el momento polar de inercia centroidal de un 
área circular de radio r es ttt4/2. (Sugerencia: A medida que el área de un 
círculo se divide en un número creciente de sectores circulares del mismo ta
maño, ¿cuál es la forma aproximada que debe tener cada sector circular?)

*9.30 Demuestre que el momento polar de inercia centroidal de un 
área dada A no puede ser menor que A2/2n. (Sugerencia: Compare el mo
mento de inercia del área dada con el momento de inercia de un círculo que 
tenga la misma área y el mismo centroide.)



9.6. TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS
O TEOREMA DE STEINER

9.6. Teorema de los ejes paralelos 4 3 5  
o teorema de Steiner

Considere el momento de inercia 7 de un área A con respecto a un eje 
AA' (figura 9.9). Si se representa con y la distancia desde un elemento 
de área dA hasta AA', se escribe

1 = j  y2 dA

Ahora, se dibuja a través del centroide C del área un eje BB' que es 
paralelo a AA', dicho eje es llamado eje centroidal. Representando con

y' la distancia desde el elemento dA hasta BB', se escribe y = y ’ + d, 
donde d  es la distancia entre los ejes AA' y BB'. Sustituyendo por y en 
la integral anterior, se escribe

7 = J  y2 dA =  J  (y' + d)2 dA

= j  y'2 dA + 2d j  y' dA + d2 j  dA

La primera integral representa el momento de inercia I  del área con 
respecto al eje centroidal BB'. La segunda integral representa el pri
mer momento del área con respecto a BB'; como el centroide C del 
área está localizado sobre dicho eje, la segunda integral debe ser igual 
a cero. Finalmente, se observa que la última integral es igual al área 
total A. Por tanto, se tiene

■ .t~ T + A d *  (9.9)

Esta fórmula expresa que el momento de inercia 7 de un área_con 
respecto a cualquier eje dado AA' es igual al momento de inercia 7 del 
área con respecto a un eje centroidal BB' que es paralelo a AA' más 
el producto del área A y el cuadrado de la distancia d  entre los dos 
ejes. Este teorema se conoce como el teorema de los ejes paralelos o 
teorema de Steiner. Sustituyendo k2A por I  y k2A por 7, el teorema 
también se puede expresar de la siguiente forma

k2 = k2 + d 2 (9.10)

Se puede utilizar un teorema similar para relacionar el momento 
polar de inercia J o  de un área, con respecto a un punto O, con el mo
mento polar de inercia J c , de la misma área con respecto a su centroi
de C. Denotando con d  la distancia entre O y C, se escribe

J o ^ J c + A d 2 o k% =  k2c  +  d 2 (9.11)
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T
Figura 9.10

Ejemplo 1. Como una aplicación del teorema de los ejes parale
los, se procederá a determinar el momento de inercia IT de un área 
circular con respecto a una línea tangente al círculo (figura 9.10). En 
el problema resuelto 9.2 se encontró que el momento de inercia de 
un área circular con respecto a un eje centroidal es I  = j v r 4. Por tan
to se puede escribir

IT = 1 + Ad2 = jirr4 + (7rr2)r2 =  fn r 1

Ejemplo 2. El teorema de los ejes paralelos también se puede 
utilizar para determinar el momento centroidal de inercia de un área 
cuando se conoce el momento de inercia del área con respecto a un 
eje paralelo. Por ejemplo, considere un área triangular (figura 9.11). 
En el problema resuelto 9.1 se encontró que el momento de inercia 
del triángulo con respecto a su base AA' es igual a hh3. Con el teo
rema de los ejes paralelos, se escribe

ÂA' = íflB’ + Ad2
¡bb' = W  ~ Ad2 =  ± b h 3 -  = i b h :i

Es necesario resaltar que el producto Ad2 fue restado del momento 
de inercia dado, con el fin de obtener el momento centroidal de iner
cia del triángulo. Observe que dicho producto se suma cuando se pa
sa de un eje centroidal a un eje paralelo, pero debe restarse cuando 
se pasa a  un eje centroidal. En otras palabras, el momento de inercia 
de un área siempre es menor en relación a un eje centroidal que con 
respecto a cualquier otro eje paralelo.

En la figura 9.11 se observa que el momento de inercia del trián
gulo con respecto a la línea DD' (la cual se ha dibujado a través de 
un vértice del triángulo) se puede obtener escribiendo

loo- =  W  + Ad'2 =  ±bhz +  \bh{\hf = \hh3

Observe que IDD- no se habría podido obtener directamente a par
tir de Iaa'- El teorema de los ejes paralelos sólo se puede aplicar si 
uno de los dos ejes paralelos pasa a través del centroide del área.

9.7. MOMENTOS DE INERCIA DE ÁREAS COMPUESTAS

Un área compuesta A que está constituida por varias áreas componen
tes A i , A2, A3, . . . Como la integral que representa el momento de iner
cia de A puede subdividirse en integrales evaluadas sobre A,, A2, 
A3, . . . ,  el momento de inercia de A con respecto a un eje dado se ob
tiene sumando los momentos de las áreas Ab A2, A3, . . .  con respecto 
al mismo eje. Por tanto, el momento de inercia de un área que consta 
de varias de las formas comunes mostradas en la figura 9.12, se puede 
obtener con las fórmulas proporcionadas en dicha figura. Sin embar
go, antes de sumar los momentos de inercia de las áreas componentes, 
es posible que se tenga que utilizar el teorema de los ejes paralelos pa
ra pasar cada momento de inercia al eje deseado. Esto se muestra en 
los problemas resueltos 9.4 y 9.5.

En la figura 9.13 se proporcionan las propiedades de las seccio
nes transversales de varias formas (o perfiles) estructurales. Como se 
señaló en la sección 9.2, el momento de inercia de una sección de 
una viga con respecto a su eje neutro está relacionado con el cálculo 
del momento flector en esa sección de la viga. Por tanto, la determi
nación de los momentos de inercia es un prerrequisito para el análi
sis y el diseño de elementos estructurales.

Fotografía 9.1 En la figura 9 .1 3  s e  tabularon 
los d a to s de una p eq u eñ a  m u estra  d e to d as las 
form as de a c e ro  lam inado q u e s e  en cu en tran  con 
facilidad. En la fotografía s e  m uestran  d os 
e jem p lo s  de vig as de patín a n ch o  qu e s e  usan  
en  la constru cción  de edificios.
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Figura 9.12 Momentos de inercia de formas goemétricas comunes.

9.7. Momentos de inercia 4 8 7
de áreas compuestas

Es necesario señalar que el radio de giro de un área compuesta no 
es igual a la suma de los radios de giro de las áreas componentes. Para 
determinar el radio de giro de un área compuesta, es necesario que 
primero se calcule el momento de inercia del área.
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♦Cortesía del American Institute o f  Steel Construction, Chicago, Illinois 

f Altura nominal en pulgadas y  peso en libras por pie 

J Altura, ancho y espesor en pulgadas
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PROBLEM A RESUELTO 9.4

La resistencia de una vijp. W14 X 30 de acero laminado se incrementa unién
dole una placa de 9 X in. a su patín superior, como se muestra en la figu
ra. Determine el momento de inercia y el radio de giro de la sección com
puesta con respecto a un eje que es paralelo a la placa y que pasa a través del 
centroide C de la sección.

:ÍÉ $ § f l

6.73 in.

w S m S m ® m

y

7.295 in. 

i c

m r - r
d

i ♦

0 t T
*

SOLUCION

Sección Área, in.2 y, in. y A, in.3

Placa 6.75 7.295 49.24
Forma de patín ancho 8.85 0 0

2A = 15.60 YijA = 49.24

S# Í§ ¡¡¡

Se coloca el origen O de las coordenadas en el centroide de la forma de patín 
ancho y se calcula la distancia Y al centroide de la sección compuesta uti
lizando los métodos del capítulo 5. El área de la forma de patín ancho hace 
referencia a la figura 9.13A. El área y la coordenada y del centroide de la 
placa están dados por

A = (9 in.)(0.75 in.) = 6.75 in.2 
y = {(13.84 in.) + {(0.75 in.) = 7.295 in.

Ü fe

i i f i  
I 1É

YZA = XyA Y( 15.60) = 49.24 Y = 3.156 in.

Momento dc inercia. Se utiliza el teorema de los ejes paralelos para 
determinar los momentos de inercia de la forma de patín ancho y de la pla
ca con respecto al eje x'. Este eje es centroidal para la sección compuesta pe
ro no para cualquiera de los elementos considerados en forma separada. El 
valor de lx para la forma de patín ancho se obtiene a partir de la figura 9.13A.

Para la forma de patín ancho,

= í x + ÁY2 = 291 + (8.85X3.156)2 = 379.1 in.4

Para la placa,

lx. = lx + Ad2 = (£ )(9)(f)3 + (6.75X7.295 -  3.156)2 = 116.0 in.4

Para el área compuesta,

lr. = 379.1 + 116.0 = 495.1 in4 L ■ = 495 in4 <
® F

Radio dc giro. Se tiene que

,2 = 1*L = 495.1 in4 
*' “  A 15.60 in 2 ks.' -  5.63 in. ^



W'

120 inm

PROBLEMA RESUELTO 9.5

Determine el momento de inercia del área sombreada con respecto al eje x.

ÜtüÉüh Ü • i  ké ti® % 
SOLUCIÓN

El área dada puede obtenerse restándole un semicírculo a un rectángulo. Los 
momentos de inercia del rectángulo y del semicírculo serán calculados en 
fonna separada.m

iít 
.•.-''.r.v'.'j'

Momento de inercia del rectángulo. Haciendo referencia a la figura 
9.12, se obtiene

lx = 3bh = j(240 mm)(120 mm) = 138.2 X 10 mm
Momento de inercia del semicírculo. Haciendo referencia a la fi

gura 5.8, se determina la ubicación del centroide C del semicírculo con res- 
A' pecto al diámetro AA'.

a =
4r (4)(9ü mm)
37T 3tr = 38.2 mm

x La distancia b desde el centroide C hasta el eje x es

h = 120 mm — a = 120 mm — 38.2 mm = 81.8 mm

Ahora, en referencia a la figura 9.12, se calcula el momento de inercia del 
semicírculo con respecto al diámetro AA'; además, se calcula el área del se
micírculo.

Iaa’ ~ l-nr4 = 7̂7(90 mm)4 = 25.76 X 106 mm4 
A = -rn-2 = |-7r(90 mm)2 = 12.72 X 103 mm2

Con el teorema de los ejes paralelos, se obtiene el valor de ír-:

IAA' Ix' "** Aü
25.76 X 106 mm4 = 7*. + (12.72 X 103 mm2)(38.2 mm)2 

l x> = 7.20 X 106 mm4

De nuevo, con el teorema de los ejes paralelos, se obtiene el valor de Ix:

Ix = lx. + Ah2 = 7.20 X 106 mm4 + (12.72 X 103 mm2)(81.8 mm)2 
= 92.3 X 106 mm4

Momento dc inereia del área dada. Si se le resta el momento de 
inercia del semicírculo al momento de inercia del rectángulo, se obtiene

Ix = 138.2 X 106 mm4 -  92.3 X 106 mm4
L = 45.9 X I06 mm1 «



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En esta lección se introdujo el teorema de los ejes paralelos y se ilustró cómo se 
puede utilizar dicho teorema para facilitar el cálculo de momentos y momentos po
lares de inercia de áreas compuestas. Las áreas consideradas en los problemas pro
puestos que se presentan a continuación consistirán de formas comunes y de for
mas de acero laminado. Además, se utilizará el teorema de los ejes paralelos para 
localizar el punto de aplicación (el centro de presión) de la resultante de las fuer
zas hidrostáticas que actúan sobre un área plana que está sumergida.

1. Aplicación del teorema de los ejes paralelos. En la sección 9.6 se derivó el 
teorema de los ejes paralelos

1 =  1 + Ad2 (9.9)

el cual establece que el momento de inercia 1 de un área A con respecto a un eje 
dado es igual a la suma del momento de inercia l  de esa misma área con respecto 
a un eje centroidal paralelo  v el producto Ad2, donde d  es la distancia entre los dos 
ejes. Es importante que se recuerden los puntos siguientes cuando se utilice el teo
rema de los ejes paralelos.

a) El momento centroidal de inercia I de un área A puede obtenerse res
tándole el producto Ad2 al momento de inercia I  del área con respecto a un eje 
paralelo. Por tanto, como notamos en el ejemplo 2_y se ilustró en el problema re
suelto 9.5 se concluye que el momento de inercia I  es m enor que el momento de 
inercia I  de la misma área con respecto a cualquier otro eje paralelo.

b) El teorema de los ejes paralelos sólo se puede aplicar si uno de los 
dos ejes involucrados es un eje centroidal. Como se señaló en el ejemplo 2, pa
ra calcular el momento de inercia de un área con respecto a un eje que no es cen
troidal cuando se conoce el momento de inercia de dicha área con respecto a otro 
eje que no es centroidal, es necesario calcular primero el momento de inercia del 
área con respecto a un eje centroidal paralelo a los dos ejes dados.

2. ('álculo de los momentos y momentos polares de inercia de áreas com
puestas. Los problemas resueltos 9.4 y 9.5 ilustran los pasos que se deben seguir 
para resolver problemas de este tipo. Como en todos los problemas que involucran 
áreas compuestas, se debe mostrar en un esquema las formas comunes o las for
mas de acero laminado que constituyen los distintos elementos del área dada, al 
igual que las distancias entre los ejes centroidales de los elementos y los ejes con 
respecto a los cuales se calculan los momentos de inercia. Además, es importante 
que se tomen en cuenta los siguientes puntos:



a) El momento de inercia de un área siempre es positivo, sin importar la 
posición del eje con respecto al cual se calcula dicho momento de inercia. Como 
se señaló en los comentarios para la lección anterior, sólo cuando se remueve un 
área (como en el caso de un agujero) se debe utilizar su momento de inercia en los 
cálculos con un signo negativo,

b) Los momentos de inercia de una semielipse y de un cuarto de elipse 
se pueden determinar con la división del momento de inercia de una elipse entre
2 y entre 4, respectivamente. Sin embargo, se debe señalar que los momentos de 
inercia que se obtienen de esta forma son con respecto a los ejes de simetría de la 
elipse. Para obtener los momentos centroidales de inercia para estas formas, se de
be utilizar el teorema de los ejes paralelos. Nótese que este comentario también se 
aplica a un semicírculo y a un cuarto de círculo y que las expresiones proporciona
das para estas formas en la figura 9.12 no son momentos centroidales de inercia.

c) Para calcular el momento polar de inercia de un área compuesta, se 
pueden utilizar las expresiones para J Q proporcionadas en la figura 9.12 o se pue
de emplear la relación 1111

JO = K  + ly (9.4)

lo cual depende de la forma del área dada.

d) Antes de calcular los momentos centroidales de inercia de un área dada, 
es posible que sea necesario localizar primero el centroide del área con los méto
dos del capítulo 5.

3. Localización del punto de aplicación de la resultante de un sistema de 
fuerzas hidrostáticas. En la sección 9.2 se encontró que 

>

R = y  J  y dA = yyA 

Mx = y  f  y2 dA = yIx

donde y es la distancia desde el eje x hasta el centroide del área plana que está 
sumergida. Como R es equivalente al sistema de fuerzas hidrostáticas elementales, 
se concluye que

2AÍX: ijpR =  Mx 

donde y¡> es la profundidad del punto de aplicación de R. Entonces,

yP(yyA) = y lx o ^  =

Para finalizar, se recomienda estudiar con detalle la notación utilizada en la figura
9.13 para las formas de acero laminado, puesto que es probable volverla a encon
trar en cursos de ingeniería posteriores.

iTfíTfflfffl'
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Problemas

9.31 y 9.32 Para el área sombreada que muestra la figura, determine 
el momento de inercia y el radio de giro del área respecto al eje x.

9.33 y 9.34 Para el área sombreada que muestra cada figura, deter
mine el momento de inercia y el radio de giro del área respecto al eje y.

9.35 y 9.36 Para el área sombreada que muestra cada figura, deter
mine los momentos de inercia respecto a los ejes x y y.

Figura P9.37 y P9.38

9.37 Para la figura que se muestra, determine el área sombreada y su 
momento de inercia respecto al eje centroidal paralelo AA' si los momentos 
de inercia respecto a AA' y BB' son, respectivamente, 2.2 X 106 mm4 y 4 X 
106 mm4, y di = 25 mm y d2 =10 mm.

9.38 Si el área sombreada de la figura es igual a 6 000 mm2 y su mo
mento de inercia respecto a AA' es de 18 X 10fi mm4, determine su momen
to de inercia respecto a BB' para d¡ = 50 mm y d2 = 10 mm.
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9.39 Si-rfi = 2a, determine la distancia a y el momento polar de iner- Problemas 495
cia centroidal del área sombreada de 24 in.2 que se muestra en la figura, al 
ser d2 = 2 in. y los momentos polares de inercia del área respecto a los pun
tos A y B de 256 in.4 y 190 in.4, respectivamente.

Figura P9.39 y P9.40

9.40 El momento polar de inercia centroidal J e  del área sombreada 
de 30 in.2 que se muestra en la figura es de 52.5 in.4. Si di = d2 = 2.5 in., 
determine a) la distancia a para que J B = 3JA, b) el momento polar de iner
cia J B-

9.41 a 9.44 Para el área que muestra cada figura, determine los mo
mentos de inercia Ix e ly respecto a los ejes centroidales paralelo y perpen
dicular al lado AB, respectivamente.

7.5 in.

Figura P9.41

9.45 y 9.46 Para el área que muestra cada figura, determine el mo
mento polar de inercia respecto a a) el punto O, h) el centroide del área.

j m w

t  80 
60  i

o W \  1 I

¡ - 4 0 - 4 - 4 0 - — 4 0 —J— 4 0 — |

Dimensiones en mm 

Figura P9.45

40 mm 30 mm

15 mm

24 mm 

- +

Figura P9.46



Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 9.47 y 9.48 Para el área que muestra cada figura, determine el mo
mento polar de inercia respecto a a) el punto O, b) el centroide del área.

Figura P9.47

<-6 in — 
Figura P9.48

Figura P9.49

9.49 Para formar la sección que muestra la figura, dos ángulos de 6 X 
4 X 2 in. se sueldan entre sí. Determine los momentos de inercia y los ra
dios de giro de la sección respecto a los ejes centroidales señalados.

9.50 Con el propósito de formar la sección de la columna que mues
tra la figura, se utilizan dos canales y dos placas. Determine los momentos 
de inercia y los radios de giro de la sección combinada respecto a los ejes 
centroidales señalados.

9.51 Tal como indica la figura, se sueldan dos canales CIO X 20 a una 
sección laminada S de 10 X 35. Para la sección combinada, determine los 
momentos de inercia y los radios de giro respecto a los ejes centroidales x
yy-

9.52 Tal como indica la figura, se sueldan dos canales a una placa de 
acero d  X 300 mm. Determine el ancho d para el cual la relación de los mo
mentos de inercia centroidales de la sección IX/I,, es 16.

C25<) x

Figura P9.52



9.53 Tal.como indica la figura, se sueldan dos ángulos L76 X  76 X  6.4 
mm a un canal C250 X  30. Determine los momentos de inercia de la sec
ción combinada respecto a los ejes centroidales paralelo y perpendicular al 
alma del canal, respectivamente.

9.54 Para formar una viga asimétrica como la que muestra la figura, 
se sueldan dos ángulos L3 X  3 X  j  in. y  dos lü  X  4 X  j  in. a una placa de 
acero de 0.8 in. de espesor. Determine los momentos de inercia de la sec
ción combinada respecto a sus ejes centroidales x y  y.

9.55 Tal como indica la figura, dos ángulos L127 X  76 X  12.7 mm se 
sueldan a una placa de acero de 10 mm. Si /„ = 3Ix, determine la distancia 
b y  los momentos centroidales de inercia Ix e I;/ de la sección combinada.

12.7

Figura P9.55

9.56 Un canal y  un ángulo se sueldan a una placa de acero a X  0.75 
in. Si el eje centroidal y se localiza como indica la figura, determine a) el an
cho a, b) los momentos de inercia respecto a los ejes centroidales x y y.

9.57 y 9.58 Cada figura muestra un panel que conforma uno de los 
extremos de una pila, la cual se llena con agua hasta la línea AA'. Con refe
rencia a la sección 9.2, determine la profundidad del punto de aplicación de 
la resultante de las fuerzas hidrostáticas que actúan sobre el panel (centro 
de presión).

I ~ * “ 1

Figura P9.57

Figura P9.S4

Problemas

L127 x  7 6 x

Figura P9.58
Semielipst*



498 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 9.59 y 9.60 Cada figura muestra un panel que conforma uno de los 
extremos de una pila, la cual se llena con agua hasta la línea AA'. Con refe
rencia a la sección 9.2, determine la profundidad del punto de aplicación de 
la resultante de las fuerzas hidrostáticas que actúan sobre el panel (centro 
de presión).

Figura P9.60

9.61 La cubierta para un acceso de 250 X 550 mm en un tanque de 
almacenamiento de petróleo se fija al tanque por medio de cuatro pernos 
como indica la figura. Si la densidad del petróleo es de 920 kg/m! y el cen
tro de la cubierta está localizado 3 m por debajo de la superficie, determine 
la fuerza adicional sobre cada perno debida a la presión del petróleo.

9.62 Una compuerta vertical trapezoidal, como la mostrada en la 
figura, se emplea como una válvula automática que se mantiene cerrada por 
medio de dos resortes localizados a lo largo del canto AB. Si cada resorte 
ejerce un par de 8 kips • ft, de magnitud, determine la profundidad nece
saria d  del agua para que la compuerta se abra.

Figura P9.59

Figura P9.61

Figura P9.S2

*9.63 Determine la coordenada x del centroide para el volumen 
mostrado en la figura. (Sugerencia: La altura y el volumen es proporcional a 
la coordenada x; considere una analogía entre esta altura y la presión del agua 
sobre una superficie sumergida.)

Figura P9.63



*9.64 Determine la coordenada * del centroide para el volumen 
mostrado en la figura; este volumen se obtuvo al intersecar un cilindro cir
cular con un plano oblicuo. (Sugerencia: La altura y del volumen es propor
cional a la coordenada x; considere una analogía entre esta altura y la pre
sión del agua sobre una superficie sumergida.)

Figura P9.65

*9.65 Muestre que el sistema de las fuerzas hidrostáticas que actúan 
sobre un área plana A sumergida puede reducirse a una fuerza P sobre el 
centroide C y a dos pares. Li fuerza P es perpendicular al área y su magni
tud es P = yAy sen 6, donde y es_el peso específico del líquido y los pares 
son Mv' = (y/,.- sen 0)i y M?- = (ylxy  sen 0)j, donde Ixy  = f  x'y'dA (vea la 
sección 9.8). Advierta que los pares son independientes de la profundidad a 
la cual está sumergida el área.

*9.66 Muestre que la resultante de las fuerzas hidrostáticas que ac
túan sobre un área plana A sumergida es una fuerza P perpendicular al área 
y con magnitud de P = yAy sen 0 = p  A, donde y es el peso específico del 
líquido y p es la presión que actúa sobre el centroide C del área. Además, 
demuestre que P es una fuerza que actúa sobre el punto Cp, llamado centro 
de presión, cuyas coordenadas son x() = IXIJ/Ay y yv = Ix/Ay, donde Ixy = / 
xy dA (vea la sección 9.8). También demuestre que el valor de la diferencia 
de ordenadas yp — y es igual a kx /y  y que, por tanto, depende de la pro
fundidad a la cual está sumergida el área.

*9.8. PRODUCTO DE INERCIA

La integral

hy = j  xy dA (9.12)

que se obtiene al multiplicar a cada elemento dA de un área A por sus 
coordenadas x y  y, e  integrando sobre toda el área (figura 9.14), es co
nocida como el producto de inercia del área A respecto a los ejes x y 
y. A diferencia de los momentos de inercia Ix e I,p el producto de iner
cia lxy puede ser positivo, negativo o cero.

Cuando uno o ambos ejes x y  y son ejes de simetría del área A, el 
producto de inercia IxtJ es igual a cero. Por ejemplo, considérese la sec
ción en forma de canal que muestra la figura 9.15. Puesto que esta 
sección es simétrica respecto al eje x, con cada elemento dA de coor
denadas x y y se puede asociar un elemento dA' de coordenadas x y 
-y .  Desde luego, las contribuciones a IXIJ de cualquier par de elemen
tos seleccionados de esta forma se cancela y, por tanto, la integral (9.12) 
se reduce a cero.

Para los productos de inercia, es posible derivar un teorema de ejes 
paralelos similar al establecido en la sección 9.6 para momentos de iner
cia. Considere un área A y un sistema de coordenadas rectangulares x y

Figura P9.66

y
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Figura 9.14



500 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia y (figura 9.16). A través del centroide C del área, cuyas coordenadas son 
x y y ,s e  dibujan dos ejes centroidales x' y tj' que son paralelos, respecti
vamente, a los ejes x y y. Representando con x y y las coordenadas de un 
elemento de área dA con respecto a los ejes originales y con x' y y' las 
coordenadas del mismo elemento con respecto a los ejes centroidales, 
se escribe x = x' + x y y = y' + y. Al sustituir las relaciones anteriores 
en la ecuación (9.12), se obtiene la siguiente expresión para el produc
to de inercia I*y

Ix,/ = J xy dA -  J (x' + x)(y' + y) dA

= J  x'y' dA + y J x' dA + x j y ’ dA + xy J dA

La primera integral representa el producto de inercia 7xy  del área A 
con respecto a los ejes centroidales x' y y'. Las dos integrales siguientes 
representan los primeros momentos del área con respecto a los ejes 
centroidales; dichas integrales se reducen a cero puesto que el cen
troide C está localizado sobre esos ejes. La última integral es igual al 
área total A. Por tanto, se tiene que

hy I*y + xy A (9.13)

*9.9. EJES PRINCIPALES Y MOMENTOS PRINCIPALES 
DE INERCIA

Considere el área A y los ejes coordenados x y y  (figura 9.17). Suponien
do que los momentos y el producto de inercia

Ix = f y2 dA ltJ = J x2 dA Ixt/ = f xy dA (9.14)

del área A son conocidos, se desea determinar los momentos y el pro
ducto de inercia Ix>, l,y e de A con respecto a nuevos ejes x' y y' 
que se obtienen rotando los ejes originales alrededor del origen a través 
de un ángulo d.

Primero se deben señalar las siguientes relaciones entre las coor
denadas x', y' y x, y de un elemento de área dA:

x' = x cos 6 + y sen 9 y' = y cos 9 — x sen 9 

Si se sustituye y’ en la expresión para Ix-, se escribe 

Ix’ =  J  (y')2 dA = j  (y cos 9 — x sen 9)2 dA

= eos2 9 I  y2 dA — 2 sen 9 cos 9 j  xy dA +  sen2 9 j  x2 dA



lx' ~ Ix eos2 0 -  2Ixy sen 0 cos 9 + Iy sen2 9 (9.15) 

En forma similar, se obtienen las siguientes expresiones para l tJ■ e lxy

Iy> = Ix sen2 9 + 21xy sen 9 eos 9 + Iy eos2 9 (9.16)

Ix’y' =  (h  ~ hj) sen 9 cos 9 + IxtJ(eos2 0 — sen2 (?) (9.17) 

Recordando las relaciones trigonométricas

sen 29 = 2 sen 9 eos 9 cos 20 = eos2 9 -  sen2 9

Con las relaciones (9.14), se escribe

o 1 + cos 20 o 1 -  cos 20
eos” 0 = --------------  sen2 0 = --------------

2 2

Se pueden escribir las ecuaciones (9.15), (9.16) y (9.17) de la siguien
te forma:

IX' =  ~ i  ^  + Ix ~ 7?/ eos 20 -  / sen 20 (9.18) 

iy  = ~  Iy -  Ix ~  /y eos 20 + J  sen 20 (9.19)

/xy  = — 9 sen 20 + 1^ cos 20 (9.20)

Si se suman las ecuaciones (9.18) y la (9.19), se observa que

Ix' + Iy  = lx + Iy (9.21)

Este resultado pudo haberse anticipado puesto que ambos miembros 
de la ecuación (9.21) son iguales al momento polar de inercia ] t>.

Las ecuaciones (9.18) v (9.20) son las ecuaciones paramétricas de 
un círculo. Esto significa que si se selecciona un conjunto de ejes rec
tangulares y se grafica un punto M de abscisa Ix- y ordenada Z,.y y para 
cualquier valor dado del parámetro 0, todos los puntos que se obtienen 
de esta fonna estarán localizados sobre un círculo. Para establecer esta 
propiedad, se elimina 0 de las ecuaciones (9.18) y (9.20); lo anterior se 
lleva a cabo transponiendo el término (Ix + l y) f  2 en la ecuación (9.18), 
elevando al cuadrado ambos miembros de las ecuaciones (9.18) y (9.20) 
y sumando las expresiones obtenidas. Así se escribe

U + , ¡ Y  +  S y  -  (  L ~ í  ) + ¡ I ,  (9.22)

Estableciendo

y R = J ( k - J y . J  + i% (9.23)

se escribe la identidad (9.22) de la siguiente forma

dx’ -  Ipronf + Ix y  = R2 (9.24)

ésta es la ecuación de un círculo de radio R que tiene su centro en el pun
to C cuyas coordenadas .t y y son Zprom y 0, respectivamente (figura 9.18a). 
Se observa que las ecuaciones (9.19) y (9.20) son las ecuaciones paramé
tricas del mismo círculo. Además, debido a la simetría del círculo con res
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Figura 9.18

pecto al eje horizontal, se habría obtenido el mismo resultado si en lugar 
de graficar M se hubiera graficado un punto N de coordenadas l,y y 
(figura 9.18b). Esta propiedad se utilizará en la sección 9.10.

Los dos puntos A y B donde el círculo antes mencionado interseca 
el eje horizontal (figura 9 .18a) son de interés especial: el punto A corres
ponde al máximo valor del momento de inercia ÍT- mientras que el pun
to B corresponde al mínimo valor para dicha cantidad. Además, ambos 
puntos corresponden a un valor dc cero para el producto de inercia Jx y .  
Por tanto, los valores 6rn del parámetro 6 que corresponden a los puntos 
A y B  pueden obtenerse tomando lx y  = 0 en la ecuación (9.20). De es
ta forma se obtiene*

21
tan 20m = — r ~ T  (9.25)

x y
Esta ecuación define dos valores de 26m que están separados 180° y, por 
tanto, dos valores 6m que están separados 90°. Uno de estos valores co
rresponde al punto A en la figura 9.18a y también corresponde a un eje 
a través de O en la figura 9.17 con respecto al cual el momento de iner
cia del área dada es máximo, el otro valor corresponde al punto B y a un 
eje a través de O con respecto al cual el momento de inercia del área es 
mínimo. Los dos ejes definidos de esta forma son perpendiculares en
tre sí, se conocen como los ejes principales del área con resperto a O y 
los valores correspondientes /máx e /mfn del momento de inercia se lla
man momentos principales de inercia del área con respecto a O. Como 
los dos valores Bm definidos por la ecuación (9.25) se obtuvieron estable
ciendo Jxy  = 0 en la ecuación (9.20), el producto de inercia de un área 
dada con respecto a sus ejes principales es igual a cero.

A partir de la figura 9.18a se observa que

Imáx = fpmm + R Lnín =  Iprom ~ & (9.26)
Con el uso de los valores para Ipmm y R correspondientes a las fórmu
las (9.23), se escribe

±  + 4  <9-27»

A menos que se pueda decidir por inspección cuál de los dos ejes prin
cipales corresponde a í máx y cuál corresponde a Zmfn, es necesario susti
tuir uno de los valores de 6m en la ecuación (9.18) para poder deter
minar cuál de los dos corresponde al máximo valor del momento de 
inercia del área con respecto a O.

Haciendo referencia a la sección 9.8, se observa que si un área 
posee un eje de simetría a través de un punto O, dicho eje debe ser 
un eje principal del área con respecto a O. Por otra parte, un eje prin
cipal no tiene que ser necesariamente un eje de simetría; sin importar 
si un área posee o no ejes de simetría, ésta tendrá dos ejes principales 
de inercia con respecto a cualquier punto O.

Las propiedades que se acaban de establecer son válidas para cual
quier punto O localizado dentro o fuera del área dada. Si se selecciona 
el punto O de manera que coincida con el centroide del área, cualquier 
eje que pasa a través de O es un eje centroidal; los dos ejes principales 
de un área con respecto a su centroide reciben el nombre de ejes cen
troidales principales del área.

'Esta relación también se puede obtener al diferenciar /„■ en la ecuación (9.18) y tomando 

dlx/dd = 0.
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PRO BLEM A RESUELTO 9.6

Determine el producto de inercia del triángulo rectángulo mostrado en la 
figura, a) con respecto a los ejes x y y, y h ) en relación con los ejes cen
troidales que son paralelos a los ejes xy  y.

SOLUCION

o) Producto dc inercia I„f. Se selecciona una tira rectangular verti
cal como el elemento diferencial de área. Con el teorema de los ejes para
lelos, se escribe

Como el elemento es simétrico con respecto a los ejes x' yy\ se observa que 
dlx>y< = 0. Con base en la geometría del triángulo se obtiene

!/ = dA — y dx = dx

xd = x yei = h  = i h[ l - f )

Integrando dlxy desde x = 0 hasta x = b, se obtiene

IXy j dlxy j xeiyci dA J x( 2 )h f 1  ̂̂  dx

, o  (h í x X2 X * \ J ..IV X3 X4 l fc 
~ h J0 (2 ~ Y  + 2foV 7 ~ ¥  + ¥ H ,

h,, = i¡b2h2 A

Las coordenadas del centroide delb) Producto de inercia lxy  La 
triángulo con respecto a los ejes xy  y son

Con la expresión para I„j obtenida en el inciso a), se aplica el teorema de los 
ejes paralelos y se escribe

ixy = Ify" + xyA
= w  + (\b)(\h)(\bh)

W  = T ¿ 2h2 -  ± b 2h2
- i b 2!,2
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Para la sección mostrada en la figura se han calculado los valores de los mo
mentos de inercia con respecto a los ejes x y y y se sabe que dichas cantida
des son iguales a

L  = 10.38 in

Determine: a) la orientación de los ejes principales de la sección con respecto 
a O v b) los valores de los momentos principales de inercia de la sección con

Rfflw
SOLUCION

Primero se calcula el producto de inercia con respecto a los ejes x y y. El 
área se divide en tres rectángulos, como se muestra en la figura. Se observa 
que para cada uno de los rectángulos, el producto de inercia 7*y con res
pecto a ejes centroidales paralelos a los ejes .r v y es igual a cero. Con el uso 
del teorema de los ejes paralelos Ixy - Ixy  4- xyA, se encuentra que, para 
cada uno de los rectángulos, lxtJ se reduce a xyA.

H f t É

illf!
1.75 in.

Rectángulo

8li¡1.25 in.
+ 1.25

lyy = 1/xyA = —6.56 in.4

«) Ejes principales. Como se conocen las magnitudes de Ix, Iy e I, 
se utiliza la ecuación (9.25) para determinar los valores de 6m:

tan2,  = _ ^  = . J ( - 6.56) =+3-85

‘ C<

« I

b) Momentos principales de inercia. Con la ecuación (9.27), se es

10.38 + 6.97

mil
tmáx = 15-45 in.4 7mfn = 1.897 in.4 <

Observe que los elementos del área de la sección están distribuidos más cerca 
del eje b que del eje a; se concluye que 7„ = 7uliíx = 15.45 in.4 e 7¿, = 7mín = 
1.897 in.4. Esta conclusión se puede verificar sustituyendo 6 — 37.7° en las 
ecuaciones (9.18) y (9.19).

■Í¿vK’. v'&VÍ
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R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En los problemas propuestos correspondientes a esta lección se continuará trabajando con 
momentos de inercia y se utilizarán varias técnicas para calcular productos de inercia. A pe
sar de que en general los problemas propuestos son sencillos de resolver, es importante to
mar en cuenta los siguientes puntos:
1. Calcular el producto de inercia Ix;l por integración. El producto de inercia se de
finió como

Ixy = f  xy dA (9.12)

y se estableció que su valor puede ser positivo, negativo o cero. El producto de inercia se 
puede calcular directamente a partir de la ecuación anterior con una integración doble o 
puede detenninarse empleando una sola integración, como se hizo en el problema resuel
to 9.6. Cuando se aplique esta última técnica y se utilice el teorema de los ejes paralelos, es 
importante recordar que xe¡ y ye¡ en la ecuación

dlxy dlx'y' ■(" xe¡yei dA

son las coordenadas del centroide del elemento de área dA. Por tanto, si dA no está en el 
primer cuadrante, una o ambas coordenadas serán negativas.
2. Calcular los productos de inercia de áreas compuestas. Los productos de inercia 
de áreas compuestas se pueden calcular a partir de los productos de inercia de sus partes 
componentes utilizando el teorema de los ejes paralelos

Ixy = h y  + xyA (9.13)

La técnica apropiada que se debe utilizar para problemas de este tipo se ilustra en los pro
blemas resueltos 9.6 y 9.7. Además de las reglas habituales para problemas que involucran 
áreas compuestas, es esencial que se recuerden los puntos siguientes.

a) Si cualquiera de los ejes centroidales de un área componente es un eje de si
metría para dicha área, el producto de inercia lXIJ- para el área bajo consideración  
es igual a cero. En este sentido, Ixy  es igual a cero para áreas componentes como círcu
los, semicírculos, rectángulos y triángulos isósceles que poseen un eje de simetría paralelo 
a uno de los ejes coordenados.

b) Se debe prestar mucha atención a los signos de las coordenadas x y y de cada 
área componente cuando se use el teorema de los ejes paralelos [problema resuelto 9.7],
3. Determinación de los momentos de inercia y de los productos de inercia para 
ejes coordenados que han sido rolados. En la sección 9.9 se derivaron las ecuaciones 
(9.18), (9.19) y (9.20) a partir de las cuales pueden calcularse los momentos de inercia y el 
producto de inercia para ejes coordenados que han sido rotados alrededor del origen O. Pa
ra aplicar estas ecuaciones, es necesario conocer un conjunto de valores Ix, ly e Ixy para una 
orientación dada de los ejes y se debe recordar 0 que es positivo para rotaciones de los ejes 
en un sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj y negativa para rota
ciones de los ejes en un sentido a favor del movimiento de las manecillas del reloj.
4. Cálculo de los momentos principales de inercia. En la sección 9.9 se mostró que exis
te una orientación en particular de los ejes coordenados, para la cual los momentos de iner
cia alcanzan sus valores máximo y mínimo, Imíx e Jm(n, y para la cual el producto de inercia es 
igual a cero. La ecuación (9.27) se puede utilizar para calcular estos valores, que se conocen 
como los momentos principales de inercia del área con respecto a O y su orientación está de
finida por la ecuación (9.25). Para determinar cuál de los ejes principales corresponde a 7máx 
y cuál a I ^ ,  se puede seguir el procedimiento que se describió después de la ecuación (9.27) 
o también se puede observar con respecto a cuál de los dos ejes principales está más cerca del 
área distribuida: dicho eje corresponde a Imíu [problema resuelto 9.7],



Problemas

9.67 a 9.70 Para el área que muestra cada figura, determine por in
tegración directa el producto de inercia respecto a los ejes x y  y.

x Figura P9.69 Figura P9.70
Figura P9.68

9.71 a 9.74 Utilice el teorema de los ejes paralelos para determinar, 
respecto a los ejes centroidales x y y, el producto de inercia del área que 
muestra la figura.

P9.71 Figura P9.72

20

Figura

Figura P9.73

506



9.75 a 9.78 Utilice el teorema de los ejes paralelos para determinar, 
respecto a los ejes centroidales x y y, el producto de inercia del área que 
muestra la figura.

16.5 in.

Figura P9.77

9.79 Determine los momentos y el producto de inercia del cuarto de 
elipse mostrado en el problema 9.67 respecto a un nuevo sistema de ejes, el 
cual se obtiene al rotar los ejes x y y alrededor de O en un ángulo de a) 45° 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj, b) 30° en el mismo senti
do que las manecillas del reloj.

9.80 Determine los momentos y los productos de inercia del área mos
trada en el problema 9.72 respecto a nuevos ejes centroidales, los cuales se 
obtienen al rotar los ejes x y y en un ángulo de 45° en el mismo sentido que 
las manecillas del reloj.

9.81 Determine los momentos y los productos de inercia del área mos
trada en el problema 9.73 respecto a nuevos ejes centroidales, los cuales se 
obtienen al rotar los ejes x y y en un ángulo de 30° en el mismo sentido que 
las manecillas del reloj.

9.82 Determine los momentos y los productos de inercia del área mos
trada en el problema 9.75 respecto a nuevos ejes centroidales, los cuales se 
obtienen al rotar los ejes x y y en un ángulo de 60° en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj.

9.83 Determine los momentos y los productos de inercia de la sección 
transversal del ángulo L76 X 51 X 6.4 mm mostrado en el problema 9.74 
respecto a nuevos ejes centroidales, los cuales se obtienen al rotar los ejes x 
y y en un ángulo de 45° en el mismo sentido que las manecillas del reloj.

9.84 Determine los momentos y los productos de inercia de la sección 
transversal del ángido L5 X 3 X ¿ in. mostrado en el problema 9.78 respec
to a nuevos ejes centroidales, los cuales se obtienen al rotar los ejes x y y en 
un ángulo de 30° en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

Figura P9.76

Problemas 507



508 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 9.85 Para el cuarto de elipse del problema 9.67. determine la orien
tación de los ejes principales que pasan por el origen y los valores correspon
dientes de los momentos de inercia.

9.86 a 9.88 Para el área indicada, determine la orientación de los ejes 
principales que pasan por el origen y los valores correspondientes a los mo
mentos de inercia.

9.86 Área del problema 9.72
9.87 Área del problema 9.73
9.88 Área del problema 9.75

9.89 y 9.90 Para la sección transversal del ángulo indicado, determine 
la orientación de los ejes principales que pasan por el origen y los valores 
correspondientes a los momentos de inercia.

9.89 La sección transversal del ángulo L76 X  51 X  6.4 mm del
problema 9.74
9.90 La sección transversal del ángulo L5 X 3 X  j  in. del proble
ma 9.78

*9.10. CÍRCULO DE MOHR PARA MOMENTOS 
Y PRODUCTOS DE INERCIA

El círculo utilizado en la sección anterior para ilustrar las relaciones 
que existen entre los momentos y productos de inercia de un área 
dada respecto a ejes que pasan por un punto fijo O fue presentado ini
cialmente por el ingeniero alemán Otto Mohr (1835-1918), y se cono
ce como círculo de Mohr. Se demostrará que si se conocen los momen
tos y productos de inercia dc un área A respecto a dos ejes rectangulares 
x y  y que pasan por un punto O, el círculo de Mohr se puede utilizar 
para determinar gráficamente a) los ejes principales y los momentos 
principales de inercia del área respecto a O, h) los momentos y el pro
ducto de inercia del área respecto a cualquier otro par de ejes rectan
gulares x' y y' que pasen por O.

Considere un área dada A y dos ejes coordenados rectangulares x
Y y (figura 9.19a). Suponiendo que los momentos de inercia Ix e Iy y 
el producto de inercia lxy son conocidos estarán representados en un 
diagrama al graficar un punto X de coordenadas Ix e Ixy y un punto Y 
de coordenadas Iy y —Ixy (figura 9.19&). Si lxy es positivo, como se su
puso en la figura 9.19a, el punto X estará localizado por encima del eje 
horizontal, y el punto Y se ubicará por debajo de dicho eje, como in
dica la figura 9.19/;. Si lXIJ es negativo, X se localizará por debajo del 
eje horizontal y Y por encima de ese eje. Uniendo X y Y mediante una 
línea recta, se representa con C el punto de intersección dc la línea XY 
con el eje horizontal y se traza un círculo cuyo centro sea C y su diá
metro XY. Al advertir que la abscisa de C y el radio del círculo son 
iguales, respectivamente, a las cantidades /pr(>rn y R definidas median
te la fórmula (9.23), se concluye que el círculo obtenido es el círculo 
de Mohr para el área dada respecto al punto O. Por tanto, las abscisas 
de los puntos A y B donde el círculo corta al eje horizontal represen
tan, respectivamente, los momentos principales de inercia l mAx e /mfTI 
del área.

También se observa que, puesto que tan (XCA) = 2Ixy/( Ix -  Iy), el 
ángulo XCA es igual en magnitud a uno de los ángulos 26m que satis
facen la ecuación (9.25); por tanto, el ángulo dm, que define al eje prin
cipal Oa en la figura 9.19a y corresponde al punto A en la figura 9.19b, 
es igual a la mitad del ángulo XCA del círculo de Mohr. Además, se ob-
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9.10. Círculo de Mohr para momentos 
y productos de inercia

Figura 9.19 b)

serva que si lx >  Iy e  lxy >  0, como en el caso que se considera aquí, la 
rotación que lleva a CX hasta CA es en el sentido del movimiento de 
las manecillas del reloj. En estas condiciones, el ángulo 8m que se ob
tiene a partir de la ecuación (9.25), el cual define el eje principal Oa en 
la figura 9.19a, es negativo; por tanto, la rotación que lleva a Ox hasta 
Oa también es en el sentido del movimiento de las manecillas del re
loj. Se concluye que los sentidos de rotación en ambas partes de la fi
gura 9.19 son los mismos. Si se requiere una rotación en el sentido de 
las manecillas del reloj a través de un ángulo 20m para llevar a CX has
ta CA en el círculo de Mohr, entonces una rotación en el sentido de las 
manecillas del reloj a través de un ángulo dm llevará a Ox hasta el eje 
principal correspondiente Oa en la figura 9.19a.

Como el círculo de Mohr está definido en forma única, el mismo 
círculo se puede obtener considerando los momentos y el producto de 
inercia del área A respecto a los ejes rectangulares x' y y' (figura 9.19a). 
Entonces, el punto X' de coordenadas l x- e /xy  y el punto Y' de coor
denadas I,y y —Ix'u‘ están localizados sobre el círculo de Mohr y el án- 
gido X'CÁ en la figura 9.19b debe ser igual al doble del ángulo x'Oa 
en la figura 9.19a. Puesto que, como se señaló anteriormente, el ángu
lo XCA es igual al doble del ángulo xOa, se concluye que el ángulo XCX' 
en la figura 9.19b es el doble del ángulo xOx' en la figura 9.19a. El diá
metro X'Y' define a los momentos y al producto de inercia Ix-, l tJ- e Ixy  
del área dada con respecto a los ejes rectangulares x' y y' que forman 
un ángulo 6 con los ejes x y y, se puede obtener rotando a través de un 
ángulo 26 al diámetro XY, el cual corresponde a los momentos 
y al producto de inercia Ix, l y e IxtJ. Se observa que la rotación que lle
va al diámetro XI' hasta el diámetro X'Y' en la figura 9.19& tiene el mis
mo sentido que la rotación que lleva a los ejes x y  y hasta los ejes x' y 
y' en la figura 9.19a.

Es necesario señalar que el uso del círculo de Mohr no está limi
tado a las soluciones gráficas, esto es, a las soluciones basadas en dibu
jar y medir los distintos parámetros involucrados. Simplemente, al hacer 
un bosquejo del círculo de Mohr y con la trigonometría se pueden de
rivar las distintas relaciones que se requieren para la solución numérica 
de un problema dado (véase problema resuelto 9.8).
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PROBLEM A RESUELTO 9.8

Para la sección mostrada en la figura, se sabe que los momentos y el pro
ducto de inercia con respecto a los ejes x y y están dados por

L  = 7.24 X 106 mm Iy = 2.61 X 1()6 mm4 I„j = -2.54  X 10fi mm4
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Con el uso del círculo de Mohr, determine: o) los ejes principales de la sec
ción con respecto a O, b ) los valores de los momentos principales de inercia 
de la sección con respecto a O y c) los momentos y el producto de inercia de 
la sección con respecto a los ejes x' y y' que forman un ángulo de 60° con 
los ejes xy  y.

SOLUCIÓN

Dibujo del círculo de Mohr. Primero se grafica el punto X de coorde
nadas Ix — 7.24, -  —2.54 y el punto Y de coordenadas ly = 2.61, - l„ j -  
+2.54. Uniendo los puntos X y Y con ima línea recta, se define el centro C del 
círculo de Mohr. La abscisa de C, la cual representa Jprom, y el radio R del círcu
lo se pueden medir directamente o se pueden calcular de la siguiente forma:

íprom = OC = {(Ix + Iy) = {(7.24 X 106 + 2.61 X 10°) = 4.925 X 106 mm4 
CD = {(/* -  ly) = {(7.24 X 106 -  2.61 X 106) = 2.315 X 106 mm4 

R = V(CD)2 + (DX)2 = V(2.315 X 106)2 + (2.54 X 106)2 
= 3.437 X 106 mm4

a) Ejes principales. Los ejes principales de la sección corresponden 
a los puntos A y B en el círculo de Mohr y el ángulo a través del cual se debe 
rotar CX para llevarlo a CA define el ángulo 26m. Así se tiene que

tan 2Q,„ =
DX 2.54
CD 2.315

= 1.097 20m = 47.6°*¡ 0„, = 23.8C1 4

Por tanto, el eje principal Oa correspondiente al valor máximo.del momen
to de inercia se obtiene rotando el eje x a través de 23.8° en sentido contra
rio al del movimiento de las manecillas del reloj; el eje principal Oh corres
pondiente al valor mínimo del momento de inercia se puede obtener rotando 
el eje y a través del mismo ángulo.

b) Momentos principales de inercia. Los momentos principales de 
inercia están representados por las abscisas de los puntos Ay B. Por tanto, se 
tiene que

+ R = (4.925 + 3.437)106 mm4I míx = OA = OC + CA = Iplom

H i t e 1

mm
m m
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c) Momentos y producto dc inercia con respecto a los ejes x y y '. 
En el círculo de Mohr, los puntos X' y Y' corresponden a los ejes x' y y', 
aquéllos se obtienen rotando CX y CY a través de un ángulo 26 = 2(60°) = 
120° en sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj. Las 
coordenadas de X' y Y' proporcionan los momentos y el producto de inercia 
buscados. Observe que el ángulo que CX' forma con la horizontal es <j> = 
120° — 47.6° = 72.4o, se escribe

Ix, = OF — OC + CF = 4.925 X 106 mm4 + (3.437 X 106 mm4) eos 72.4°
Ix- = 5.96 X  10r> inm4 4

/„• = OG = OC GC = 4.925 X 106 mm4 -  (3.437 X 106 mm4) eos 72.4°
Iy■ = 3.89 X 106 mm4 4  

IxV = FX' = (3.437 X 106 mm4) sin 72.4
IxV = 3.28 X 10® mm4



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En los problemas propuestos correspondientes a esta lección se utilizará el círculo 
de Mohr para determinar los momentos y productos de inercia de un área dada para di
ferentes orientaciones de los ejes coordenados. Aunque en algunos casos el uso del 
círculo de Mohr puede no ser tan directo como sustituir la información necesaria en las 
ecuaciones apropiadas [ecuaciones (9.18) a la (9.20)], este método de solución tiene la 
ventaja de que proporciona una representación visual de las relaciones que existen entre 
las distintas variables. Además, el círculo de Mohr muestra todos los valores de los mo
mentos y productos de inercia que son posibles para un problema dado.

Uso del círculo de Mohr. La teoría correspondiente al círculo de Mohr fue presen
tada en la sección 9.9 y su aplicación se expuso en la sección 9.10 y en el problema re
suelto 9.8. En el problema resuelto se presentaron los pasos que deben seguirse para 
determinar los ejes principales, los momentos principales de inercia y los momentos y 
el producto de inercia con respecto a una orientación especificada de los ejes coorde
nados. Cuando se utiliza el círculo de Mohr para resolver problemas, es importante 
recordar los siguientes puntos.

a) El círculo de Mohr está completamente definido por las cantidades R e 
Zpr<,m, las cuales representan, respectivamente, el radio del círculo y la distancia desde el 
origen O hasta el centro del círculo C. Estas cantidades pueden obtenerse a partir de las 
ecuaciones (9.23) si se conocen los momentos y el producto de inercia para una orienta
ción dada de los ejes. Sin embargo, el círculo de Mohr también puede definirse por me
dio de otra combinación de valores conocidos [problemas 9.105, 9.108 v 9.109]. Para 
estos casos, puede ser que sea necesario realizar primero una o más suposiciones, como 
seleccionar una ubicación arbitraria para el centro del círculo cuando 7prt)m es descono
cida, asignarle magnitudes relativas a los momentos de inercia (por ejemplo, lx >  Iy), o 
seleccionar el signo del producto de inercia.

h) El punto X de coordenadas (Ix, Ixy) y el punto Y de coordenadas (I,r  —lXIJ) 
están localizados sobre el círculo de Mohr y son completamente opuestos.

c) Como los momentos de inercia deben ser positivos, todo el círculo de Mohr 
debe estar localizado a la derecha del eje Ixy; por tanto se concluye que í prom >  R para 
todos los casos.

d) Conforme los ejes coordenados se rotan a través de un ángulo 0, la rotación 
asociada del diámetro del círculo de Mohr es igual a 26 y es en el mismo sentido (a favor 
o en contra del movimiento de las manecillas del reloj). Se recomienda que los puntos 
conocidos sobre la circunferencia del círculo sean identificados con una letra mayúscula 
apropiada, como se hizo en la figura 9.19¿ y en los círculos de Mohr del problema resuel
to 9.8. Esto permitirá determinar, para cada valor de 6, el signo del producto de inercia 
correspondiente, así como el momento de inercia que está asociado con cada uno de los 
ejes coordenados [problema resuelto 9.8, incisos a) ye)].

Aun cuando se ha presentado al círculo de Mohr dentro del contexto específico del estu
dio de los momentos y productos de inercia, la técnica del círculo de Mohr también se 
puede aplicar para la solución de problemas análogos pero físicamente distintos en me
cánica de materiales. Este uso múltiple de una técnica específica no es único y en el es
tudio de la ingeniería se pueden encontrar varios métodos de solución que pueden apli
carse a diversos problemas.



Problemas

9.91 Utilice el círculo de Mohr para determinar los momentos y el 
producto de inercia del cuarto de elipse mostrado en el problema 9.67 res
pecto a un nuevo sistema de ejes, el cual se obtiene al rotar los ejes x y y al
rededor de O en un ángulo de a) 45° en sentido contrario al de las maneci
llas del reloj, b) 30° en el mismo sentido que las manecillas del reloj.

9.92  Utilice el círculo de Mohr para determinar los momentos y el 
producto de inercia del área mostrada en el problema 9.72 respecto a nue
vos ejes centroidales, los cuales se obtienen al rotar los ejes x y y en un án- 
gido de 45° en el mismo sentido que las manecillas del reloj.

9.93 Utilice el círculo de Mohr para determinar los momentos y el 
producto de inercia del área mostrada en el problema 9.73 respecto a nue
vos ejes centroidales, los cuales se obtienen al rotar los ejes x y y en un án
gulo de 30° en el mismo sentido que las manecillas del reloj.

9.94  Utilice el círculo de Mohr para determinar los momentos y el 
producto de inercia del área mostrada en el problema 9.75 respecto a nue
vos ejes centroidales, los cuales se obtienen al rotar los ejes x y y en un án
gulo de 60° en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

9.95  Utilice el círculo de Mohr para determinar los momentos y el 
producto de inercia de la sección transversal del ángulo L76 X 51 X 6.4 mm 
mostrado en el problema 9.74 respecto a nuevos ejes centroidales, los cua
les se obtienen al rotar los ejes x y y en un ángulo de 45° en el mismo sen
tido que las manecillas del reloj.

9.96 Utilice el círculo de Mohr para determinar los momentos y el 
producto de inercia de la sección transversal del ángulo L5 X 3 X {  in. 
mostrado en el problema 9.78 respecto a los nuevos ejes centroidales que se 
obtienen al rotar los ejes x y y en un ángulo de 3 0 °  en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj.

9.97  Para el cuarto de elipse del problema 9.67, utilice el círculo de 
Mohr para determinar la orientación de los ejes principales que pasan por el 
origen y los valores correspondientes de los momentos de inercia.

9.98  a 9.104 Utilice el círculo de Mohr y determine, para el área in
dicada, la orientación de los ejes principales que pasan por el origen y los 
valores correspondientes de los momentos de inercia.

9.98  Área del problema 9.72
9.99 Área del problema 9.76
9.100  Área del problema 9.73
9.101 Área del problema 9.74
9.102 Área del problema 9.75
9 .103  Área del problema 9.71
9 .104  Área del problema 9.77

(Los momentos de inercia Ix e l tJ para el área del problema 9.104 se deter
minaron en el problema 9.43.)

9.105 Los momentos v el producto de inercia de la sección transversal 
de un ángulo L102 X 76 X 6.4 mm respecto a un sistema ele ejes coordena
dos x v y que pasan por el punto C son, respectivamente, Ix = 0.166 X 106 
mm4, Iy = 0.453 X 10fi mm4 e Ixy <  0, con el valor mínimo del momento
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de inercia del área respecto a cualquier eje que pase por C igual a /mín = 
0.051 X_ 1()6 mm4. Utilizando el círculo de Mohr, determine a) el producto de 
inercia lxy del área, b) la orientación de los ejes principales, c) el valor de /máx.

9.106 y 9.107 Utilice el círculo de VIobr y determine, para la sección 
transversal del ángulo de acero laminado que muestra cada figura, la orien
tación de los ejes centroidales principales y los valores correspondientes de 
los momentos de inercia. (Las propiedades de la sección transversal se espe
cifican en la figura 9.13.)

y
0.75 in.-

0.5 ¡ii.-
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-1 ,5  x  3  x

Figura P9.106

*9.108 Los momentos de inercia respecto a los ejes centroidales rec
tangulares x y y de cierta área son, respectivamente, lx = 640 in.4 e Iy = 280 
in.4. Si después de rotar respecto al centroide los ejes x y y en un ángulo de 
60°, en el mismo sentido que las manecillas del reloj, el valor del producto 
de inercia relativo a los ejes rotados es de —180 in.4, utilice el círculo de 
Mohr para determinar a) la orientación de los ejes principales, b) los mo
mentos de inercia centroidales principales.

9.109 Se sabe que para un área dada ly = 300 in.4 e lxy — —125 in.4, 
donde x y y son ejes rectangulares centroidales. Si el eje que corresponde al 
valor máximo del producto de inercia se obtiene al rotar, respecto al punto C, 
el eje x en 67.5° en sentido contrario al de las manecillas del reloj, use el 
círculo de Mohr para determinar a) el momento de inercia 7( del área, b) los 
momentos de inercia centroidales principales.

9.110 Utilice el círculo de Mohr v demuestre que, para cualquier polí
gono regular (tal como un pentágono) a) el momento de inercia respecto a 
cualquier eje que pase por el centroide siempre es el mismo, b) el producto 
de inercia respecto a cualquier par de ejes rectangulares que pasen por el cen
troide siempre es cero.

9.111 Utilice el círculo de Mohr para demostrar que la expresión Ix'Iy-
— Ix'y' es independiente de la orientación de los ejes x' y y' donde lx ,l,y  e 
Ixy  representan, respectivamente, los momentos y el producto de inercia de 
un área dada respecto a los ejes rectangulares x' y y' que pasan por el punto
O. Demuestre también que la expresión anterior es igual al cuadrado de la lon
gitud de una línea tangente al círculo de Mohr y trazada desde el origen del 
sistema de ejes coordenados.

9.112 Utilizando la propiedad de invariabilidad establecida en el proble
ma anterior, exprese el producto de inercia IxtJ de un área A, respecto a los dos 
ejes rectangulares que pasan por el punto O, en términos de los momentos de 
inercia lx e ly de dicha área y los principales momentos de inercia Imín e l mfa de 
A alrededor de O. Si el momento de inercia máximo es de 524 X 10'1 mm4, apli
que la fórmula obtenida para calcular el producto de inercia Ixy para la sección 
transversal del ángulo de 76 X 51 X 6.4 mm que se muestra en la figura 9.13B.
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9.11. MOMENTO DE INERCIA DE UNA MASA

Considere una pequeña masa A rn que está montada sobre una barra 
de masa insignificante, la cual puede rotar libremente alrededor de un 
eje AA' (figura 9.20a). Si se aplica un par al sistema, la barra y la ma
sa, las cuales se supone que estaban en reposo, comienzan a girar al
rededor de AA'. Los detalles de este movimiento serán estudiados pos
teriormente en dinámica. Por ahora sólo se desea indicar que el tiempo 
requerido para que el sistema alcance una velocidad de rotación dada 
es proporcional a la masa Ara y al cuadrado de la distancia r. Por tan
to, el producto r 2 Ara proporciona una medida de la inercia del siste
ma, esto es, una medida de la resistencia que ofrece el sistema cuan
do se trata de ponerlo en movimiento. Por esta razón, el producto r2 
A ra es llamado el momento de inercia de la masa Ara con respecto al 
eje AA'.

Ahora considere un cuerpo de masa ra, el cual se hará girar alre
dedor de un eje AA' (figura 9.20/;). Si se divide el cuerpo en elemen
tos de masa Am¡, Ara2, etc., se encuentra que la resistencia que ofre
ce el cuerpo al movimiento de rotación se mide por la suma r, Am¡ + 
r| Arn2 +  •••. Por tanto, esta suma define el momento de inercia del 
cuerpo con respecto al eje AA'. Al incrementar el número de elemen
tos se encuentra que, en el límite, el momento de inercia es igual a la 
integral

a)
Figura 9.20

,
I  =  J r 2 dm (9.28)



El radio de giro k del cuerpo con respecto al eje AA' está definido 9,11 Momento de inercia de una masa 5 1 5
por la relación

/ =  k2m  o k = J  —  (9.29)
V ra

Eu este sentido, el radio de giro k representa la distancia a la cual se 
debe concentrar toda la masa del cuerpo si su momento de inercia con 
respecto a AA' debe permanecer inalterado (figura 9.20c). Sin impor
tar si la masa ra se conserva en su forma original (figura 9.20h) o si se 
concentra como se muestra en la figura 9.20c, ésta reaccionará de la 
misma forma a una rotación o giro con respecto a AA'.

Si se utilizan las unidades del SI, el radio de giro k está expresado 
en metros y la masa ra está expresada en kilogramos, por tanto, la unidad 
empleada para el momento de inercia de una masa es kg • m2. Si se 
utilizan las unidades de uso común en Estados Unidos, el radio de giro 
se expresa en pies y la masa en slugs (esto es en lb • s2/ft), por tanto, 
la unidad derivada empleada para el momento de inercia de una masa 
es lb • ft • s2.1

El momento de inercia de un cuerpo con respecto a un eje coor
denado puede expresarse en términos de las coordenadas x, y y z del 
elemento de masa dm  (figura 9.21). Por ejemplo, observe que el cua
drado de la distancia r desde el elemento dm  hasta el eje y es igual a 
z2 + x2, se expresa el momento de inercia del cuerpo con respecto al 
eje y como

I t/ = j  r2 dm  =  j  (z2 + x2) dm
Figura 9.21

Se pueden obtener expresiones similares para los momentos de iner
cia respecto a los ejes x y  z. Así se escribe

Guando se convierte el momento de inercia de masa de unidades de uso común en Es
tados Unidos o las unidades del SI, se debe recordar que la unidad base libra utilizada en 
la unidad derivada lb • ft • s2 es una unidad de fuerza (no de masa) y por tanto, debe con

vertirse a newtons. Así se tiene que

1 lb • ft • s2 = (4.45 N )(0.3048 m )(l s)2 =  1.356 N  • m • s2

Fotografía 9.2 Como se expondrá en el curso 
de dinámica, el comportamiento rotacional del eje 
que se muestra en la fotografía depende del 
momento de inercia de masa del eje con 
respecto a su eje de rotación.

o, como 1 N =  1 kg • m/s2,

1 lb ■ ft • s2 = 1.356 kg • m2



Considere un cuerpo de masa rn. Sea Oxyz un sistema de coordenadas 
rectangulares cuyo origen está localizado en el punto arbitrario O y sea 
Gx'y'z' un sistema de ejes centroidales paralelo, esto es, un sistema cu
yo origen está en el centro de gravedad G del cuerpot y cuyos ejes x', 
y' y z' son paralelos a los ejes x, y y z , respectivamente (figura 9.22). 
Representando con x, y y z  las coordenadas de G con respecto a Oxyz, 
se escriben las siguientes relaciones entre las coordenadas x, y y z del 
elemento dm  con respecto a Oxyz y las coordenadas x',y' y z ’ de di
cho elemento con respecto a los ejes centroidales Gx'y'z’:

g'fg Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 9.12. TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS

Figura 9.22

x = x' + X y = y' + y z' + (9.31)

Con las ecuaciones (9.30) se puede expresar el momento de inercia del 
cuerpo con respecto al eje x de la siguiente forma:

/* = | (y2 + z2) dm = J [(y' + y)2 + (z1 +  z)2] dm  

= | (y'2 + z'2) dm  + 2y J y' dm + 2z j z '  dm  + (y2 + z2) J  dm

La primera integral en la expresión anterior representa el momento de 
inercia /*• del cuerpo con respecto al eje centroidal x'; la segunda y la 
tercera representan, respectivamente, el primer momento del cuerpo 
con respecto a los planos z'x' y x'y', como ambos planos contienen al 
punto G, las dos integrales son iguales a cero ; la última integral es igual 
a la masa total m del cuerpo. Por tanto, se escribe,

Ix =  Ix’ + m{yz + z2) (9.32)

y, en forma similar,

I,f -  Iy' + m(z2 + x2) Iz = + m(x2 + y 2) (9.32')

Con base en la figura 9.22 se puede verificar que la suma z2 + x2 
representa el cuadrado de la distancia OB entre los ejes y y y'. En for
ma análoga, y 2 + z 2 y x2 + y 2 representan, respectivamente, los cua
drados de la distancia entre los ejes x y x' y entre los ejes z y z'. Por 
tanto, representando con d  la distancia entre un eje arbitrario AA' y 
un eje centroidal paralelo BB' (figura 9.23) se puede escribir la siguien
te relación general entre el momento de inercia I del cuerpo con res
pecto a AA' y su momento de inercia 1 con respecto a BB':

1 = 1 + m d2 (9.33)

Expresando los momentos de inercia en términos de los radios de giro 
correspondientes, también se puede escribir

k2 = k2 + d 2 (9.34)

donde k y k representan, respectivamente, los radios de giro del cuerpo 
con respecto a AA' y BB'.

'Observe que el término centroidal se usa para definir el eje que pasa por el centro de 
gravedad G del cuerpo, aunque no coincida G con el centroide del volumen del cuerpo.



9.13. MOMENTOS DE INERCIA DE PLACAS DELGADAS

Considere una placa delgada de espesor uniforme f, la cual está hecha 
de material homogéneo de densidad p (densidad = masa por unidad dc 
volumen). El momento de inercia de masa de la placa con respecto a 
un eje AA' contenido en el plano de la placa (figura 9.24-/) está dado 
por

. masa j  dtTl

Como dm  = pt dA, se escribe

Iaa\ masa = pt j  r* dA 

Pero r representa la distancia que hay desde el elemento de área dA

«) b)

Figura 9.24

hasta el eje AA'; por tanto, la integral es igual al momento dc inercia 
del área de la placa con respecto a AA'. Así se tiene que

IAA'. masa P^AA', área (9.35)

En forma similar, para un eje BB' que está contenido en el plano de 
la placa y que es perpendicular a AA' (figura 9.24/;), se tiene que

IfíB', masa =  PtlüH ', área (9.36)

Ahora, considerando al eje CC' que es perpendicidar a la placa y 
que pasa a través del punto de intersección C de AA' y BB' (figura 
9.24c), se escribe

^CC', masa — P t f c ,  área (9.3/)

donde J c  es el momento polar de inercia del área de la placa con res
pecto al punto C.

Recordando la relación J c  = Iaa' + I bb' que existe entre el mo
mento polar de inercia y los momentos rectangulares de inercia de un 
área se escribe la siguiente relación entre los momentos de inercia de 
masa de una placa delgada:

I c e  = I a a ' + I» h‘ (9.38)

9.13. Momentos de inercia de placas 
delgadas

A’

A

c)
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Fuerzas distribuidas: momentos de inercia

Figura 9.26

d lv = dly- + x2 dm  = (-j r 2 + x^ dm  

d i .  = d lz' + x2 dm  = r2 + x^drn

Figura 9.27 Determinación del momento 
de inercia de un cuerpo de revolución.

Placa rectangular. En el caso de una placa rectangular de la
dos a y  b  (figura 9.25), se obtienen los siguientes momentos de inercia 
de masa con respecto a ejes que pasan a través del centro de gravedad 
de la placa:

lAA\  masa P ^ A A \  área P^( 12^

^B B', masa área pt( 12 ah )

Observando que el producto pabl es igual a la masa m  de la placa, se 
escriben los momentos de inercia de masa de una placa rectangular 
delgada de la forma siguiente:

W  =  T 2 1™ 2 l BB' =  2 ( 9 '3 9 )

l e e  = Iaa' +  hiB ' = 72 m(fl2 ■*" b 2) (9.40)
Placa circular. En el caso de una placa circular o disco de ra

dio r (figura 9.26), se escribe

lAA\  masa — pt^AA  \ área pti^irr4)

Observando que el producto p7rrzt es igual a la masa m de la placa y 
que Iaa- = Ibr', se escriben los momentos de inercia de masa de una 
placa circular de la siguiente forma:

Iaa' = Ibb■ = (9.41)
l e e  =  Iaa- +  W  =  1 m r2 (9.42)

9.14. DETERMINACIÓN DEL MOMENTO DE INERCIA 
DE UN CUERPO TRIDIMENSIONAL POR INTEGRACIÓN

El momento de inercia de un cuerpo tridimensional se obtiene eva
luando la integral 1 =  f  r2dm. Si el cuerpo está hecho de material ho
mogéneo de densidad p, el elemento de masa dm  es igual a pdV y se 
puede escribir 1 — p f  r2 dV. Esta integral sólo depende de la forma 
del cuerpo. Por tanto, para calcular el momento de inercia de un cuer
po tridimensional será necesario llevar a cabo una triple integración o, 
cuando menos, una doble integración.

Sin embargo, si el cuerpo posee dos planos de simetría, es posible 
determinar el momento de inercia del cuerpo con una sola integración 
seleccionando como elemento de masa dm  una placa delgada que es per
pendicular a los planos de simetría. Por ejemplo, en el caso de cuerpos 
de revolución, el elemento de masa será un disco delgado (figura 9.27). 
Con la fórmula (9.42), el momento de inercia del disco con respecto al 
eje de revolución se puede expresar como se indica en la figura 9.27. Por 
otra parte, el momento de inercia del disco con respecto a cada uno de 
los otros dos ejes coordenados se obtiene con la fórmula (9.41) y el teo
rema de los ejes paralelos. Integrando las expresiones obtenidas de esta 
forma, se obtienen los elementos de inercia del cuerpo.

9.15. MOMENTOS DE INERCIA DE CUERPOS COMPUESTOS

En la figura 9.28 se muestran los momentos de inercia de algunas for
mas comunes. Para un cuerpo que consiste de varias de estas formas 
simples, se puede obtener el momento de inercia de dicho cuerpo con 
respecto a un eje dado calculando primero los momentos de inercia de 
las partes que lo constituyen con respecto al eje deseado y sumándo
los después. Como en el caso de las áreas, el radio de giro de un cuerpo 
compuesto no se puede obtener sumando los radios de giro de las partes 
que lo constituyen.



Barra delgada I,, = Iz = ± m L *

Placa rectangular delgada

Prisma rectangular

h =  ¿ m (fc 2 + c 2)

l,j = m(c2 + a2)

I .  = ■— m(«2 + b 2)

Disco delgado
lx = \ m r2 

l y = l z= \ m r 2

Cilindro circular
Ix= jm a 2

ry = Iz = j¿m(3a2 + L2)

Cono circular

h  = ¿ma2
¡y = l .  = |m(-jo2 + /i2)

Esfera h = ¡,j = h

Figura 9.28 Momentos de inercia de masa de formas geométricas comunes.



Determine el momento de inercia de una barra delgada de longitud L y masa 
m con respecto a un eje que es perpendicular a la barra y que pasa a través 
de uno de sus extremos.

PROBLEMA RESUELTO 9.9

c / m  ■ i s m A m  ...... iSOLUCION
Si se selecciona el elemento diferencial de masa mostrado en la figura, se es
cribe

dm = dx

1  1
É ÍV. O,''■■SI'

Áv;'Á$S£
■'li

í * = [ í í Iy = \m1?

PROBLEM A RESUELTO 9.10

Para el prisma rectangular homogéneo mostrado en la figura, determine el 
momento de inercia con respecto al eje z.

í

¡1ÉÍI

SOLUCIÓN
y

1

,3

iñ k o & > z 'ó íf7 s ip

Se selecciona como elemento diferencial de masa a la placa delgada mostrada eaS’.1' | 'Ĉ  
en la figura; por tanto,

dm = pbc dx

Haciendo referencia a la sección 9.13, se encuentra que el momento de iner
cia del elemento con respecto al eje z' está dado por

dL- = y¿62 dm

Con la aplicación del teorema de los ejes paralelos, se obtiene el momento 
de inercia de masa de la placa con respecto al eje z.

dlz — dlz■ + x2 dm = -¡j b 2 dm + x2 dm = (j¡b2 + x2) pbc dx

Integrando desde x = 0 hasta x = a, se obtiene

Iz = J  dlz = j  [j¿b2 + x2) pbc dx = pabc(j¡b2 + \a2)

Como la masa total del prisma es m = pabc, se puede escribir

L =  m(-¡^¿2 - I - 1 a2) lz =  7§m(4a2 +  b2) ^

Se observa que si el prisma es delgado, b es pequeño en comparación con a =
y la expresión para Iz se reduce a 3ma2, la cual es el resultado obtenido en ^
el problema resuelto 9.9 cuando L = a.

¡ÉIÉi



H IDetermine el momento de inercia de un cono circular recto con respecto a:
a) su eje longitudinal, b) un eje que pasa a través del ápice del cono y que 
es perpendicular a su eje longitudinal y c) un eje que pasa a través del cen
troide del cono y que es perpendicular a su eje longitudinal.

SOLUCION

Se selecciona el elemento diferencial de masa mostrado en la figura.

«) Momento de inercia Zx. Con el uso de la expresión derivada en 
la sección 9.13 para un disco delgado, se calcula el momento de inercia de 
masa del elemento diferencial con respecto al eje x.

Integrando desde x = 0 hasta x — h, se obtiene

To P™4h

Como la masa total del cono es m = ¡pira2h, se puede escribir 

Ix =  jf¡pTra4h = j^a2(^pTTa2h) =  yü rna2 lx =

m'Mm
b) Momento de inercia l y. Se utiliza el mismo elemento diferen

cial. Aplicando el teorema de los ejes paralelos y con la expresión derivada 
en la sección 9.13 para un disco delgado, se escribe

dly = di,y + x2 dm = \r2 dm + x2 dm = {\r2 -t- x2) dm

Si se sustituyen las expresiones para r y para din en la ecuación anterior, se 
obtiene

Con la introducción de la expresión para la masa total del cono rn, se rees- 
cribe Iy de la forma siguiente:

Iy = f(jn2 + h2)jpTra2h ly = |m {já2 + ir) 4

c) Momento dc inercia ly«. Se aplica el teorema de los ejes parale
los y se escribe

ly = Iy" + mx2

Resolviendo para l tJ" y recordando de la figura 5.21 que x = \h, se tiene que

Iy" = Iy -  mx2 = §m(\a2 + h2) -  m(|/i)2

~ l,f = |j»i{rz2 +  }/i2) *

mm | | Í »
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2 in.

1

Una pieza de acero consta de un prisma rectangular de 6 X 2 X 2 in. y dos 
1in cilindros de 2 in. de diámetro y 3 in. de longitud, como se muestra en la figura. 

Si se sabe que el peso específico del acero es de 490 lb/ft3, determine los mo
mentos de inercia de la pieza con respecto a los ejes coordenados.

PROBLEMA RESUELTO 9.12

U
JB

■ ; v.-;;

SOLUCIÓN

Cálculo dc las masas 
Prisma

V = (2 in.)(2 in.)(6 in.) = 24 in.3 

W = (24 in 3)(490 lb/ft3/ 1 ft ^

6.81 Ib6 in. m

12 in.

= 0.211 Ib • s2/ft

= 6.81 Ib

32.2 ft/s2 

Cada uno de los cilindros

V = 7r(l in.)2(3 in.) = 9.42 in.3

W = (9.42 in.3)(490 lb/ft;i)(

2.67 Ib

= 2.67 Ib

m —
32.2 ft/s2

= 0.0829 Ib • s /ft

I#
I I
«Sr

w k

Momentos de inercia. A partir de la figura 9.28 se calculan los mo
mentos de inercia de cada una de las partes que constituyen la pieza, utilizando 
el teorema de los ejes cuando sea necesario. Observe que todas las longitudes 
deben estar expresadas en pies.

Prisma

lx = lz = -¿(0.211 Ib • s2/ft)[(-¿ fi)2 + (-¿ ft)2] = 4.88 X 10-3 Ib • ft • s2 
ly = -¿(0.211 Ib • s2/ft)[(¿ ft)2 + (-¿ fi)2] = 0.977 X 10-3 Ib • ft • s2

Cada uno de los cilindros

Ix = \ma2 + mif  = {(0.0829 Ib • s2/ft)(-¿ ft)2 + (0.0829 Ib • s2/ft)(^ ft)2 
= 2.59 X 10_3 Ib • ft ■ s2 

= ^m(3a2 + L2) + m i2 = -¿(0.0829 Ib • s2/ft)[3(-¿ ft)2 + ( ¿  ft)2]
+ (0.0829 Ib • s2/ft)(f ft)2 = 4.17 X ]0“3 Ib - ft • s2 

lz = jam(3a2 + L2) + m(x2 + f )  = -¿(0.0829 Ib • s2/ft)[3(-¿ ft)2 + (-¿ ft)2] 
+ (0.0829 Ib • s2/ft)[(f ft)2 + (-¿ ft)2] = 6.48 X 10-3 Ib • ft • s2

Pieza completa. Con la suma de los valores obtenidos, se tiene que

l x =  4.88 X 10~3 +  2(2.59 X 10“3) I x =  10.06 X 10~3 Ib • f t  • s2 <  
Iy = 0.977 X 10-3 + 2(4.17 X 10“3) I,, = 9.32 X 10~3 Ib - ft - s2 < 
I z =  4.88 X 10~3 +  2(6.48 X 10-3) I 2 =  17.84 X K T 3 Ib • f t  • s2 4
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Una placa delgada de acero de 4 mm de espesor se corta y se dobla para for
mar la pieza de maquinaria mostrada en la figura. Si se sabe que la densidad 
del acero es 7 850 kg/m3, determine los momentos de inercia de la pieza con 
respecto a los ejes coordenados.

PROBLEMA RESUELTO 9.13

SOLUCION

Se observa que la pieza consta de una placa semicircular y de una placa rec
tangular a la cual se le ha removido una placa circular.

Cálculo de las masas. Placa semicircular

V, = ¿Tir2t = |tt(0.08 m)2(0.004 m) = 40.21 X 10~6 m3
mi = pVj = (7.85 X 103 kg/m3)(40.21 X 10~6 m3) = 0.3156 kg

Placa rectangular

V2 = (0.200 m)(0.160 m)(0.004 m) = 128 X 10“6 m3 
m2 = PV2 = (7.8.5 X 103 kg/m3)(128 X 10~6 m3) = 1.005 kg

Placa circular

V3 = Tra¿t = 7T (0.050 m)2(0.004 m) = 31.42 X 10“6 m" 
m3 = pV3 = (7.85 X 103 kg/m3)(31.42 X 10“6 m3) = 0.2466 kg
Momentos de inercia. Con el uso del método presentado en la sec

ción 9.13 se calculan los momentos de inercia de cada uno de los componentes.
Placa semicircular. A partir dc la figura 9.28, se observa que para una 

placa circular de masa m y radio r, se tiene que
T 1 '2¡x ~ 2mr

■ ;.*í$

■
....

Debido a la simetría, se observa que para una placa semicircular 
h  = ?({mr2) ly = h  = \i\mr1)

Como la masa de la placa semicircular es m\ = fm, se tiene que

Ix = = {(0.3156 kg)(0.08 in)2 = 1.010 X 10~3 kg • m2 
Iy = Iz — {({mr2) = { m = {(0.3156 kg)(0.08 m)2 = 0.505 X 10“3 kg • m2 

Placa rectangular

Ix =  liw izc2 =  T^<1005 kg)(0.16 m )2 =  2.144 X 10*3 kg • m2 
h  = i " i 2fo2 = {(1.005 kg)(0.2 m)2 = 13.400 X 10-3 kg • m2 
lv = Ix + h  = (2.144 + 13.400)(10-3) = 15.544 X 10“3 kg • m2 

Placa circular
Ix = i2 = {(0.2466 kg)(0.05 m)2 = 0.154 X 1()“3 kg • m2 
Iy — + m3t/2

= {(0.2466 kg)(0.05 m)2 + (0.2466 kg)(0.1 m)2 = 2.774 X 10“3 kg • m2 
Iz = \m'íi2 + m3d2 = {(0.2466 kg)(0.05 m)2 + (0.2466 kg)(0.1 m)2 

= 2.620 X 10"3 kg ■ m2
Pieza completa

Ix = (1.010 + 2.144 -  0.154)(10-3) kg • m2 lx = 3.00 X  10 :i ka • m2 < 
ly = (0.505 + 15.544 -  2.774)(10“3) kg • m2 / = 13 .28  X  10';i kg • ni2 < 
L = (0.505 + 13.400 ------------
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R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En esta lección se estudió el momento de inercia de masa y el radio de giro de un 
cuerpo tridimensional con respecto a un eje dado [ecuaciones (9.28) y (9.29)]. Tam
bién se derivó el teorema de los ejes paralelos para ser utilizado con momentos de 
inercia de masa y se expuso el cálculo de los momentos de inercia de masa de pla
cas delgadas y de cuerpos tridimensionales.

1. C álcu lo  d e  ios m om entos d e  in erc ia  d e  m am . Para formas simples, el mo
mento de inercia de masa I de un cuerpo con respecto a un eje dado puede cal
cularse directamente a partir de la definición dada en la figura 9.28 [problema re
suelto 9.9]. Sin embargo, en la mayoría de los casos es necesario dividir el cuerpo 
en placas delgadas, calcular el momento de inercia de una placa delgada típica con 
respecto al eje dado —con el teorema de los ejes paralelos si es necesario—  e in
tegrar la expresión obtenida.

2. A plicación  d e l teorem a d e  los e jes  p ara le lo s . En la sección 9.12 se derivó 
el teorema de los ejes paralelos para momentos de inercia de masa

1 = 1 + m d2 (9.33)

el cual establece que el momento de inercia I  de un cuerpo de masa m  con respec
to a un eje dado es igual a la suma del momento de inercia I  de dicho cuerpo con 
respecto a un eje centroidal paralelo  y el producto m d2, donde d  es la distancia en
tre los dos ejes. Cuando se calcula el momento de inercia de un cuerpo tridimen
sional con respecto a cada uno de los ejes coordenados, d 2 se puede reemplazar 
por la suma de los cuadrados de distancias medidas a lo largo de los otros dos ejes 
coordenados [ecuaciones (9.32) y (9.32')].

3. E vasión  d e  erro res  re lac ion ad os con  las un idades. Para evitar errores, es 
esencial ser consistente en el uso de las unidades. Por tanto, todas las longitudes 
deben expresarse en metros o pies, según convenga y, para problemas en los que 
se utiliza el sistema de unidades de uso común en Estados Unidos, las masas deben 
expresarse en lb • s2/ft. Además, se recomienda en forma enfática que se incluyan 
las unidades a lo largo de la realización de todos los cálculos [problemas resueltos
9.12 y 9.13].

4. C álcu lo  d e l m om ento d e  in erc ia  d e m asa d e  p la ca s  d elg ad as. En la sección
9.13 se demostró que el momento de inercia de masa de una placa delgada con res
pecto a un eje dado puede obtenerse multiplicando el momento de inercia de área 
correspondiente a la placa por la densidad p  y el espesor t de la misma [ecuaciones 
(9.35) a la (9.37)]. Observe que como el eje CC' en la figura 9.24c es perpendicular 
a la placa, ICC'r masa está asociado con el momento polar  de inercia J c¡ área-

En lugar de calcular directamente el momento de inercia de una placa delga
da con respecto a un eje dado, en algunos casos se encontrará que es conveniente 
calcular primero su momento de inercia con respecto a un eje que es paralelo al 
eje especificado y después aplicar el teorema de los ejes paralelos. Además para de-



terminar el momento de inercia de una placa delgada con respecto a un eje per
pendicular a la misma, puede ser deseable determinar primero sus momentos de 
inercia con respecto a dos ejes perpendiculares que están en el plano para después 
utilizar la ecuación (9.38). Por último, se debe recordar que la masa de una placa 
de área A, espesor t y densidad p es m = ptA.

5. Determinación del momento de inercia de un cuerpo por medio de una 
sola integración directa. En la sección 9.14 se expuso y en los problemas resuel
tos 9.10 y 9.11 se ilustró cómo se puede usar una integración para calcular el mo
mento de inercia de un cuerpo que puede ser dividido en diversas placas delgadas 
paralelas. Para estos casos, es necesario expresar la masa del cuerpo en términos 
de la densidad y de las dimensiones del mismo. Como en los problemas resueltos, 
el cuerpo ha sido dividido en placas delgadas perpendiculares al eje x, se tendrán 
que expresar las dimensiones de cada placa como funciones de la variable x.

a) En el caso especial de un cuerpo de revolución, la placa elemental es 
un disco delgado y se deben utilizar las ecuaciones proporcionadas en la figura 9.27 
para determinar los momentos de inercia del cuerpo [problema resuelto 9.11].

h) En el caso general, cuando el cuerpo no es un cuerpo de revolución, 
el elemento diferencial no es un disco, es una placa delgada de forma diferente y 
no se pueden utilizar las ecuaciones de la figura 9.27. Por ejemplo, véase el pro
blema resuelto 9.10 en el que el elemento fue una placa rectangular delgada. Para 
configuraciones más complejas se pueden usar una o más de las siguientes ecua
ciones, las cuales están basadas en las ecuaciones (9.32) y (9.32') de la sección 9.12.

d lx = d lx< + (yf;i + z%) dm
dly = d i  y' + (z% + x%) dm
d lz = d lz- + (x% + y*i) dm

donde las primas se utilizan para denotar los ejes centroidales de cada placa ele
mental y donde xe¡, yei y zi:¡ representan las coordenadas del centroide de dicha pla
ca elemental. Los momentos centroidales de inercia de la placa se determinan de 
la forma descrita anteriormente para una placa delgada: haciendo referencia a la fi
gura 9.12 de la página 487, se calculan los momentos de inercia de área correspon
dientes de la placa y se multiplica el resultado por la densidad p  y por el espesor t 
de la placa. Además, si se ha dividido el cuerpo en placas delgadas perpendicula
res al eje x , se debe recordar que se puede obtener d lx' sumando d ly’ y d lz- en lu
gar de calcularlo directamente. Por último, al usar la geometría del cuerpo se ex
presa el resultado obtenido en términos de la variable única x y se integra en x.

6. Cálculo del momento de inercia de un cuerpo compuesto. Como se es
tableció en la sección 9.15, el momento de inercia de un cuerpo compuesto con res
pecto a un eje dado es igual a la suma de los momentos de inercia de las partes 
que lo constituyen con respecto a ese mismo eje. Los problemas resueltos 9.12 y
9.13 ilustran el método apropiado de solución. También se debe recordar que el 
momento de inercia de una parte componente será negativo sólo si dicha parte es 
removida (como en el caso de un agujero).

A pesar de que los problemas propuestos en esta lección sobre cuerpos compues
tos son relativamente fáciles, es necesario trabajar con cuidado para evitar errores 
en los cálculos. Además, si alguno de los momentos de inercia que se necesiten no 
están proporcionados en la figura 9.28, será necesario derivar las fórmulas reque
ridas con el uso de las técnicas de esta lección.



Problemas

9.113 En la figura se muestra una placa delgada y semicircular con ra
dio a y masa m. Determine su momento de inercia de masa respecto a a) el 
eje centroidal BB', b ) el eje centroidal CC’ que es perpendicular a la placa.

B

Figura P9.113 Figura P9.114

9.114 En la figura se muestra un anillo cortado a partir de una placa 
uniforme delgada. Represente con m la masa del anillo y determine su mo
mento de inercia de masa respecto a «) el eje centroidal AA' del anillo, b) el 
eje centroidal CC' perpendicular al plano que contiene al anillo.

9.115 El cuarto de anillo de masa m que se muestra en la figura se 
cortó a partir de una placa delgada uniforme. Si r, = j r 2 determine el mo
mento de inercia de masa del cuerpo respecto a a) el eje AA’, b) el eje cen
troidal CC’ perpendicular al plano que contiene al cuarto de anillo.

Figura P9.115
Figura P9.116

9.116 En la figura se muestra un componente de máquina que fue 
cortado a partir de una placa delgada uniforme. Represente mediante w la 
masa del componente y determine su momento de inercia de masa respec
to a a) el eje AA', b) el eje centroidal C C  perpendicular al plano que con
tiene al componente.



9.117 En. la figura se muestra un triángulo isósceles de base b y altu
ra h que fue cortado a partir de una placa delgada de masa m. Determine el 
momento de inercia de masa del triángulo respecto a a) los ejes centroida
les AA' y BB' localizados en el plano de la placa, b) el eje centroidal CC' 
perpendicular a la placa.

9.118 En la figura se muestra un triángulo isósceles de base b y altura 
h que fue cortado a partir de una placa delgada de masa rn. Determine el 
momento de inercia de masa del triángulo respecto a los ejes DD' y EE' 
paralelos a los ejes centroidales AA' y BB', respectivamente, y ubicados a 
una distancia d del plano de la placa.

9.119 Para la placa delgada de fonna trapezoidal y masa rn que mues
tra la figura, determine su momento de inercia de masa respecto a a) el eje 
.x, h) el eje y.
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A'

Figura P9.119 y P9.120

9.120 Para la placa delgada de forma trapezoidal y masa m que mues
tra la figura, determine su momento de inercia de masa respecto a a) el eje 
centroidal CC' perpendicular a la placa, b) el eje AA' paralelo al eje x y lo
calizado a una distancia de 1.5a desde la placa.

9.121 Un sólido homogéneo de revolución y masa m se obtuvo al ro
tar respecto al eje x la enjuta parabólica que muestra la figura. Use integra
ción directa y exprese en términos de m y b el momento de inercia de ma
sa respecto al eje x del sólido obtenido.

9.122 Respecto al eje z del cono circular derecho truncado que mues
tra la figura, determine por integración directa el momento de inercia de ma
sa si el radio de la base es r, = 2r2 y se supone que el cono tiene densidad 
uniforme y masa m.

Figura P9.121

Figura P9.122

v



528 de inercia 9.123 El área que muestra la figura se rota respecto al eje x para for
mar un sólido homogéneo de revolución de masa m. Determine por integra
ción directa el momento de masa de inercia del sólido respecto a a) el eje x, 
b) el eje y. Exprese las respuestas en términos de m y a.

9.124 Si la pirámide mostrada en la figura tiene masa m y densidad 
uniforme, determine por integración directa su momento de inercia de ma
sa respecto al eje x.

Figura P9.126

Figura P9.124 y P9.125

9.125 Si la pirámide mostrada en la figura tiene masa m y densidad 
uniforme, determino por integración directa su momento de inercia de ma
sa respecto al eje y.

9.126 Si el paraboloide de masa m mostrado en la figura tiene densi
dad uniforme, determino por integración directa su momento de inercia de 
masa y el radio do giro respecto al eje y.

*9.127 Un alambre delgado de acero se dobla en la forma indicada por 
la figura. Representando con m la masa por unidad de longitud del alam
bre, determine por integración directa su momento de inercia de masa res
pecto a cada uno de los ejes coordenados.

9.128 En la figura se muestra una placa triangular delgada de masa m 
y soldada a un bloque a lo largo de su base AB. Si la placa forma un ángulo 
6 con el eje y, determine por integración directa el momento de inercia de 
masa de la placa respecto a a) el eje x, b) el eje y, c) el eje z.

Figura P9.123
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Figura P9.128



9.129 En la figura se muestra la sección transversal de la rueda de un Problemas 529
eje delantero. Determine su momento de inercia de masa y el radio de giro 
respecto al eje AA'. (Considere que los pesos específicos del bronce, del ace
ro v del plástico duro son, respectivamente, de 0.310 lb/in.3; de 0.284 lb/in.3, 
y de 0.043 lb/in.3.)

0.4 in.

Plástico duro

1— 15in.—

Bronce

Figura P9.129 Figura P9.130

9.130 Para el rodillo loco de sección transversal como indica la figu
ra, determine el momento de inercia de masa y el radio de giro respecto al 
eje AA'. (Considere que las densidades del bronce, del aluminio y del neo
preno son, respectivamente, de 8 580 kg/m3, de 2 770 kg/m3 y de 1 250 
kg/m3.)

9.131 Dados el espesor t y la masa m del cascarón hemisférico delga
do que muestra la figura, determine el momento de inercia de masa y el ra
dio de giro respecto al eje x. (Sugerencia: Suponga que el cascarón se formó 
al remover un hemisferio de radio r de un hemisferio de radio r + t. En las 
expresiones resultantes, no tome en cuenta los términos que contengan t2 y 
t3, pero mantenga aquellos términos que contengan í.)

Figura P9.131

9.132 Para el anillo homogéneo de densidad p que muestra la figura, 
determine a) el momento de inercia de masa respecto al eje BB', b) el valor 
de «i para el cual, dados a2 y h, es máximo, c) el valor correspondien
te de IBB'.

w
Figura P9.132



530 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia

90 mm
¡s. / 1 2 0  mm

80 mm 
Figura P9.133

9.133 El componente de acero de una máquina mostrado en la figu
ra se forma a partir de la remoción de un hemisferio de la base de un cono 
truncado. Si la densidad del acero es de 7 850 kg/m'\ determine el momen
to de inercia de masa del componente respecto al eje ;/.

9.134 Después de un periodo de uso, una de las hojas de una desfi- 
bradora se ha gastado como indica la figura y su peso se ha reducido a 0.4 
Ib. Si los momentos de inercia de la hoja respecto a los ejes AA' y BB' son, 
respectivamente, dc 0.6 X 10 '* Ib • ft • s2 y 1.26 X ]()''' Ib • ft ■ s2, deter
mine «) la ubicación del eje centroidal GG', b) el radio de giro respecto a 
GG'.

9.135 En la figura se muestran las tazas y los brazos de un anemóme
tro fabricados con un material de densidad p. Si el momento de inercia de 
masa de un cascarón semiesférico delgado de masa m y espesor t respecto a 
su eje centroidal GG' es 5ma2/ 12, determine a) el momento de inercia de 
masa del anemómetro respecto al eje AA' , b ) la relación de a a / para la cual 
el momento de inercia de masa centroidal de las tazas sea igual al 1 por cien
to del momento de inercia de masa de las tazas respecto al eje AA'.

9.136 En la figura se muestra un agujero cuadrangular centrado que 
se extiende a lo largo del componente de aluminio de una máquina. Deter
mine a) el valor de a para que sea máximo el momento de inercia de masa 
respecto al eje AA' , el cual biseca la pared superior del agujero, h) los valo
res correspondientes del momento de inercia de masa y del radio de giro res
pecto al eje AA'. (La densidad del aluminio es de 2 800 kg/m3.)

Figura P9.135

Figura P9.137

Figura P9.136

9.137 El componente de máquina que muestra la figura está fabrica
do a partir de una hoja de acero con 0.08 in. de espesor. Si el peso específi
co del acero es de 490 lb/ft'3, determine el momento de inercia de masa del 
componente respecto a cada uno de los ejes coordenados.



9.138 Una hoja do acero con 3 mm de espesor se corta y dobla para 
formar la componente dc máquina mostrada en la figura. Si la densidad del 
acero es de 7 850 kg/m'\ determine el momento de inercia de masa del com
ponente respecto a cada uno de los ejes coordenados.

Figura P9.138
Figura P9.139

9.139 Una hoja de acero con 2 mm de espesor se corta y dobla para 
formar el componente de máquina mostrado en la figura. Si la densidad del 
acero es de 7 850 kg/m3, determine el momento de inercia de masa del com
ponente respecto a cada uno dc los ejes coordenados.

9.140 Para el marco de ancla fabricado en acero galvanizado de 2 mm 
de espesor que muestra la figura, determine el momento de inercia de ma
sa del ancla respecto a cada uno de los ejes coordenados. (La densidad del 
acero galvanizado es de 7 530 kg/m'3.)

9.141 Una hoja de acero de 0.1 in. de espesor se corta y dobla para 
formar el componente de máquina mostrado en la figura. Si la densidad del 
acero os de 490 lb/ft3, determine el momento de inercia de masa del com
ponente respecto a cada uno de los ejes coordenados.

Figura P9.141

Figura P9.140

*9.142 La pieza para techo que muestra la figura está formada a par
tir de una hoja de cobre de 0.8 mm de espesor. Si el peso específico del co
bre es de 8 940 kg/m3, determine el momento de inercia de masa de la pie
za respecto a cada uno de los ejes coordenados. Figura P9.142



532 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 9.143 El elemento de máquina que muestra la figura está hecho de
acero. Determine el momento de inercia de masa del ensamble respecto a 
a) el eje x, b) el eje y, c) el eje z. (El peso específico del acero es de 0.284 
lb/in.3.)

9.144 Para el elemento de máquina de acero mostrado en la figura, 
determine el momento de inercia de masa respecto al eje y. (La densidad 
del acero es de 7 850 kg/m'3.)

z 100 mm 

Figura P9.144 y P9.145

9.145 Para el elemento de máquina de acero mostrado en la figura, 
determine el momento de inercia de masa respecto al eje z. (La densidad 
del acero es de 7 850 kg/m3.)

9.146 Para la fundición de aluminio con la forma indicada por la figu
ra, y sabiendo que el peso específico del aluminio es de 0.100 lb/in.3, deter
mine el momento de inercia de masa respecto al eje z.

Figura P9.147
y

9.147 Para el elemento de máquina de acero que muestra la figura, 
determine el momento de inercia de masa respecto a a) el eje x, b) el eje y,
c) el eje z. (El peso específico del acero es de 490 lb/ft3.)

9.148 Un alambre de aluminio con masa por unidad de longitud de
0.049 kg/m se utiliza para formar un círculo y los elementos rectos mostra
dos en la figura. Determine el momento de inercia de masa del ensamble 
respecto a cada uno de los ejes coordenados.Figura P9.148



9.149 El arreglo mostrado en la figura se obtuvo a partir de alam
bre de acero de 3 mm de diámetro. Si la densidad del acero es de 7 850 
kg/m3, determine el momento de inercia de masa del alambre respecto a ca
da uno de los ejes coordenados.

9.16. Momento de inercia de un cuerpo 5 3 3  
con respecto a un eje arbitrario

Figura P9.149

9.150 El arreglo mostrado en la figura se obtuvo a partir de alambre 
homogéneo con peso por unidad de longitud de 0.041 lb/ft. Determine el 
momento de inercia de masa del alambre respecto a cada uno de los ejes 
coordenados.

Figura P9.150

*9.16. MOMENTO DE INERCIA DE UN CUERPO CON 
RESPECTO A UN EJE ARBITRARIO QUE PASA POR EL 
PUNTO O. PRODUCTOS DE INERCIA DE MASA

En esta sección se verá cómo puede calcularse el momento de inercia 
de un cuerpo respecto a un eje arbitrario OL que pasa por el origen 
(figura 9.29) si ya se han determinado tanto los momentos de inercia 
de dicho cuerpo respecto a los tres ejes coordenados como otras can
tidades, las cuales se definirán a continuación.

El momento de inercia IOL de x, t/ y z de r  respecto al eje OL es 
igual a / p2 dm, donde p representa la distancia perpendicular desde 
el elemento de masa dm  hasta el eje OL. Si se representa mediante X 
al vector unitario localizado a lo largo de OL, y con r  al vector de po
sición del elemento dm, puede advertirse que la distancia perpendicu
lar p es igual a r sen d, que es la magnitud del producto vectorial X X 
r. Por tanto, se escribe

I o l  ~  I  p Z dm  =  J  |X X (9.43)

Expresando |X x r |2 en términos de las componentes rectangulares del 
producto vectorial, se tiene que

j  [(A* -  A,,x)2 + (Ayz -  A-t/)2 + (A-.T -  A*z)2] dm‘oí.

donde las componentes Ax, \y y A- del vector unitario X representan 
los cosenos directores del eje OL, y las componentes x, y y z de r  re
presentan las coordenadas del elemento de masa dm. Al expandir los 
términos elevados al cuadrado, y reordenando términos, se escribe

I o l  ~ A? J  (y2 + z2) dm  + A y j  (z2 + x2) dm  + A2 J  (x2 + tj2) dm  

. — 2A*A,y J  xy dm  — 2\ykz j  yz dm  — 2AZA* J  zx dm  (9.44)

Figura 9.29



534 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia En las ecuaciones (9.30) se observa que las primeras integrales en 
(9.44) representan, respectivamente, los momentos de inercia 7V, ly e L  
del cuerpo respecto a los ejes coordenados. Las últimas tres integrales 
en (9.44) involucran productos de las coordenadas, las cuales reciben el 
nombre de productos de inercia del cuerpo con respecto a los ejes x y y, 
a los ejes y y z y a los ejes z y x ,  respectivamente. Así se escribe

ixy = j  xy dm  Iyz -  J  yz dm 1^ = J zx dm (9.45)

Si se reescribe la ecuación (9.44) en términos de las integrales definidas 
en las ecuaciones (9.30) y (9.45), se tiene que

IOL =  lyAx + 1 / 1  + V t  ~ -2 L M ', ~ U y X jK  ~ 2 L J iz\x (9.46)

Es necesario señalar que la definición de los productos de inercia 
de masa proporcionada en las ecuaciones (9.45) es una extensión de la 
definición del producto de inercia de un área (sección 9.8). Los produc
tos de inercia de masa se reducen a cero bajo las mismas condiciones de 
simetría que lo hacen los productos de inercia de áreas, y el teorema 
de los ejes paralelos para productos de inercia de masa está expresado 
por relaciones similares a la fórmula derivada para el producto de iner
cia de un área. Sustituyendo en las ecuaciones (9.45) las expresiones pa
ra x , y y z  dadas en las ecuaciones (9.45), se encuentra que

Ixy =  Ijc’y’ +  m xy
Iyz = Iyz' + myz
Izx =  Izx +  rrizx

(9.47)

donde x, y y zjson las coordenadas del centro de gravedad G del cuerpo 
e Ix’ij’, ly’z e Izx representan los productos de inercia del cuerpo con 
respecto a los ejes centroidales x', y' y z' (figura 9.22).

Figura 9.30

*9.17. ELIPSOIDE DE INERCIA. EJES PRINCIPALES DE INERCIA

Suponga que se determina el momento de inercia del cuerpo conside
rado en la sección anterior con respecto a bastantes ejes OL  que pa
san a través del punto fijo O y que se grafica un punto Q en cada eje 
OL a una distancia OQ = 1/V/ql desde O. El lugar geométrico de 
los puntos Q obtenidos de esta manera forman una superficie (figura 
9.30). La ecuación de dicha superficie se puede obtener sustituyendo 
1 /{OQ)2 en lugar de IOL en la ecuación (9.46) y después multiplican
do ambos lados de la ecuación por (0£>)2. Observando que

(OQ)\x =  x (0<?)Ay = y (OQ) \z = z

donde x, y y z representan las coordenadas rectangulares de Q, se es
cribe

Ixx2 + Iyy 2 + Izz2 -  2Ixyxy -  2Iyzyz -  2Izxzx = 1 (9.48)

La ecuación obtenida es de una superficie cuadrática. Como el mo
mento de inercia l LO es distinto de cero para cada eje OL, ningún punto 
Q puede estar a una distancia infinita a partir de O. Por tanto, la su
perficie cuadrática obtenida es un elipsoide. Este define el momento



de inercia del cuerpo con respecto a cualquier eje que pasa a través de
O y se conoce como el elipsoide de inercia del cuerpo en O.

Se observa que si se rotan los ejes en la figura 9.30, cambian los 
coeficientes dc la ecuación que define al elipsoide, puesto que di
chos coeficientes son iguales a los momentos y productos de inercia del 
cuerpo con respecto a los ejes coordenados rotados. Sin embargo, el 
elipsoide en sí permanece inalterado puesto que su forma depende só
lo de la distribución de la masa en el cuerpo dado. Suponga que se se
leccionan como ejes coordenados a los ejes principales x', y' y z' del 
elipsoide de inercia (figura 9.31). Se sabe que la ecuación del elipsoi
de con respecto a dichos ejes coordenados tiene la siguiente forma

Ix’Xl2 + It/y'z + L ’Z'2 = 1 (9.49)

la cual no contiene productos de las coordenadas. Comparando las 
ecuaciones (9.48) y (9.49), se observa que los productos de inercia del 
cuerpo con respecto a los ejes x', y' y z' deben ser iguales a cero. Los 
ejes x', y' yz' se conocen como los ejes principales de inercia del cuer
po en O. Obsén'ese que, dado un cuerpo con forma arbitraria y un 
punto O, siempre es posible encontrar ejes que sean principales de 
inercia del cuerpo en O, esto es, ejes con respecto a los cuales los pro
ductos de inercia del cuerpo sean iguales a cero. De hecho, sin impor
tar cuál sea la forma del cuerpo, los momentos y productos de inercia 
del mismo con respecto a los ejes x, y y z que pasan a través de O de
finirán un elipsoide y dicho elipsoide tendrá ejes principales que, por 
definición, son los ejes principales de inercia del cuerpo en O.

Si se utilizan los ejes principales de inercia x', y ’ yz' como ejes co
ordenados, la expresión obtenida en la ecuación (9.46) para el momento 
de inercia de un cuerpo con respecto a un eje arbitrario que pasa a 
través de O se reduce a

Iol =  (9‘50)

La determinación de los ejes principales de inercia de un cuerpo 
con forma arbitraria es algo complicada y será expuesta en la siguien
te sección. Sin embargo, existen muchos casos en los que se pueden 
identificar dichos ejes de forma inmediata. Por ejemplo, considere el 
cono homogéneo de base elíptica mostrado en la figura 9.32; dicho co
no posee dos planos de simetría mutuamente perpendiculares entre sí 
OAA' y OfíB'. A partir de la definición (9.45), se observa que si se se
leccionan los planos x'y’ y y'z’ de manera que coincidan con los dos 
planos de simetría, todos los productos de inercia serán iguales a cero. 
Por tanto, los ejes x\ y' y z' seleccionados de esta forma son los ejes 
principales de inercia del cono O. En el caso del tetraedro regular ho
mogéneo OABC mostrado en la figura 9.33, la línea que une la esqui
na O con el centro D de la cara opuesta es un eje principal de inercia 
en O y cualquier línea a través de O que sea perpendicular a OD tam
bién es un eje principal de inercia en O. Esta propiedad resulta evi
dente si se observa que al rotar al tetraedro a través de 120° alrededor 
de OD permanecen inalteradas su forma y la distribución de su masa. 
Se concluye que el elipsoide de inercia en O también permanece inal
terado bajo dicha rotación. Por tanto, el elipsoide es un cuerpo de re
volución cuyo eje de rotación es OD y la línea OD, al igual que cual
quier línea perpendicular a ésta que pasa a través de O, debe ser un 
eje principal del elipsoide.

9.17. Elipsoide de inercia. Ejes principales
de inercia

Figura 9.31

Figura 9.32

C

A

Figura 9.33

535



536 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia *9.18. DETERMINACIÓN DE LOS EJES Y LOS MOMENTOS
PRINCIPALES DE INERCIA DE UN CUERPO DE FORMA 
ARBITRARIA

El método de análisis descrito en esta sección debe utilizarse en ca
sos donde el cuerpo bajo consideración no tenga una propiedad de si
metría obvia.

Considere el elipsoide de inercia del cuerpo en un punto dado O 
(figura 9.34); sea r el radio vector de un punto P sobre la superficie 
del elipsoide y sea n el vector unitario normal a la superficie en P. Se 
observa que los únicos puntos donde r y n son colineales son los pun
tos P), P2 y P.'j, donde los ejes principales intersecan la porción visible 
de la superficie del elipsoide y los puntos correspondientes que están 
en el otro lado del elipsoide.

Figura 9.34

Se debe recordar que en el cálcido se establece que la dirección 
de la normal a la superficie cuya ecuación es /(x, y, z) = 0 en un punto 
P(x, y, z) está definida por el gradiente V/ de la función / en dicho 
punto. Por tanto, para obtener los puntos donde los ejes principales in
tersecan la superficie del elipsoide de inercia, se debe escribir que r y 
V/ son colineales, esto es,

V /=(2K )r (9.51)

donde K es una constante, r = xi + í/j + zk, y

v / = ü £ i + ^ j  +  i £ k
dx dy dx

Recordando la ecuación (9.48), se observa que la función/(x, y, z) co
rrespondiente al elipsoide de inercia es

/(x, y, z) = lxx2 + I,,y2 + Izz 2 -  2Ixyxy -  2ItJ,yz  -  2Izxzx -  1

Al sustituir a r  y a V/ en la ecuación (9.51) y también los coeficientes 
de los vectores unitarios, se escribe

h x  ~ lxyy ~ hxZ = Kx 
- l xyx + l,,y -  l,)Zz = Ky (9.52) 
- l zxx -  l yzy + L z  = Kz



Al dividir cada uno de los términos entre la distancia r desde O hasta 
P, se obtienen ecuaciones similares que involucran los cosenos direc
tores Ax, \y y A-:

9.18. Determinación de los ejes 5 3 7  
y los momentos principales de inercia

Í*A v x̂ry A ,j L xh z KXx 
~ h y K  +  Í«/A tJ ~  hjz^z =  K hy  

vA v 7yZAy -t- /-A, KA,
(9.53)

Para que este sistema de ecuaciones tenga una solución distinta de Ax — 
Ay = A- = 0, su discriminante debe ser igual a cero:

positivas Ki, K2 y K3.
Para obtener los cosenos directores del eje principal correspon

diente a la raíz K u se sustituye K¡ en lugar de K en las ecuaciones 
(9.54). Puesto que ahora dichas ecuaciones son linealmente dependien
tes, sólo pueden usarse dos de éstas para determinar a Áx, At/ y A.. Sin 
embargo, se puede obtener una ecuación adicional recordando, a par
tir de la sección 2.12, que los cosenos directores deben satisfacer la re
lación

Si se repite este procedimiento con K2 y K3, se obtienen los cosenos 
directores de los otros dos ejes principales.

Ahora se demostrará que las raíces K\, K2 y K3 de la ecuación (9.56) 
son los momentos principales de inercia del cuerpo dado. Para esto, se 
sustituye en las ecuaciones (9.53) la raíz Ki en lugar de K y los valores 
de los cosenos directores (Ax)i, (Ay)i y (AJi en lugar de los valores co
rrespondientes de A*, Ay y A~; las tres ecuaciones serán satisfechas. 
Ahora se multiplica cada término en la primera, la segunda y la tercera 
ecuación por (Ax)i, (Ar/)t y (A,)i, respectivamente, y se suman las ecua
ciones obtenidas así. De esta manera, se escribe

Si se recuerda la ecuación (9.46), se observa que el lado izquierdo de 
esta ecuación representa el momento de inercia del cuerpo con res
pecto al eje principal de inercia correspondiente a Ky, por tanto, dicho 
valor es el momento principal de inercia correspondiente a esa raíz. 
Por otra parte, recordando la ecuación (9.57), se observa que el lado 
derecho se reduce a Ki. Por tanto, el propio K¡ es el momento princi
pal de inercia. De la misma forma, se puede demostrar que K2 y K3 
son los otros dos momentos principales de inercia del cuerpo.

A2 + A2 + A2 = 1 (9.57)

J2(\x)I  +  'l2 -L \2 _  07 í\ \ <\ \



i l l i PRO BLEM A RESUELTO 9.14

Considere un prisma rectangular de masa m y lados a, b y c. Determine: 
a) los momentos y productos de inercia dei prisma con respecto a los ejes 
coordenados mostrados y b) el momento de inercia de dicho cuerpo con res
pecto a la diagonal OB.

SOLUCIÓN

o ■ ¿ i- - :.- .;v:.v

í, ? *' 
"V, ;:

I I I  v':'

i i w  

m m " '
■KiffitfiíSwSseH

a) Momentos y productos de inercia con respecto a los ejes cnor- 
&g&gg^$Sír; denados. Momentos de inercia. Al introducir los ejes centroidales x\ 

y1 y 2', respecto a los cuales están dados los momentos de inercia en la figura 
9.28, se aplica el teorema de los ejes paralelos.

h  ~ Ix' + m(y2 + ? )  = -¡2 m(b2 + c2) + m {jb2 + j e 2)
I ,  =  U rtíb* + c~)

En forma similar, Iy = {m(c2 + a2) Ir ?m\a1 + b2)

Productos de inercia. Debido a la simetría, los productos de inercia 
con respecto a los ejes centroidales x', y' y z’ son iguales a cero y dichos ejes 
son ejes principales de inercia. Utilizando el teorema de los ejes paralelos, 
se tiene que

<  

AEn forma similar,
Ixy = Ix'y' + rrixy = 0 + m({«)(|6) 

= ^mbc

b) Momento dc inercia con respecto a OB. Recordando la ecua
ción (9.46), se tiene que:

I o b  ~  h K  +  h f i y  +  Í jA 2 2/ ^ A jA y 2 I tJ. Á . y \ z 

donde los cosenos directores de OB son
OH a

2J3XAA

eos 0V -
OB

=

(a2 + b2 + c2)1/2

(a2 + b2 + c2)l/2
Si se sustituyen los valores obtenidos para los momentos y productos de iner
cia y para los cosenos directores en la ecuación para I 0 b , se tiene que

I o b

^  ~ (a2 T b 2~  c2)l/2

2 >2 2L3 m{b2 + c2)a2 + \m{c2 + a2)b2 + jm (a2 + b2)c2 
a + b + C  . L rm2b2 _ l mh2c2 _ l m

m d2b2 + b2c2 + c2a2
Ion ~ a- + Ir + c2

Iob = Ix-K + lyKj + U-K

l2 + c2 ['§(¿2 + c2)a2 + fíe2 + a2)b2 + ■§(a2 + fcVj
a%2 + b2c2 + A 2

a2 + b2 + c2

Solución alterna. El momento de inercia Iob puede_obtenerse di
rectamente a partir de los momentos principales de inercia Ix\ Iy- e Iz\ puesto 
que la línea OB pasa a través del centroide O'. Como los ejes x’, y' y z' son 
ejes principales de inercia, se utiliza la ecuación (9.50) y se escribe

¡ ¡ H

H p B H
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PR O B LEM A RESUELTO 9.15

Si para el prisma rectangular del problema resuelto 9.14 se tiene que a = 3c 
y b = 2c, determine: a) los momentos principales de inercia en el origen O 
y b) los ejes principales de inercia en O.

SOLUCION

«) Momentos principales de inercia en el origen O. Si se susti
tuyen a =  3c y b = 2c en la solución del problema resuelto 9.14, se tiene lo 
siguiente

Sustituyendo los valores de los momentos y productos de inercia en la 
ecuación (9..56) y agrupando términos semejantes, se obtiene

K3 -  ( f  mc2)K2 + (^ fm V )K  -  f V c 6 = 0

Entonces se resuelve para las raíces de esta ecuación; a partir de la exposi
ción de la sección 9.18, se concluye que dichas raíces son los momentos prin
cipales de inercia del cuerpo en el origen.

K, = 0.568867mc2 K2 = 4.2088.W  K3 = 4.55562mc2 
K, = 0.569 nw2 Ko = 4.21m<r = 4.56 mc2 A

Ü I

b) Ejes principales dc inercia en O. Para determinar la dirección 
de un eje principal dc inercia, primero se sustituye el valor correspondiente 
de K en dos de las ecuaciones (9.54); las ecuaciones resultantes junto con la 
ecuación (9.57) forman un sistema de tres ecuaciones a partir del cual 
se pueden determinar los cosenos directores del eje principal correspondien
te. Por tanto, para el primer momento principal de inercia ÍC, se tiene lo si
guiente:

( f  -  0.568867)ii\c2{\x)\ -  f  mc2{ky)i -  f  mc2(A.)i = 0 
—frnc2(A*)i + (-j — 0.568867) mc2(ky)\ — {mc2(Az)i = 0

(A*)f + (Ay)f -I- (Aj? = 1 

Si se resuelve el sistema de ecuaciones se obtiene

(A,.), = 0.836600 (A,,)! = 0.496001 (AJ, = 0.232557

Entonces, los ángulos que forma el primer eje principal de inercia con los 
ejes coordenados son

Si se utiliza sucesivamente el mismo conjunto de ecuaciones con K2 y K$, se 
encuentra que los ángulos asociados con el segundo y con el tercer momen
to principal de inercia en el origen son, respectivamente,



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En esta lección se definieron los productos inercia de masa de un cuerpo I„p I,JZ e 
L x y se mostró cómo se determinan los momentos de inercia de dicho cuerpo con 
respecto a un eje arbitrario que pasa a través del origen O. También se aprendió 
cómo determinar en el origen O los ejes principales de inercia de un cuerpo y los 
correspondientes momentos principales de inercia.

1. D eterm in ación  d e  los p rod u ctos  d e  in erc ia  d e  m asa d e un cu erp o  com 
pu esto . Los productos de inercia de masa de un cuerpo compuesto con respecto 
a los ejes coordenados pueden expresarse como la suma de los productos de iner
cia de las partes que constituyen dicho cuerpo con respecto a esos mismos ejes. Pa
ra cada una de las partes que constituyen al cuerpo, se puede utilizar el teorema 
de los ejes paralelos y escribir las ecuaciones (9.47)

Ixy =  h  y  +  m x y  Iyz =  l y'z- +  m yz Izx =  7-v  +  rnzx

donde las primas representan los ejes centroidales de cada una de las partes com
ponentes y donde x, y y z representan las coordenadas de sus centros de gravedad. 
Se debe recordar que los productos de inercia de masa pueden ser positivos, nega
tivos o cero. Además, se debe estar seguro de tomar en cuenta los signos de x, y 
y z .

a) Con b a s e  en  las p rop ied ad es  d e  sim etría  d e  una p arte  com pon en te, 
se puede deducir que dos o los tres productos de inercia de masa centroidales de 
dicha parte son iguales a cero. Por ejemplo, se puede verificar que para una placa 
delgada paralela al plano xy; para un alambre que se encuentra en un plano para
lelo al plano xy; para un cuerpo con un plano de simetría paralelo al plano xy, y 
para un cuerpo con un eje de simetría paralelo al eje z, los productos de inercia 
ly'z' e  z'xf son iguales a cero.

Para placas rectangulares, circulares o semicirculares con ejes de simetría 
paralelos a los ejes coordenados; para alambres rectos paralelos a un eje coordena
do; para alambres circulares y semicirculares con ejes de simetría paralelos a los 
ejes coordenados, y para prismas rectangulares conejes de simetría paralelos a 
los ejes coordenados, todos los productos de inercia Ix>y>, e  L v  son iguales a 
cero.

b ) L os p rod u ctos d e  in erc ia  d e  m asa qu e son d istintos a  c e ro  se pueden 
calcular a partir de las ecuaciones (9.45). Aun cuando, en general, se requiere de 
triple integración para determinar un producto de inercia de masa, se puede utili
zar una sola integración si el cuerpo dado puede dividirse en una serie de placas 
delgadas paralelas. Entonces, los cálculos son similares a los expuestos en la lección 
anterior para los momentos de inercia.



2. C álcu lo  d e l m om ento d e  in erc ia  d e  un cu erp o  con  resp ecto  a  un e je  a r 
b itra r io  OL. En la sección 9.16 se derivó una expresión para el momento de iner
cia I o l ,  la cual está dada en la ecuación (9.46). Antes de calcular ILO, primero se 
deben determinar los momentos y productos de inercia de masa del cuerpo con 
respecto a los ejes coordenados dados, así como los cosenos directores del vector 
unitario A a lo largo de OL.

3. C álcu lo  d e  los m om entos p rin c ip a les  d e  in erc ia  d e  un cu erp o  y d eterm i
n ación  d e  sus e je s  p rin c ip a les  d e  in erc ia . En la sección 9.17 se vio que siem
pre es posible encontrar una orientación de los ejes coordenados para la cual los 
productos de inercia de masa son iguales a cero. Dichos ejes se conocen como 
los ejes principales de inercia y los momentos de inercia correspondientes se cono
cen como los momentos principales de inercia del cuerpo. En muchos casos, los 
ejes principales de inercia de un cuerpo pueden determinarse a partir de sus pro
piedades de simetría. El procedimiento requerido para determinar los momentos 
principales y los ejes principales de inercia de un cuerpo que no tiene propiedades 
de simetría obvias, se presentó en la sección 9.18 y se ilustró en el problema re
suelto 9.15. Dicho procedimiento consta de los siguientes pasos.

a) E xpandir e l d eterm in an te en  la  ecu ac ión  (9.55) y reso lv er  la  ecu ac ión  
cú b ica  resultante. La solución puede obtenerse por prueba y error o, de preferen
cia, con una calculadora científica avanzada o con un programa computacional apro
piado para tal fin. Las raíces Kh K2 y jK3 de esta ecuación son los momentos princi
pales de inercia del cuerpo.

b ) P ara  determ in ar la  d irecc ión  d e l e je  p rin c ip a l co rresp on d ien te  a  K¡, 
se sustituye ese valor en lugar de K  en dos de las ecuaciones (9.54) y se resuelven 
dichas ecuaciones con la ecuación (9.57) para encontrar los cosenos directores del 
eje principal correspondiente a K,.

c) R ep etir  este  p roced im ien to  con  K2 y K:{ para determinar las direcciones 
de los otros dos ejes principales. Como una comprobación de los cálculos realiza
dos, se puede verificar que el producto escalar de algunos de los dos vectores uni
tarios que vaya a lo largo de los tres ejes que se obtuvieron sea igual a cero y que, 
por tanto, dichos ejes sean perpendiculares entre sí.

d) C uando un m om ento p r in c ip a l d e  in erc ia  es aprox im adam en te igual 
a l m om ento d e  in erc ia  con  resp ecto  a  un e je  co o rd en ad o ,  los valores calcula
dos de los cosenos directores correspondientes serán muy sensibles al número de 
cifras significativas usadas en los cálculos. Por tanto, para estos casos, se sugiere ex
presar los resultados intermedios en términos de seis o siete cifras significativas pa
ra evitar posibles errores.



Problemas

9.151 Para el componente de acero de una máquina mostrado en la 
figura, determine los productos de inercia de masa lnj I,JZ e I-x. (El peso es
pecífico del acero es de 490 lb/ft3.)

9.152 Para la fundición de aluminio que muestra la figura, determine 
los productos de inercia de masa IXIJ, Í,JZ e lzx. (El peso específico del alumi
nio es de 0.100 lb/in.3.)

9.153 y 9.154 Para el componente de máquina de aluminio colado 
que muestran las figuras, determine los productos de inercia de masa l„r I,/z 
e (La densidad del aluminio es de 2 700 kg/m3.)

Figura P9.153

542
Figura P9.154



Figura P9.157

9.158 La sección de una hoja de acero con espesor de 0.08 in. se cor
ta y dobla para formar el componente de máquina mostrado en la figura. Si 
el peso específico del acero es de 490 lb/ft'5, determine los productos de iner
cia de masa Ixy, Iy. e Lx del componente.

9.159 y 9.160 Para el arreglo mostrado en cada figura, el cual se ob
tuvo a partir de alambre de latón con peso por unidad de longitud w, deter
mine los productos de inercia de masa /*„, Iyz e Izx.

Figura P9.156

Figura P9.158

9.155 a 9,157 La sección de una hoja de acero con espesor de 3 mm 
se corta y dobla para formar el componente de máquina que muestran las fi
guras. Si la densidad del acero es de 7 860 kg/m3, determine los productos 
de inercia de masa Ixy, I,/z e lzx del componente.

50 mm

Problemas 543

45 mm

Figura P9.155

Figura P9.159 Figura P9.160



544 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 9.161 Para el arreglo mostrado en la figura, el cual se obtuvo a partir
de un alambre de aluminio de 0.075 in. de diámetro, determine los produc
tos de inercia de masa I„r I,/z e  ¡zx. El peso específico del aluminio es de
0.10 lb/in.3.

Figura P9.162

Figura P9.164

Figura P9.166

9.162 Para el arreglo mostrado en la figura, el cual se obtuvo a partir 
de alambre homogéneo con masa por unidad de longitud de 1.8 kg/m, de
termine los productos de inercia de masa IxtJ, J,/z e Lx.

9.163 Complete la obtención de las ecuaciones (9.47), las cuales ex
presan el teorema de los ejes paralelos para productos de inercia de masa.

9.164 Para el tetraedro homogéneo de masa m que muestra la figura,
a) determine por integración directa el producto de inercia de masa I~x,
b) con base en el resultado del inciso a) deduzca IIJZ e ¡xy.

9.165 En la figura se muestra un cilindro homogéneo de masa m. De
termine el momento de inercia de masa del cilindro respecto a la línea que 
une al origen, O, y al punto A localizado sobre el perímetro de la superficie 
superior del cilindro.

9.166 En la figura se muestra un cono homogéneo de masa m. De
termine el momento de inercia de masa del cono respecto a la línea que une 
el origen, O, y el punto A.

Figura P9.161

z
Figura P9.165



9.167 Para el elemento de máquina del problema 9.143, determine su 
momento de inercia de masa respecto a la línea que une el origen, O, y el 
punto A.

Problemas 545

9.168 Determine el momento de inercia de masa para el elemento de 
máquina de acero mostrado en los problemas 9.147 y 9.151 respecto a un 
eje que pasa por el origen y forma ángulos iguales con los ejes x, y y z.

9.169 La placa delgada y doblada que muestra la figura tiene densi
dad uniforme y un peso W, determine su momento de inercia de masa res
pecto a la línea que une el origen, O, v el punto A.

Figura P9.169
Figura P9.170

9.170 Una hoja de metal con espesor t y densidad p se corta y dobla 
para formar el elemento mostrado en la figura. Determine su momento de 
inercia de masa respecto a una línea que une los puntos A y B.

9.171 Para los componentes de máquina de los problemas 9.138 y 
9.157, determine el momento de inercia de masa respecto a un eje que pa
sa por el origen y está caracterizado mediante el vector unitario A. = (—4i + 
8j  + k)/9.

9.172 a 9.174 Para el arreglo del problema indicado, determine su 
momento de inercia de masa respecto a un eje que pasa por el origen y es
tá caracterizado mediante el vector unitario X = (—3i -  6j + 2k)/7.

9.172 Problema 9.150
9.173 Problema 9.149
9.174 Problema 9.148

9.175 Para el prisma rectangular que muestra la figura, determine los 
valores de las relaciones b/a  y c/a  necesarios para que el elipsoide de iner
cia del prisma se transforme en una esfera cuando la inercia se calcule en el 
punto a) A,h) B. Figura P9.175



546 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia

Figura P9.177

9.176  Para el cono recto del problema 9.11, determine el valor de la 
relación a/h  necesario para que el elipsoide de inercia del cono se transfor
me en una esfera cuando la inercia se calcule en a) el ápice del cono, b) el 
centro de la base del cono.

9 .177  Para el cilindro circular homogéneo de radio a y longitud L que 
muestra la figura, determine el valor de la relación a/L  necesario para que 
el elipsoide de inercia del cilindro se transforme en una esfera cuando la 
inercia se calcule en a) el centroide del cilindro, h) el punto A.

9.178 Dados un cuerpo cualquiera y tres ejes rectangulares x, y y z, 
demuestre qtie el momento de inercia de masa del cuerpo respecto a cual
quiera de los tres ejes no puede ser mayor a la suma de los momentos de 
inercia de masa del cuerpo alrededor de los otros dos ejes. Esto es, pruebe 
que se cumple la desigualdad Ix — Iy + I- así como las otras desigualdades 
respectivas. Además, compruebe que si el cuerpo es un sólido homogéneo 
de revolución entonces Iy 2  j l x, donde x es el eje de revolución y y el eje 
transversal.

9.179 Considere un cubo de masa m y lados de longitud a. a) De
muestre que el elipsoide de inercia ubicado en el centro del cubo es una es
fera, y utilice esta propiedad para determinar el momento de inercia de ma
sa del cubo respecto a una de sus diagonales, b) Pruebe que el elipsoide de 
inercia ubicado en una de las esquinas del cubo es un elipsoide de revolu
ción, y determine los momentos principales de inercia de masa del cubo en 
dicho punto.

9.180 Dado un cuerpo homogéneo de masa m y fonna arbitraria, así 
como los tres ejes rectangulares x, y y z con origen en O, demuestre que la 
suma de los momentos de inercia Ix + l,t + lz no puede ser menor a ¡a su
ma de los momentos de inercia de una esfera del mismo material y masa m 
con centro en O. Además, use el resultado del problema 9.178 para mostrar 
que si el cuerpo es un sólido de revolución, donde x es el eje de revolución, 
su momento de inercia de masa Iy alrededor del eje transversal y no puede 
ser menor a 3m¿¡2/10, donde a es el radio de una esfera con igual masa y del 
mismo material.

*9.181 En la figura se muestra un cilindro circular homogéneo de ma
sa m. El diámetro OB de la cara superior forma un ángulo de 45° con los 
ejes x y z. a) Determine los momentos principales de inercia de masa del ci
lindro en el origen O. b) Encuentre los ángulos que los ejes principales de 
inercia en O forman con los tres ejes coordenados, c) Dibuje el cilindro y 
muestre la orientación que sus ejes principales de inercia tienen respecto a 
los ejes .r, y y z.

9.182 a 9.186 Para el componente que se describe en el problema 
indicado, determine a) los momentos principales de inercia de masa en el 
origen, b) los ejes principales de inercia en el origen. Trace el cuerpo y mues
tre la orientación que sus ejes principales de inercia tienen respecto a los 
ejes x, y y z.

' *9.182 Problema 9.167 
*9.183 Problemas 9.147 y 9.151 
*9.184 Problema 9.169 
*9.185 Problema 9.170 
*9.186 Problemas 9.150 y 9.172

Figura P9.181



R E P A S O  Y R E S U M E N  
DE L  C A P Í T U L O  9

•re un

tanto a las áreas AA de los elementos sobre las cuales actúan, c 
a las distancias t/ desdé dichos elementos hasta un eje dado x 
consiguiente, se tiene AF =  ky &A. Se encontró que la magi 
de la resultante R es proporcionaí ál primer momento Qx = /  
del área A, mientras que el momento efe R con respecto al 
es proporcional al segundo momento o niomento de inercia, 
fy  dA de A con respecto al mismo eje [sección 9.2].

'.res de inercia

•a elemental (figu 
de inercia de »n

Momentos rectangulares de inercia

Figura 9.36

Momento polar de inercia

dx
Figura 9.35
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548 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia

Teorema de los ejes paralelos

A ------- J -

Flgura 9.37

Areas compuestas

Producto de inercia

En la sección 9.6 se presentó el teorema de los ejes paralelos, el cual 
establece que el momento de inercia I de un área con respecto a un

respecto al eje centrddál BB' qufe es parálelo AA' tííds é l  producto del 
área A y el cuadrado de la distanciad entre los dos ejes:

: I  * 1  + Ad2 (9.9)

La fórmula anterior también puede utilizarse para determinar el 
momento de inercia i  de un área con respecto a un eje centroidal 
BB' cuando se conoce su momento de inercia l  con respecto de 
un eje paralelo AA'. Sin embargo, en este caso se debe restar el 
producto Ad2 del momento de inercia I conocido.

cia Jo  de un área con respecto a un punto Ó y el momento polar 
de inercia Jc  de la misma área con respecto a su centroide C. Re
presentando con d la distancia entre O y C, se tiene

J o ^ j c  + Ad2 (9.11)

El teorema de los ejes paralelos se paede uti&zar en forma 
efectiva para calcular el momento de inercia de un área compties- 
ta con respecto a un eje dado {sección 9.7}. Considerando cada 
área componente por separado, primero se calcula el momento de 
inercia de cada área con respecto a su eje centroidal, con la infor
mación proporcionada en las figuras 9.12 y 9,13 cuando sea posi
ble. Entonces se aplica el teorema de los ejes paralelos para deter
minar el momento de inercia de cada una de las áreas componentes 
con respecto al eje deseado y sé¡ súman los valores obtenidos de 
esta forma [problemas resueltos 9  4 y 9.5].

Las secciones 9.8 a la 9,10 estuvieron dedicadas a la transfor
mación de los momentos dé inercia de un área mediante una 
rotación de ejes coordenados. En primer Jugar, se definió el pro
ducto de inercia de un área A como

Ixu =  í xy dA (9.12)

y se demostró que I„j -  0 si el área 4  es simétrica con 
uno de ambos ejes coordenados. También se derivó el 
los ejes paralelos para productos de inercia. Se obtuvo

í*5, = h y  + xyA

teorema de



y
y'\

Figura 9.38

En la sección 9.9 se determinaron los momentos y el produc
to de inercia Ix<, Iv> e f*y  de un área con respecto a los ejes x' y 
y' que fueron obtenidos rotando los ejes coordenados x y  y origi
nales a través de un ángulo 6 en sentido contrario al del movimien* 
to de las; manecillas del reloj (figura 9.38). Se expresó la, ly> e% y

calculados con respecto a  tas ¿jes x y y  originales. Se obtuvo que
; ■' " ■ ■ \í: 2%’ 'x‘5m

Ix ^ ^ ^  + ~ ^ - c o s 2 e - l ó s e n t e  (9.18)
\r:': *  '■■■-■■ -í í?\ ¡ . K :

-H..I
\  -  S f P  -  ^ c o s  20 | jg  sen§ g  (9.19) 

i - i
ÍM- -  sen 3¡& +  f^  ces 26 (9.20):

*

Repaso y resumen dei capítulo 9

Rotación de ejes

Ejes principales
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Figura 9.40



mentó de inercia 1 de un cuerpo con respecto a un eje arbitrario

1 = 1 + md2 (9.33)

donde I es el momento de inercia de! cuerpo con respecto al eje 
centroidal BB' que es paralelo al eje AA', m es la masa del cuerpo 
y d  es la distancia entre los dos ejes.

Teorema de los ejes paralelos

Figura 9.41 Figura 9.42 Figura 9.43

el elemento de masa 
eJtos 9.10 y 9.11}. Por

Momentos de inercia de placas delgadas

Cuerpos compuestos

Momento de inercia con respecto a un eje 
arbitrario
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Graficando ón punto Q a lo largo de cada eje OL a una distan
cia OQ =  I /V lo t desde O [sección 9.17], se obtuvo la superficie de 
un elipsoide, conotído corno el elipsoide de inercia del cuerpo en el 
punto O. Los ejes principales x', y' y z' de este elipsoide (figura 
9.45) son los e¡fes principales de inercia del cuerpo; ésto es, lospro-

; este último. Entonces, si se selec- 
los ejes coordenados, se puede ex-

l" (9.50)

tos principales de inercia del cuer-

Figura 9.44

Elipsoide de inercia

Ejes principales de inercia 
Momenos principales de inercia



Problemas de repaso

9.187 Para el área sombreada que muestra la figura, determine por 
integración directa los momentos de inercia respecto al eje y.

9.188 Para el área sombreada que muestra la figura, determine por 
integración directa los momentos de inercia respecto al eje x.

9.189 Para el área sombreada que muestra la figura, determine el mo
mento de inercia y el radio de giro respecto al eje x.

Figura P9.187y P9.188

9.190 Para el área sombreada que muestra la figura, determine el mo
mento de inercia y el radio de giro respecto al eje y.

9.191 Para el área que muestra la figura, determine el momento po
lar de inercia respecto a a) el punto O, b) el centroide del área.

Semicírculo

-120 mm

Figura P9.191

120 mm -
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554 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 9.192 Con el propósito de construir una caja reforzada, se sueldan en
tre sí dos secciones W laminadas y dos placas, como indica la figura. Deter
mine los momentos de inercia y los radios de giro de la sección combinada 
respecto a los ejes centroidales que se muestran.

9.193 Tal como indica la figura, dos ángulos L'3 X 3 X j  in. se sueldan 
a un canal CIO X 20. Determine los momentos de inercia de la sección com
binada relacionados con, respectivamente, los ejes centroidales paralelo y per
pendicular al alma del canal.

9.194 Para la biela de 2 kg mostrada en la figura, experimentalmente 
se ha probado que sus momentos de inercia respecto a los ejes de las líneas 
centrales de los cojinetes AA' y BB' son, respectivamente, IM - = 78 g • rrr 
e = 41 g • m2. Si r„ + r¡, = 290 mm, detennine a) la localización del eje 
centroidal GG\ b) el radio de giro respecto a GG'.

Figura P9.194



9.195 Utilice el teorema de los ejes paralelos para determinar, respec
to a los ejes centroidales x y y, el producto de inercia del área que muestra 
la figura.

Problemas de repaso 555

3 in.

1 in.

\___ C _____

0.5 in.

1 in.

3 in.

0.5 in. • 5  in.

Figura P9.195 y P9.196

- 0.5 iti.

9.196 Utilice el círculo de Mohr para determinar la orientación de los 
ejes centroidales principales y los valores correspondientes a los momentos 
de inercia.

9.197 Si el cilindro circular recto mostrado en la figura tiene densi
dad uniforme y masa m, determine por integración directa su momento de 
inercia de masa respecto al eje z.

Figura P9.197

9.198 Para el componente de máquina de acero que muestra la figu
ra, determine los productos de inercia de masa Ixy, I,JZ e Lx. (El peso espe
cífico del acero es de 0.284 lb/in.3.)

y 0.8 in.



Problemas de computadora

9.C1 Una pl aca circular dc acoro os perforada con un patrón de agu
jeros de 6 inm de diámetro para formar la coladera de drenaje que se mues
tra en la figura. Si la distancia de centro a centro entre agujeros adyacentes 
es de 14 mm, y todas las perforaciones se encuentran dentro de un círculo 
con diámetro id — 30) mm, determine el momento de inercia de la colade
ra respecto al eje x cuando a) d = 200 mm, b) d  = 450 mm, c) d  = 720 mm.

14 mm

Figura P9.C2

Figura P9.C1

9.C2 En la figura se muestra cómo pueden aproximarse las seccio
nes transversales mediante una serie de rectángulos. Utilice un programa de 
computadora para calcular los momentos de inercia v los radios de giro 
de secciones transversales de esta forma respecto a sus ejes centroidales ho
rizontal y vertical. Aplique dicho programa en las secciones transversales que 
muestran las figuras a) P9.31 y P9.33, b) P9.32 y P9.34, c) P9.41, d) P9.43.

9.C3 La figura muestra un panel que conforma uno de los extremos 
de una pila, la cual se llena con agua hasta la línea AA'. Determine la pro
fundidad d  del punto de aplicación de la resultante (centro de presión) de 
las fuerzas hidrostáticas que actúan sobre el panel. Si h = 400 mm, b = 200 
mm y a = nb, donde n varía desde 1 hasta 8, grafique la profundidad del 
centro de presión d  como una función de n.

Figura P9.C3
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9.C4 Para el área que muestra la figura, grafique Ixy como una fun
ción de n para valores de n desde 1 hasta 10 si a = 80 mm y b = 60 mm.

Problemas de computadora

*9.C5 El área que muestra la figura está definida por la espiral logarít
mica r = ae0M con 0 <  0 £  tt. Use un programa computacional para determi
nar el producto de inercia del área respecto a los ejes x y y cuando a = .3 in. y 
a) n = 2, b) n = 2.5, c) n = 4.

9.C6 Un área con momentos y productos de inercia conocidos Ix, ItJ e 
Ixy se puede usar para calcular sus momentos y productos de inercia respec
to a los ejes x' y y' obtenidos al rotar los ejes originales en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj por un ángulo 6. Para el área del problema 9.74, 
utilice un programa computacional y calcule v grafique Ix-, /,/ e como 
funciones de 0 para 0 <0 <  90°.

9.C7 Un alambre homogéneo con masa por unidad de longitud de 0.08 
kg/m se usa para formar la figura que se muestra. Aproxime esta figura usan
do 10 segmentos de recta y utilice un programa computacional para deter
minar el momento de inercia de masa Ix del alambre respecto al eje x. Uti
lice dicho programa para determinar lx cuando a) a = 20 mm, L = 220 mm, 
h = 80 mm, b) a = 40 mm, L = 340 mm, h = 200 mm, c) a = 1(X) mm, L 
= 500 mm, h = 120 mm.

9.C8 El área que muestra la figura se rota alrededor del eje x para for
mar un sólido homogéneo de peso W. Aproxime esta área usando una serie 
de 400 rectángulos de la forma bcc'b', cada uno con ancho A/, y utilice un 
programa computacional para determinar el momento de inercia de masa del 
sólido de revolución respecto al eje x. Use dicho programa para resolver 
a) el problema 9.121, b) el problema 9.123. Suponga que en estos proble
mas W = 4 lb, a = 5 in. y b = 20 in.

Figura P9.C5

Figura P9.C8

9.C9 Una placa rectangular delgada de peso W se suelda a un eje ver
tical AB con el cual forma un ángulo 6. Si W -  1 lb, a = 10 in. y b = 8 in., 
grafique, para valores de 6 desde 0 hasta 90°, el momento de inercia de ma
sa de la placa en relación con a) el eje y, b) el eje z. Figura P9.C9
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En los capítulos anteriores los problemas relacionados con el equilibrio 
de cuerpos rígidos se resolvieron al considerar que las fuerzas aplicadas 
sobre los mismos estaban balanceadas. Se plantearon y resolvieron las 
ecuaciones de equilibrio 2F* = 0, = 0 y 2M A = 0 para determinar 
el valor de las incógnitas. Sin embargo, un método que ha resultado ser 
más eficiente para resolver cierto tipo de problemas de equilibrio es el 
basado en el principio ele trabajo virtual, el cual fue utilizado por prime
ra vez en el siglo xvm por el matemático suizo Jean Bemoulli.

Como se verá en la sección 10.3, el principio del trabajo virtual 
establece que si una partícula o un cuerpo rígido o en general un sis
tema de cuerpos rígidos unidos, los cuales están en equilibrio bajo la 
acción de varias fuerzas externas, se les aplica un desplazamiento arbi
trario a partir de la posición de equilibrio, el trabajo realizado por las 
fuerzas externas durante el desplazamiento será cero. Este principio es 
efectivo cuando se aplica a la solución de problemas relacionados con 
el equilibrio de máquinas o mecanismos que están constituidos por va
rios elementos conectados entre sí.

En la segunda parte del capítulo se aplicará el método del trabajo 
virtual en forma alternativa basada en el concepto de energía poten
cial. En la sección 10.8 se estudiará que si una partícula, cuerpo rígi
do o sistema de cuerpos rígidos están en equilibrio, la derivada de la 
energía potencial con respecto a la variable que define la posición de
be ser cero.

También en este capítulo se aprenderá a evaluar la eficiencia me
cánica de una máquina (sección 10.5) y poder determinar si la posición 
de equilibrio es estable, inestable o neutra (sección 10.9).

*10.1. INTRODUCCION

Figura 10.1

*10.2. TRABAJO DE UNA FUERZA

Primero se definirán los conceptos de desplazamiento y trabajo como se 
usan en la mecánica. Considere que la partícula mostrada (figura 10.1) 
se mueve del punto A a un punto cercano A'. Si con r  se denota el vec
tor de posición correspondiente al punto A, el pequeño vector que une 
a A con A' debe representarse con el diferencial dr; al vector d r  se le lla
ma desplazamiento de la partícula. Suponga que sobre la partícula actúa 
una fuerza F, el trabajo de la fuerza F  correspondiente al desplazamien
to d r  se define como la cantidad

dU  = F  • d r (10.1)

la cual se obtiene al formar el producto escalar del vector de fuerza F  
con el vector de desplazamiento dr. Si se representan con F y ds las 
magnitudes de la fuerza y el desplazamiento, respectivamente, y con a  
el ángulo que forman los vectores F  y d r y, recordando la definición 
del producto escalar de dos vectores (sección 3.9), se escribe

dU  = F  ds cos a (10.1')

Como el trabajo es una cantidad escalar, éste tiene magnitud y signo 
pero no dirección. También note que el trabajo debe estar expresado 
en unidades obtenidas al multiplicar unidades de longitud por unidades 
de fuerza. Así, en el sistema de unidades de uso común en Estados 
Unidos el trabajo se expresa en unidades de ft • lb o in. • lb. Pero si se
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usan unidades del SI, entonces el trabajo se expresa en N • m. A esta 10.2. Trabajo de una fuerza 5 6 1

unidad se le denomina jou le  (]).1
Con base en la ecuación (10.1') se puede concluir que el trabajo 

dV  es positivo si el ángulo a  es agudo y negativo si el ángulo a  es ob
tuso. Existen tres casos de interés especial: si el vector fuerza F  tiene 
la misma dirección que el vector desplazamiento dr, entonces el tra
bajo dU se reduce a F  ds, pero si F  tiene dirección opuesta a dr, en
tonces el trabajo se obtiene como dU = - F  ds. Por último, si F  es per
pendicular a dr, el trabajo dU  es igual a cero.

También el trabajo dU de una fuerza F  durante un desplazamiento 
d r  se puede considerar como el producto de F con la componente ds 
cos a  del desplazamiento d r  a lo largo de F  (figura 10.2a). Este en
foque es muy práctico cuando se desea determinar el trabajo realizado

a) b )

Figura 10.2

por el peso W de un cuerpo (figura 10.2Z?). En este caso, el trabajo W 
es igual al producto de W y el desplazamiento vertical dy del centro 
de gravedad G del cuerpo. Si el desplazamiento es hacia abajo, el tra
bajo realizado es positivo, pero si el desplazamiento es hacia arriba, en
tonces el trabajo realizado será negativo.

Hay cierto número de fuerzas que se estudian en estática y que no 
realizan trabajo: fuerzas aplicadas a puntos fijos (ds = 0) o que actúan 
en dirección perpendicular al desplazamiento (cos a  =  0). Dentro de 
este tipo de fuerzas se pueden citar las fuerzas de reacción que se ge
neran en pernos sin fricción cuando el cuerpo que se sostiene rota con 
respecto al perno; las fuerzas de reacción en superficies sin fricción 
cuando el cuerpo en contacto se mueve a lo largo de la superficie; la 
fuerza de reacción que genera un rodillo cuando se mueve a lo largo 
de un riel; el peso de un cuerpo cuando su centro de gravedad se mue
ve en forma horizontal, y la fuerza de fricción que una rueda genera 
cuando ésta gira sin deslizarse (debido a que en todo instante el pun
to de contacto no se mueve). Algunos ejemplos de fuerzas que sí rea
lizan trabajo son el peso del cuerpo (excepto en el caso considerado 
anteriormente), la fuerza de fricción que actúa en un cuerpo que se 
desliza sobre una superficie rugosa y la mayoría de las fuerzas que ac
túan sobre un cuerpo en movimiento.

Fotografía 10.1 Las fuerzas ejercidas por los 
cilindros hidráulicos para posicionar el elevador 
de canasta mostrado en la fotografía pueden 
determinarse de manera efectiva mediante el 
método del trabajo virtual; lo anterior es posible 
porque existe una relación simple entre los 
desplazamientos de los puntos de aplicación de 
las fuerzas que actúan sobre los elementos del 
elevador.

* El joule es la unidad de energía en las unidades del SI, sin importar si dicha energía 
está en forma mecánica (trabajo, energía potencial y energía cinética), química, eléctrica o 
térmica. Se debe notar que aunque N • m =  J, el momento de una fuerza debe expresar
se en N • m y no en joules, puesto que el momento de una fuerza no es una forma de 
energía.



562 Método dei trabajo virtual En ciertos casos, la suma del trabajo realizado por varias fuerzas
es cero. Por ejemplo, considérense los dos cuerpos rígidos AC y BC 
conectados en C mediante un pem o sin fricción  (figura 10.3a). Entre 
las fuerzas que actúan en AC está la fuerza F  ejercida en C por BC.

Figura 10.3

En general, el trabajo de esta fuerza no será cero, pero este será igual 
en magnitud y de signo opuesto al trabajo generado por la fuerza — F 
ejercida por AC sobre BC debido a que estas fuerzas son iguales y 
opuestas y se aplican sobre la misma partícula. Así, cuando se conside
ra el trabajo total realizado por todas las fuerzas que actúan sobre AB 
y BC, el trabajo realizado por las dos fuerzas internas en C se anula. 
Se puede obtener una conclusión análoga al considerar un sistema com
puesto de dos bloques conectados mediante una cuerda inextensible 
AB (figura 10.36). El trabajo de la fuerza dc tensión T en A es igual 
en magnitud al trabajo realizado por la fuerza de tensión T ' en B, de
bido a que estas dos fuerzas tienen la misma magnitud y los puntos A 
y B recorren la misma distancia; sin embargo, en un caso el trabajo es 
positivo mientras que en el otro es negativo y, de nuevo, el trabajo rea
lizado por las fuerzas internas se cancela.

Se puede demostrar que el trabajo total de las fuerzas internas que 
mantienen unido a un cuerpo rígido es cero. En este caso, considere 
dos partículas A y  B de  un mismo cuerpo rígido y dos fuerzas F  y — F  
iguales y opuestas que actúan una sobre la otra (figura 10.4). Como en

Figura 10.4

general los desplazamientos pequeños d r y dr' de las dos partículas son 
diferentes, las componentes de estos desplazamientos a lo largo de AB 
deben ser iguales; de otra manera, las partículas no permanecerían a 
la misma distancia una con respecto a la otra, por tanto, el cuerpo 
no sería rígido. En este sentido, el trabajo de F  es igual en magnitud 
y opuesto en signo al trabajo de — F, y su suma es cero.

Al calcular el trabajo de las fuerzas externas que actúan sobre un 
cuerpo rígido es conveniente considerar el trabajo de un par sin con
siderar por separado el trabajo de cada una de las dos fuerzas que lo



forman. Considere las dos fuerzas F  y — F  que forman un par de mo
mento M, las cuales actúan sobre un cuerpo rígido (figura 10.5). Cual
quier desplazamiento pequeño del cuerpo rígido que lleve a A y B a 
A' y B". respectivamente, puede dividirse en dos partes, una en la cual 
los puntos A y B sufren desplazamientos iguales f/r, y la otra en la 
cual A' permanece fijo mientras que B' se mueve a B" mediante un 
desplazamiento d r2 de magnitud ds2 — r d6. Durante la primera par
te del movimiento, el trabajo de F  es igual en magnitud y opuesto en 
signo al trabajo de — F  y por tanto su suma es cero. Sin embargo, en 
la segunda parte del movimiento sólo la fuerza F  hace trabajo y éste 
es igual a dU = F d.s2 — Fr dd. Pero el producto Fr es igual a la mag
nitud M del momento del par. De esta manera, el trabajo de un par de 
momento M que actúa sobre un cuerpo rígido es:

dU =  M  dd (10.2)

donde d6 representa el ángulo pequeño que rota el cuerpo, expresado 
en radianes. Se debe enfatizar nuevamente que el trabajo debe estar 
expresado en unidades que se obtienen al multiplicar unidades de 
fuerza por unidades de longitud.

*10.3. PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL

Considere una partícula sobre la que actúan varias fuerzas F¡, F 2........ F„
(figura 10.6). Suponga que la partícula realiza un desplazamiento peque
ño desde A hasta A', el cual en ocasiones es posible, pero no necesaria
mente sucede. Las fuerzas pueden estar balanceadas y la partícula en re
poso o la partícula puede moverse bajo la acción de las fuerzas dadas en 
una dirección diferente a la de AA'. A este desplazamiento, denotado 
por Sr, se le llama desplazamiento virtual, puesto que en realidad no su
cede. El símbolo Sr representa una diferencia] de primer orden y se le 
usa para distinguir el desplazamiento virtual del desplazamiento d r  que 
podría suceder si la partícula estuviera en movimiento. Como se verá 
más adelante, los desplazamientos virtuales pueden usarse para determi
nar si se satisfacen las condiciones de equilibrio de una partícula dada.

Al trabajo realizado por las fuerzas F ,, F 2, . . . , F„ durante el des
plazamiento virtual Sr se le llama trabajo virtual. El trabajo virtual de 
todas las fuerzas que actúan sobre la partícula de la figura 10.6 es

8U = F j • 8r  + F 2 * Sr + • • • + F„ • 8r 
=  (F , + F 2 + • • • + F J  • Sr

o
5(7 = R • Sr (10.3)

donde con R se representa la resultante de las fuerzas dadas. Por tan
to, el trabajo virtual total realizado por las fuerzas F], F 2, . . . , F„ es 
igual al trabajo virtual realizado por su resultante R.

El principio del trabajo virtual para una partícula establece que si 
una partícula está en equilibrio, el trabajo virtual total de las fuerzas que 
actúan sobre la partícula es cero para cualquier desplazamiento virtual 
de la partíctda. Así, esta condición necesaria establece que si la partícu
la está en equilibrio, la resultante R de las fuerzas es cero y, por tanto, 
se concluye con base en la ecuación (10.3) que el trabajo virtual 8U 
es cero. La condición es suficiente para afirmar que si el trabajo vir
tual 8U es cero para cualquier desplazamiento virtual, el producto escalar 
R • Sr es cero para cualquier Sr, y que la resultante R debe ser cero.

10.3. Principio del trabajo virtual 563

Figura 10.5



564 Mé,odo del trabajo virtual En el caso de un cuerpo rígido, el principió del trabajo virtual es
tablece que si el cuerpo rígido está en equilibrio, el trabajo virtual 
total de las fuerzas externas que actúan sobre el cuerpo rígido es cero 
para cualquier desplazamiento virtual del cuerpo. Esta condición ne
cesaria establece que si el cuerpo está en equilibrio, todas las partícu
las que lo forman están en equilibrio y el trabajo virtual total de las 
fuerzas que actúan sobre todas las partículas debe ser cero. Pero en la 
sección anterior se vio que el trabajo total de las fuerzas internas es ce
ro, por tanto, el trabajo total de las fuerzas externas también debe ser 
cero. Puede demostrarse que esta condición también es suficiente.

El principio del trabajo virtual se puede extender al caso de un sis
tema de cuerpos rígidos unidos. Si el sistema permanece unido durante 
un desplazamiento virtual, debe considerarse sólo el trabajo de las 
fuerzas externas al sistema puesto que el trabajo de las fuerzas inter
nas entre las diferentes uniones del sistema es cero.

*10.4. APLICACIONES DEL PRINCIPIO 
DEL TRABAJO VIRTUAL

El principio del trabajo virtual es particularmente efectivo cuando se 
aplica a la solución de problemas que involucran máquinas o mecanis
mos compuestos de varios cuerpos rígidos conectados entre sí. Por

P

Figura 10.7

ejemplo, la prensa de banco ACB mostrada en la figura 10.7a, la cual 
se usa para comprimir un bloque dc madera. Se desea determinar la 
fuerza ejercida por la prensa sobre el bloque cuando se aplica en C 
una fuerza P suponiendo que no hay fricción. Representando con Q la 
reacción que ejerce el bloque sobre la prensa, se dibuja el diagrama de 
cuerpo libre de la misma y se considera el desplazamiento virtual que 
se obtiene al incrementar en forma positiva el ángulo 9 en 89 (figura 
10.7//). Al seleccionar un sistema de ejes coordenados con origen en 
A, se nota que xB se incrementa mientras que tjc  disminuye. En la fi
gura se muestra un incremento positivo SxB y un incremento negativo 
St/c- Las reacciones At, A;/ y N no realizan trabajo durante el des
plazamiento virtual considerado y sólo se debe calcular el trabajo rea
lizado por P y Q. Como Q y SxB tienen sentidos opuestos, el trabajo 
virtual de Q es 8Uq =  —Q 8xB. Como P y el incremento mostrado en 
la figura ( ~ 8 j c ) tienen el mismo sentido, el trabajo virtual de P es 
8Uf  = + P (—8tjc) — —P 8yc . El signo negativo en la relación anterior 
pudo haberse previsto al observar que las fuerzas Q y P tienen, res-



pectívamente, direcciones opuestas a los ejes positivos x y  y. Si se ex
presa las coordenadas xK y yc  en términos del ángulo 0 y diferencian
do, se obtiene

xB = 21 sen 0 yc  = l eos 0
8xb = 2/ eos 6 80 8yc  = —l sen 0 86 (10.4)

Por tanto, el trabajo virtual realizado por las fuerzas Q y P es

8U = 8Ug + 8UP =  - Q  8xB -  P 8yc  
= —2Ql eos 0 80 + Pl sen 0 80

Estableciendo 8U = 0 se obtiene

2Ql eos 0 86 = Pl sen 0 80 (10.5)
Q = {P  tanfl (10.6)

En este problema es clara la superioridad del método del trabajo 
virtual sobre las ecuaciones de equilibrio convencionales: al utilizar 
el método del trabajo virtual se pudieron eliminar todas las reacciones 
desconocidas mientras que al plantear la ecuación de equilibrio = 
0 sólo se hubieran podido eliminar dos de éstas. Esta propiedad del 
método del trabajo virtual se puede utilizar para resolver problemas 
relacionados con máquinas y mecanismos. Si el desplazamiento virtual 
considerado es consistente con las restricciones impuestas por los apoyos 
y uniones, todas las reacciones y las fuerzas internas se eliminan y sólo 
debe considerarse el trabajo de las cargas, las fuerzas aplicadas y las 
fuerzas de fricción .

También el método del trabajo virtual puede utilizarse para re
solver problemas que involucran estructuras completamente restringi
das, aunque en realidad nunca se presenten los desplazamientos vir
tuales considerados. Por ejemplo, considere el armazón ACB mostrado 
en la figura 10.8a. Si se mantiene fijo el punto A mientras que al punto 
B se le aplica un desplazamiento virtual horizontal (figura 10.8/;), sólo 
es necesario considerar el trabajo realizado por P y Bv. Entonces, se 
puede determinar el valor de la componente de reacción Bv de la misma

y

10.4. Aplicaciones del principio del 5 g 5  
trabajo virtual

Fotografía 10.2 La fuerza de agarre de la 
abrazadera de seguro que se presenta en la 
fotografía puede ser expresada como una función 
de la fuerza aplicada a la manivela, 
estableciendo primero las relaciones geométricas 
entre los elementos de la abrazadera, para 
después aplicar el método del trabajo virtual.

a)
Figura 10.8



forma en que se calculó la fuerza Q del ejemplo anterior (figura 10.7&); 
por tanto, se obtiene

Bx = —jP  tan 6

En forma análoga se puede determinar la componente de la reacción 
A.v al mantener fijo el punto tí y aplicar un desplazamiento virtual ho
rizontal al punto A. Las restantes componentes A</ y B,, se pueden cal
cular rotando el armazón ACtí como si fuera un cuerpo rígido, respec
tivamente, con relación a B y A.

El método de trabajo virtual también se puede emplear para de
terminar la configuración de un sistema en equilibrio sujeto a la acción 
de varias fuerzas dadas. Por ejemplo, puede obtenerse el valor del án
gulo 6 para el cual el mecanismo de la figura 10.7 está en equilibrio 
bajo la acción de las fuerzas P y Q resolviendo la ecuación (10.6) para 
tan 6.

Es necesario señalar que lo atractivo del método del trabajo vir
tual depende en gran medida de la existencia de relaciones geométri
cas simples entre los diferentes desplazamientos virtuales involucrados 
en la solución de cierto problema dado. Cuando no es posible obtener 
dichas relaciones geométricas simples es necesario recurrir al método 
convencional de solución expuesto en el capítulo 6.

*10.5. MÁQUINAS REALES. EFICIENCIA MECÁNICA

Al hacer el análisis de la prensa de banco de la sección anterior, se su
puso que no había fuerzas de fricción. Así, el trabajo virtual consistía 
sólo en el trabajo de la fuerza aplicada P y de la fuerza de reacción Q. 
Note que el trabajo de la reacción Q es igual en magnitud y opuesto 
en signo al trabajo realizado por la fuerza ejercida por la prensa de ban
co sobre el bloque. Por tanto, la ecuación (10.5) expresa que el traba

jo  de salida 2QI cos 6 86 es igual al trabajo de entrada Pl sen 6 86. Una 
máquina en la cual el trabajo de entrada es igual al trabajo de salida se 
le conoce como máquina “ideal”. Pero en una máquina “real” las fuer
zas de fricción siempre realizan trabajo, por lo que el trabajo de salida 
será menor que el trabajo de entrada.

Por ejemplo, considere la prensa de banco de la figura 10.7a y su
ponga que existe una fuerza de fricción F  entre el bloque deslizante tí 
y el plano horizontal (figura 10.9). Con el uso de los métodos conven
cionales de la estática y al sumar los momentos con respecto a A, se 
encuentra que N = P/2. Si se representa con fi el coeficiente de fric-
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ción entre el bloque B y el plano horizontal, se tiene que F - ¡xN = 1 °'5' Máquinas reales- Eficiencia mecánica 5 6 7  
fxP/2.  Recordando las fórmulas (10.4), es posible determinar el trabajo 
virtual total de las fuerzas Q, P y F  realizado durante el desplazamien
to virtual mostrado en la figura 10.9, esto es:

8U = —Q 8xb — P 8 yc  ~ F  SxB
= —2Ql cos 6 86 + Pl sen 6 86 — ¡xPl cos 6 86

Estableciendo 8U =  0, se obtiene

2QI cos 6 86 = Pl sen 6 86 -  ¡xPl cos 6 86 (10.7)

la cual expresa que el trabajo de salida es igual al trabajo de entra
da menos el trabajo de la fuerza de fricción. Resolviendo para Q se 
tiene

Q =  jP(tan 6 -  ix) (10.8)

Note que si tan 6 = fx, entonces Q = 0; esto sucede cuando 6 es igual 
al ángulo de fricción <f>. Por otra parte, si 6 <  4> entonces Q <  0. Por 
tanto, la prensa de banco puede usarse sólo para valores de 6 mayores 
que el ángulo de fricción.

La eficiencia mecánica de una máquina se define como la relación

trabajo de salida
V = — r - r h ---------- r~ (10-9)trabajo de entrada

Es claro que la eficiencia mecánica de una máquina ideal es 17 = 1, de
bido a que el trabajo de entrada es igual al trabajo de salida. Pero la 
eficiencia mecánica de una máquina real siempre será menor que 1.

En el caso de la prensa de banco que se acaba de estudiar, se es
cribe

trabajo de salida _  2Ql cos 6 86 
trabajo de entrada Pl sen 6 86

Al sustituir el valor de Q de la ecuación (10.8), se obtiene

P(tan 6 -  ¡x)l cos 6 86
V = -------- ^ ------ XT7-------- = 1 -  M cot 6 (10.10)Pl sen 6 86

Se puede comprobar que en ausencia de las fuerzas de fricción, fx = 0 
y tj = 1. En general, para valores de ¡x diferentes de cero, la eficien
cia tj es cero cuando fx cot 6 = 1 ,  esto es, cuando tan 6 = fi, o 6 = 
tan-1 fx = <j>. De nuevo se comprueba que la prensa de banco puede 
usarse sólo para valores de 6 mayores que el ángulo de fricción (j).



PROBLEM A RESUELTO 10.1

Con el método de trabajo virtual, determine la magnitud del par M requerido 
para mantener en equilibrio el mecanismo mostrado en la figura.

SOLUCION

Al seleccionar un sistema de ejes coordenados con origen en E, se escribe

xD = 31 eos B 8x¡) = — 31 sen B 86

Principio del trabajo virtual. Como las reacciones A, E* y Ev no 
realizan trabajo durante el desplazamiento virtual, el trabajo virtual total rea
lizado por M y P debe ser cero. Note que tanto P como M actúan, respec
tivamente, en la dirección positiva de x y 6, por lo que se puede escribir

8U = 0: +M 86 + P8xD = 0
+M 86 + P(—3l sen 6 86) = 0

M = 3Pl sen 6 <

PROBLEM A RESUELTO 10.2

Para el mecanismo mostrado en la figura, determine las expresiones para 6 
y para la tensión en el resorte que corresponden a la posición de equilibrio. 
El resorte de constante k tiene una longitud sin estirar h. Por esto ignore el 
peso del mecanismo.

SOLUCION

Con el sistema de coordenadas mostrado en la figura se tiene
ya = l sen 6 yc  — 21 sen 6

8y¡} = l eos 6 86 8yc — 21 eos 6 86

La elongación del resorte es

s = yc  — h = 21 sen 6 — h
La magnitud de la fuerza ejercida en C por el resorte es

F = k.<¡ = k(2l sen B — h) (1)

Principio del trabajo virtual. Como las reacciones A*, Â  y C no 
realizan trabajo, el trabajo virtual total realizado por P y F debe ser cero.

8U = 0: P8yB -  F 8yc = 0
P(l eos 6 86) — k(21 sen 6 — h)(21 eos 6 86) = 0

„ V + 2 kh .

Si se sustituye esta expresión en (1), se tiene



PRO BLEM A RESUELTO 10.3

Una mesa de elevación hidráulica se utiliza para levantar una caja 
de 1 000 kg. La mesa consiste de una plataforma y de dos meca
nismos idénticos en los cuales los cilindros hidráulicos ejercen fuer
zas iguales (en la figura se muestran sólo un mecanismo v un cilin
dro hidráulico). Los elementos EDB y CG miden 2a de longitud 
cada uno y el elemento AD se une mediante un pemo al punto me
dio de EDB. Si la caja se coloca sobre la caja de manera que la mi
tad de su peso es soportado por el sistema mostrado en la figura, 
determine la fuerza ejercida por cada cilindro al levantar la caja pa
ra los valores de 8 = 60°, a = 0.70 rn y L  = 3.20 m. Este mecanis
mo se estudió previamente en el problema resuelto 6.7.

SOLUCION

La máquina considerada consiste de la plataforma y del meca
nismo en el que se ejerce una fuerza de entrada FDH por medio 
del cilindro y una fuer/a de salida igual y opuesta a ¿W.

Principio del trabajo virtual. Observe primero que las 
reacciones en E y C no realizan trabajo. Al representar con y la 
elevación de la plataforma sobre la base y con s la longitud DH 
del sistema cilindro-pistón, se escribe

8 U  = 0: - fW  Sy + Fdh 8 s  = 0 (1)

El desplazamiento vertical 8y de la plataforma se puede expre
sar en términos del desplazamiento angular 80 del elemento EDB 
de la siguiente forma:

y = (EB) sen 0 = 2a sen 0 
8y = 2a cos 6 86

Para expresar 8s de una forma análoga en términos de 80, se 
aplica primero la ley de cosenos,

s2 = a2 + L2 -  2aL  cos 0

Diferenciando,

2.9 = — 2aL{—sen 0) 86 
aL  sen 0

T szssm

Sustituyendo los valores de 8y y 8s en (1), se escribe 

/ aL sen „

Con los datos numéricos dados, se tiene

W = mg = (1 (KK) kg)(9.81 m/s2) = 9 810 N  = 9.81 kN 
s2 = a2 + L2 — 2aL  cos 0

= (0.70)2 + (3.20)2 -  2(0.70)(3.20) cos 60° = 8.49 
.9 =  2.91 m

^ i 2.91 m



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En esta sección se aprendió a utilizar el método del trabajo virtual, el cual representa una alter
nativa diferente para resolver problemas relacionados con el equilibrio de los cuerpos rígidos.

El trabajo realizado por una fuerza durante un desplazamiento de su punto de aplicación o 
por un par durante una rotación se puede determinar utilizando, respectivamente, las ecua
ciones (10.1) y (10.2):

dU = F ds eos a  (10.1)
dU = M de (10.2)

Principio del trabajo virtual. En su forma más general y más útil, este principio se puede 
enunciar de la siguiente manera: si un sistema de cuerpos rígidos unidos está en equilibrio, 
el trabajo virtual total de las fuerzas externas aplicadas al sistema es siempre cero para 
cualquier desplazamiento virtual efue experimente el sistema.

Cuando se quiera aplicar el principio del trabajo virtual, es importante tener presente lo si
guiente:

1. Desplazamiento virtual. Una máquina o mecanismo en equilibrio no tiene ninguna ten
dencia a moverse. Sin embargo, se puede causar o imaginar un desplazamiento pequeño. Como 
en realidad dicho desplazamiento no ocurre, a éste se le conoce corno desplazamiento virtual.

2. Trabajo virtual. Al trabajo realizado por una fuerza o un par durante un desplaza
miento virtual se le conoce como trabajo virtual.

3. Se deben considerar sólo las fuerzas que realizan trabajo  durante el desplaza
miento virtual. Es importante recordar que, cuando se calcula el trabajo virtual, sólo deben 
ser consideradas las componentes del desplazamiento virtual paralelas a una fuerza dada. 
Ésta es la razón por la que, por ejemplo, en el problema resuelto 10.2 sólo se determinó el 
desplazamiento vertical del pemo B.

4. Las fuerzas que no realizan trabajo durante un desplazamiento virtual que es consis
tente con las restricciones impuestas sobre el sistema son:

a) Las reacciones en los apoyos
b) Las fuerzas internas en las uniones
c) Las fuerzas ejercidas por cables y cuerdas inextensibles

Ninguna de estas fuerzas debe tomarse en cuenta al utilizar el método del trabajo virtual.

5. Se debe estar seguro de que los diversos desplazamientos virtuales relacionados 
con los cálculos estén expresados en términos de un solo desplazamiento virtual. Esto se 
realizó en cada uno de los tres problemas resueltos de esta sección, donde todos los despla
zamientos virtuales fueron expresados en términos de SO. Además, los desplazamientos vir
tuales que contienen términos de un orden igual o mayor al segundo orden [por ejemplo, 
(80)2 y (&t)2] pueden ignorarse cuando se calcula el trabajo virtual.

6. Se debe recordar que el método del trabajo virtual sólo es efectivo en aquellos 
casos en donde la geometría de los sistemas permite relacionar de una forma simple los des
plazamientos involucrados en el análisis.

7. El trabajo de una fuerza  F  ejercida por un resorte durante un desplazamiento 
virtual Sx está dado por SU = FSx. En la lección siguiente se determinará el trabajo de la 
fuerza ejercida por un resorte realizado durante un desplazamiento finito.



Problemas

10.1 y 10.2 Determine la fuerza vertical P que debe aplicarse en G 
para mantener el equilibrio del mecanismo que muestra cada figura.

125 mm

Figura P10.1 y P10.3
¡ 30 lb 

Figura P10.2 y P10.4

10.3 y 10.4 Determine el par M que debe aplicarse en el elemento 
DEt'G para mantener el equilibrio del mecanismo que muestra cada figura.

10.5 Determine la fuerza horizontal P que debe aplicarse en A para 
mantener el equilibrio del mecanismo que muestra la figura.

10.6 Un resorte sin estirar, cuya constante es igual a 720 N/m, está 
unido a los pernos ubicados en los puntos C e/  del mecanismo que mues
tra la figura. El perno en B está unido al elemento BDE y se puede deslizar 
libremente a lo largo de una ranura en la placa fija. Determine la fuerza en 
el resorte y el desplazamiento horizontal del punto H cuando una fuerza ho
rizontal de 90 N, dirigida hacia la derecha, se aplica a) en el punto G, b) en 
los puntos G y H.

60 Ib

10 in

Figura P10.5

Figura P10.6 y P10.7

10.7 Un resorte sin estirar, cuya constante es igual a 720 N/m, está unido 
a los pernos localizados en los puntos Ce/ del mecanismo que muestra la figu
ra. El pemo en B está unido al elemento BDE y se puede deslizar libremente a
lo largo de una ranura en la placa fija. Determine la fuerza en el resorte y el des
plazamiento horizontal del punto H cuando una fuerza horizontal de 90 N, di
rigida hacia la derecha, se aplica a ) en el punto E, b) en los puntos DyE.



572 Método del trabajo virtual 10.8 El mecanismo de dos barras que muestra la figura se sostiene
mediante un soporte de pemo colocado en B y un collarín puesto en D, el 
cual se desliza libremente sobre una barra vertical. Determine la fuerza P 
requerida para mantener el equilibrio del mecanismo.

10.9 Dado que la línea de acción de la fuerza Q pasa por el punto C 
del mecanismo que muestra la figura, obtenga una expresión para determi
nar la magnitud de la fuerza Q requerida para mantener el equilibrio.

Figura P10.9

10.10 El mecanismo que muestra la figura está sometido a la acción 
de la fuerza P. Encuentre una expresión para determinar la magnitud de la 
fuerza Q requerida para mantener el equilibrio.

10.11 El mecanismo que muestra la figura está sometido a la acción 
de la fuerza P. Encuentre una expresión para determinar la magnitud de la 
fuerza Q requerida para mantener el equilibrio.

D ]

*Q
Figura P10.11

10.12 Una puerta para estacionamiento con travesaño superior y peso W 
consiste en un panel rectangular uniforme AC sostenido por dos conjuntos de 
rollos antifricción Ay fí que se deslizan, respectivamente, en un canal vertical y 
uno horizontal. Para mantener la posición que muestra la figura, la puerta se sos
tiene mediante un cable que va unido a la puerta a la mitad del extremo supe
rior. Exprese la tensión T presente en el cable en términos de VV, a, b y 6.

Método del trabajo virtual

100 Ib 
Figura P10.8



10.13 Una mesa de altura extensible y doble tijera se utiliza para levan- Problemas 5 7 3

tar un componente de máquina de 450 kg. La mesa consiste en una platafor
ma y dos mecanismos idénticos sobre los cuales ejercen fuer/as iguales cilin
dros hidráulicos (la figura muestra sólo un mecanismo y un cilindro hidráuli
co). Cada elemento del mecanismo tiene longitud de 600 mm, y los pernos 
C y G están en los puntos medios de sus respectivos elementos. El cilindro 
hidráulico está atornillado a la base de la mesa en A y en el punto F que se 
encuentra a 150 mm de E. Si el componente se coloca sobre la mesa de tal for
ma que la mitad de su peso esté soportado por el sistema que muestra la figu
ra, determine la fuerza ejercida por cada cilindro cuando 0 = 30°.

Figura P10.13 y P10.14

10.14 Una mesa de altura extensible y doble tijera se utiliza para le
vantar un componente de máquina de 450 kg. I¿i mesa consiste en una pla
taforma y dos mecanismos idénticos sobre los cuales ejercen fuerzas iguales 
cilindros hidráulicos (la figura muestra sólo un mecanismo y un cilindro hi
dráulico). Cada elemento del mecanismo tiene longitud de 600 mm, y los 
pernos C y G están en los puntos medios de sus respectivos elementos. El 
cilindro hidráulico está atornillado a la base de la mesa en A y en el punto F 
que se encuentra a 150 mm de E. Si el componente se coloca sobre la me
sa de tal forma que la mitad de su peso quede soportada por el sistema que 
se muestra, determine el valor mínimo permisible de 0 si la fuerza máxima 
que puede ejercer cada cilindro es de 35 kN.

10.15 a 10.17 Encuentre una expresión para determinar la magnitud 
del par M requerido para mantener el equilibrio del mecanismo que mues
tra la figura.



10.18 El pasador colocado en C está unido al elemento BCD y pue
de deslizarse a lo largo de la ranura de la placa fija que muestra la figura. Sin 
tomar en cuenta el efecto de la fricción, encuentre una expresión para de
terminar la magnitud del par M  requerido para mantener el equilibrio cuan
do la fuerza P, que actúa en D, está orientada a) en la forma indicada por la 
figura, b ) verticalmente hacia abajo, c) horizontalmente hacia la derecha.

10.19 Una fuerza P de 1 kip se aplica sobre el pistón del sistema mo
triz que muestra la figura. Si AB = 2.5 in. y BC = 10 in., determine el par 
M requerido para mantener el equilibrio del sistema cuando a) 0 = 30°,
b) 6 =  150°.

tí

Figura P10.19 y P10.20

10.20 Una par M con magnitud de 75 Ib • ft se aplica sobre la mani
vela del sistema motriz que muestra la figura. Si AB = 2.5 in. y BC = 10 in., 
determine la f uerza P requerida para mantener el equilibrio del sistema cuan
do a) 0 = 60°, b) 6 = 120°.

10.21 Para el mecanismo que muestra la figura, determine la fuerza 
P requerida para mantener el equilibrio cuando a = 450 mm, M = 27 N ■ 
m y 6 = 30°.

10.22 Para el mecanismo que muestra la figura, determine el par M 
requerido para mantener el equilibrio cuando a = 600 mm, P = 135 \ y 
6 = 40°.

10.23 Determine el valor de 6 que corresponde a la posición de equi
librio del mecanismo del problema 10.9 cuando P = 60 Ib y Q = 75 Ib.

10.24 Determine el valor de 6, donde 0 £  0 S  90°, que corresponde 
a la posición de equilibrio del mecanismo del problema 10.16 cuando l - 250 
mm, P = 60 N y M = 13.5 N • m.



10.25 En la figura se muestra una barra delgada de longitud l unida Problemas 575
a un collarín en B y apoyada sobre una porción del cilindro circular de radio 
r. Sin tomar en cuenta el efecto de la fricción, determine el valor de 6 que 
corresponde a la posición de equilibrio del mecanismo cuando l = 15 in., 
r = 4.5 in., P = 15 lb y Q = 30 Ib.

Figura P10.25 y P10.26

10.26 En la figura se muestra una barra delgada de longitud l unida 
a un collarín en B y apoyada sobre una porción del cilindro circular de radio 
r. Sin tomar en cuenta el efecto de la fricción, determine el valor de 8 que 
corresponde a la posición de equilibrio del mecanismo cuando / = 14 in., 
r = 5 in., P = 75 lb y Q = 150 lb.

10.27 En el problema 10.12, considere que a = 42 in., ¿> = 28 in. y 
W = 160 Ib, determine la tensión T presente en el cable AE cuando la puerta 
esté sostenida en la posición para la cual BD = 42 in.

10.28 En la figura se muestra una barra delgada AB unida al collarín 
A y apoyada sobre una pequeña rueda en C. Sin tomar en cuenta el radio de 
la rueda ni el efecto de la fricción, determine el valor de 8 que corresponde 
a la posición de equilibrio del mecanismo cuando P = 75 N y Q = 135 N.

10.29 Una fuerza P se aplica a la resbaladera C, como indica la figura.
La constante del resorte es de 1.6 kN/m, y el resorte se encuentra sin 
estirar cuando el elemento BD está en posición horizontal. Sin tomar en cuen
ta la fricción entre la resbaladera y la barra giu'a, y sabiendo que BC = BD =
150 mm, determine la magnitud de P para la cual 8 = 25° cuando el sistema Figura P10.28 
está en equilibrio.

Figura P10.29

10.30 En la figura se muestran dos barras AD y DG, las cuales se co
nectan entre sí mediante un pemo colocado en D y un resorte en AG. Si el 
resorte tiene longitud de 300 mm cuando se encuentra sin estirar y su cons
tante es de 5 kN/m, determine el valor de x que corresponde al equilibrio 
cuando se aplica una carga de 900 N en E.

10.31 Resuelva el problema 10.30, suponiendo que la carga de 900 N 
se aplica en C en vez de en E.

Figura P10.30
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.300 mmA  A 'mi ' ' I300 inm

'250 mm

250 N I

Figura P10.32

10.32 En el mecanismo que muestra la figura, el bloque A puede mo
verse libremente en su guía y se apoya sobre un resorte cuya constante es 
igual a 2.5 kN/m, el cual se encuentra sin deformar cuando 6 = 45°. Para la 
carga mostrada, determine el valor de 9 correspondiente a la posición de 
equilibrio.

10.33 Una fuerza vertical P de 150 Ib de magnitud se aplica en el pun
to B del mecanismo que muestra la figura. El resorte, cuya constante es igual 
a 12.5 lb/in., se encuentra sin estirar cuando AB y BC están en posición ho
rizontal. Sin tomar en cuenta el peso del mecanismo, determine el valor de 
d correspondiente a la posición de equilibrio.

Figura P10.33 y P10.34

Figura P10.35

10.34 Una fuerza vertical P se aplica en el punto B del mecanismo 
que muestra la figura. La constante del resorte es de 12.5 lb/in., y éste se en
cuentra sin estirar cuando AB v BC están en posición horizontal. Sin tomar 
en cuenta el peso del mecanismo, determine la magnitud de P para la cual 
6 = 25° cuando el mecanismo esté en su posición de equilibrio.

10.35 Una fuerza horizontal P de 40 Ib de magnitud se aplica en el 
punto C del mecanismo que muestra la figura. El resorte es de constante 
k = 9 lb/in., y se encuentra sin estirar cuando 0 = 0. Sin tomar en cuenta el 
peso del mecanismo, determine el valor de 0 correspondiente a la posición 
de equilibrio.

10.36 y 10.37 Si la constaiT^del resorte CD mostrado en cada figura 
es k v éste se encuentra sin estirar cuando 0 = 0, determine el valor de 0, 
donde 0 ^ 0 ^  90°, correspondiente a la posición de equilibrio del sistema 
para los datos indicados.

10.36 P = 150 Ib, l = 30 in., k = 40 lb/in.
10.37 P = 600 N, l = 800 mm, k = 4 kN/m



10.38 Una cuerda se enrolla alrededor del tambor A, el cual está 
conectado al elemento AB como indica la figura. El bloque D unido al es
labón CD, se puede mover libremente en su guía. Sin tomar en cuenta la 
masa de AB, y sabiendo que el resorte tiene constante de 800 N/m y se en
cuentra sin deformar cuando 0 = 0, determine el valor de 6 correspondiente 
a la posición de equilibrio cuando se aplica una fuerza descendente P. de 
480 N de magnitud, en el extremo de la cuerda.

10.39 La palanca AB mostrada en la figura está unida al eje horizon
tal BC que pasa a través del cojinete y está soldado sobre el apoyo fijo lo
calizado en C. La constante torsional del resorte del eje BC es K; esto es, se 
requiere un par de magnitud K para rotar en 1 radián el extremo B del eje. 
Si el eje no está sometido a torsión cuando la palanca AB tiene posición ho
rizontal, determine el valor de 6 correspondiente a la posición de equilibrio 
si P = 2 kN, l = 250 mm y K = 225 N • m/rad.

Problemas 577

375  mm

Figura P10.38

Figura P10.39

10.40 Resuelva el problema 10.39, suponiendo que P = 6.3 kN, 
/ = 250 mm y K = 225 N • m/rad. Obtenga respuestas en cada uno de los 
siguientes cuadrantes: 0 < 6 <  90°, 270°< 6 < 360° y 360° <  6 < 450°.

10.41 La posición de la manivela BCD se controla por medio del cilin
dro hidráulico AB como indica la figura. Para la carga mostrada, determine 
la fuerza ejercida por el cilindro hidráulico sobre el pasador B cuando 
6 = 60°.

Figura P10.43

10.42 La posición de la manivela BCD se controla por medio del cilin
dro hidráulico AB como indica la figura. Sabiendo que en la posición mostrada 
el cilindro hidráulico ejerce una fuerza de 105 lb sobre el pasador B, deter
mine el valor del ángulo 0.

10.43 U na cuerda se enrolla alrededor de un tambor de radio a, el 
cual está atornillado en A como indica la figura. El resorte, cuya constante 
es igual a 15 lb/in., se encuentra sin estirar cuando 6 = 0. Si a = 7.5 in. y sin 
tomar en cuenta el peso del tambor, determine el valor de 8 correspondiente 
a la posición de equilibrio cuando se aplica una fuerza descendente P, de 12 
lb de magnitud, en el extremo de la cuerda.

10.44 Para el mecanismo que muestra la figura, determine la fuerza 
P requerida para mantener el equilibrio cuando M = 320 lb • in.

Figura P10.41 y P10.42



10.45 La posición del elemento ABC se controla mediante un cilin
dro hidráulico CD. Para la carga mostrada, determine la fuerza que ejerce 
el cilindro sobre el pemo C cuando 6 = 60°.

10.46 El brazo de extensión telescópica ABC es utilizado para levan
tar una plataforma con trabajadores de la construcción. El peso conjunto de 
los trabajadores y la plataforma es de 500 Ib, y su centro de gravedad com
binado se localiza directamente por encima de C. Para la posición en que
0 = 20°, determine la fuerza ejercida sobre el pasador B por el cilindro 
hidráulico único BD.

Figura P10.46

10.47 Un bloque de peso W se jala mediante una fuerza P dirigida 
hacia arriba de un plano inclinado a un ángulo a  respecto a la horizontal. Si 
fi es el coeficiente de fricción entre el bloque y el plano, encuentre una ex
presión para la eficiencia mecánica del sistema. También, demuestre que la 
eficiencia mecánica no puede ser mayor a | si se desea que el bloque per
manezca en su lugar al retirar la fuerza P.

10.48 Si el coeficiente de fricción estática entre el collarín C y la barra 
vertical se denota mediante ¡X,, encuentre una expresión para determinar la 
magnitud máxima del par M con el cual se mantiene el equilibrio del sistema 
en la posición mostrada en la figura. Explique lo que sucedería si ¡jlx s -  tan 6 .

10.49 Si el coeficiente de fricción estática entre el collarín C y la barra 
vertical es de 0.30, determine las magnitudes máxima y mínima del par M 
necesario para mantener al sistema equilibrado en la posición que muestra 
la figura cuando 6 = 35°, I = 500 mm y P = 4(X) N.



10.50 Si el coeficiente de fricción estática entre el bloque unido a la 
barra ACE y la superficie horizontal que muestra la figura se denota median
te /xs, encuentre expresiones en términos de P, fis y 9 para determinar las 
magnitudes máxima y mínima de la fuerza Q requerida para mantener al sis
tema en equilibrio.

10.51 Si el coeficiente de fricción estática entre el bloque unido a la ba
rra ACE y la superficie horizontal que muestra la figura es de 0.15, determine 
las magnitudes máxima y mínima de la fuerza Q requerida a fin de que el sis
tema se mantenga en equilibrio cuando 0 = 30°, / = 200 mm v P = 40 N.

10.52 Encuentre una expresión para detenninar la eficiencia mecáni
ca del gato analizado en la sección 8.6. Demuestre que si el gato debe ser 
autobloqueante, la eficiencia mecánica no puede exceder de '2.

10.53 Utilice el método del trabajo virtual y determine por separado la 
fuer/a y el par que representan la reacción en el apoyo A de la viga mostrada 
en la figura.

Problemas

300 mm 300 mm 
\  /, 240 N

■ 1050 mm ■ 

Figura P10.53 y P10.54
600 mm

10.54 Utilice el método del trabajo virtual y determine la reacción en 
el punto D de la viga que muestra la figura.

10.55 En referencia al problema 10.41, y con el valor encontrado para 
la fuerza ejercida por el cilindro hidráulico AB, determine el cambio re
querido en la longitud de AB para elevar en 1.2 in. la carga de 120 Ib.

10.56 En referencia al problema 10.46, y con el valor encontrado para 
la fuerza ejercida por el cilindro hidráulico BD, determine el cambio requerido 
en la longitud de BD para elevar en 2.5 in. la plataforma que se une en C.

10.57 Para la armadura mostrada en la figura, determine el movimien
to vertical del nudo C si la longitud del elemento FG se incrementa en 30 
mm. (Sugerencia: Aplique una carga vertical en el nudo C y, empleando los 
métodos del capítulo 6, determine la fuerza ejercida por el elemento FG so
bre los nudos F v G. Después, aplique el método del trabajo virtual para un 
desplazamiento virtual equivalente al incremento en la longitud del elemen
to FG. Este método debe usarse únicamente cuando se tienen cambios pe
queños en la longitud de los elementos.)

Figura P10.57 y P10.58

Figura P10.50 y P10.51
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10.58 Para la armadura que muestra la figura, determine el movimien
to horizontal del nudo C cuando la longitud del elemento FG se incremen
ta en 30 mm. (Vea la sugerencia del problema 10.57.)



580 Método del trabajo virtual *10.6. TRABAJO DE UNA FUERZA DURANTE 
UN DESPLAZAMIENTO FINITO

Considere una fuerza F  que actúa sobre una partícula. El trabajo de F 
correspondiente a un desplazamiento infinitesimal dr  de la partícula se 
definió en la sección 10.2 como

dU  = F  • dr (10.1)

El trabajo de F  correspondiente a un desplazamiento finito de la partícu
la desde Ai hasta Az (figura 10.10a) se denota con L7! _ 2 y se obtiene inte
grando la ecuación (10.1) a lo largo de la curva que sigue la parricida:

1 7 ,^ 2 =  p F - d r  (10.11)
JA1

Con la expresión alternativa

dU = F ds cos a (10.1')

dada en la sección 10.2 para el trabajo elemental dU, también es posi
ble expresar el trabajo Ur_̂ 2 como

f*2L71_ 2 =  J (F eos a) ds (10.11' )

F  cos a

b)

donde la variable de integración s mide la distancia recorrida por la 
partícula a lo largo de su trayectoria. También el trabajo l/i_»2 está re
presentado por el área bajo la curva que se obtiene al graficar F  cos a  
contra s (figura lO.lOfo). En el caso de que la magnitud de la fuerza F 
que actúa en dirección del movimiento es constante, entonces de la 
fórmula (10.11') se obtiene que = F(s2 ~ s¡).

Si se recuerda la sección 10.2, el trabajo de un par de momento 
M que se genera durante una rotación infinitesimal dd de un cuerpo 
rígido es

dU = M d6  (10.2)

entonces el trabajo de un par durante una rotación finita del cuerpo 
puede expresarse como:

U f•'fl. M  de (10.12)

En el caso de un par de magnitud constante, de la fórmula (10.12) se 
obtiene:

l 7í_ 2 =  me  2 -  #i)



Trabajo de un peso. En la sección 10.2 se estableció que el tra- 10-6- Trabajo de una fuerza durante un1 desplazamiento finitobajo de un peso W  de un cuerpo durante un desplazamiento infinite
simal de éste es igual al producto de W  y el desplazamiento vertical 
del centro de gravedad del cuerpo. Si el eje y se dirige hacia arriba, 
entonces el trabajo de W  realizado durante un desplazamiento finito 
del cuerpo (figura 10.11) se obtiene escribiendo

dU  = - W  dy

Integrando desde Ax hasta A2, se tiene
ry 2

Ui-*s = “ I W dy = Wyi -  Wy2 (10.13)
f/i

o
I7i_:2 = -  W(y2 -  y^  = - W  Ay (10.13')

donde Ay representa el desplazamiento vertical desde Aj hasta A2. Por 
tanto, el trabajo del peso W  es igual al producto de W y el desplazamiento 
vertical del centro de gravedad del cuerpo. Note que el trabajo es positivo 
cuando Ay <  0, esto es, cuando el cuerpo se mueve hacia abajo.

Trabajo de la fuerza ejercida por un resorte. Considere un 
cuerpo A unido a un punto fijo B por medio de un resorte; se supone 
que el resorte está sin estirar cuando el cuerpo está en A0 (figura 10.12a).
La evidencia experimental muestra que la magnitud de la fuerza F ejer
cida por el resorte sobre el cuerpo A es directamente proporcional a la 
deflexión x del resorte, medida a partir dc la posición A0. Esto es:

F = kx (10.14)

donde k es la constante del resorte expresada en N/m si se usan unida
des del SI y en lb/ft o lb/in. si se utilizan las unidades de uso común 
en Estados Unidos. El trabajo de la fuerza F ejercida por el resorte 
durante un desplazamiento finito del cuerpo desde A\(x = xx) hasta 
A2.(x = x2) se obtiene escribiendo

dU  = —F dx = —kx dx

t/i_2  = ~ í  kx dx = jkx*  — |kx2 (10.15)
*i

Se debe tener cuidado de expresar a k y x en unidades consistentes.
Por ejemplo, si se emplean las unidades de uso común en Estados Uni
dos, entonces k debe expresarse en lb/ft y x en pies o k  en  lb/in. y x en 
pulgadas; en el primer caso, el trabajo se obtiene en ft • Ib y en el se
gundo en in. • Ib. Además, note que el trabajo de la fuerza F  ejercida 
por el resorte sobre el cuerpo es positivo cuando x2 <  Xj, esto es, cuan
do el resorte está regresando a su posición sin estirar.

Como la ecuación (10.14) representa la ecuación de una línea recta 
que pasa por el origen con una pendiente k, el trabajo Ui_>2 de F du
rante el desplazamiento desde A\ hasta A2 se puede obtener al evaluar 
el área bajo la curva del trapezoide mostrado en la figura 10.12b. Esto 
puede hacerse al calcular los valores de F| y F2 y multiplicando la base 
Ax del trapezoide por su altura media |(Fi + F2). Como el trabajo de 
la fuerza F ejercida por el resorte es positivo para un valor negativo de 
Ax entonces, se puede escribir

l/ j_2 = ~ Í(F , + F2) Ax (10.16)

La fórmula (10.16) es usualmente más útil que la fórmula (10.15), de
bido a que en ésta se reducen las posibilidades de confundir las uni
dades involucradas. Figura 10.12

Figura 10.11

|----Ax—

b)

Resorte sin deformar

B Í V V \ 4 V V v
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t r

Figura 10.11 (repetida)

Resorte sin deformar

Figura 10.12a (repetida)

Considere otra vez el cuerpo de la figura 10. 11, en donde se observa con 
base en la ecuación (10.13) que el trabajo del peso W durante un desplaza
miento finito se obtiene al restar el valor de la función Wy correspondiente 
a la segunda posición del cuerpo de su valor correspondiente a la primera 
posición. Por tanto, el trabajo de W es independiente de la trayectoria que 
se siga; esto es, sólo depende de los valores iniciales y finales de la función 
Wy. A esta función se le llama energía potencial del cuerpo con respecto a 
la fuerza de gravedad W v se le representa con Por tanto, se escribe

L7, _ 2 = (Vg)i -  (Vg)2 con Vg = Wy (10.17)

Note que si (VK)2 >  (Vg)i> esto es, si la energía potencial se incrementa 
durante el desplazamiento (como sucede en el caso considerado aquí), 
el trabajo Ui_ 2 es negativo. Por otra parte, si el trabajo de W es positi
vo, la energía potencial disminuye. Por tanto, la energía potencial V¡, del 
cuerpo proporciona una medida del trabajo que puede ser realizado por 
su peso W. Como en la fórmula (10.17) sólo se involucran los cambios 
en la energía potencial v no el valor real de V„, entonces se puede agre
gar una constante arbitraria a la expresión obtenida para Vg. En otras pa
labras, el nivel de referencia a partir del cual se mide la elevación y se 
puede seleccionar arbitrariamente. Nótese que la energía potencial es
tá expresada en las mismas unidades que el trabajo, es decir, en joules 
(J) si se usan unidades del SI* y en ft • lb o en in. ■ lb si se utilizan las uni
dades de uso común en Estados Unidos.

Considere ahora el cuerpo mostrado en la figura 10.12a; se nota con 
base en la ecuación (10.15) que el trabajo de la fuerza elástica F  se ob
tiene al restar el valor de la función Ikx2 correspondiente a la segunda 
posición del cuerpo del valor correspondiente a la primera posición del 
mismo. Esta función se representa con Ve y se le llama energía poten
cial del cuerpo con respecto a la fuerza elástica F. Por tanto, se escribe

U^ 2  =  (V J j -  (Ve)z con Ve =  (10.18)
y se observa que durante el desplazamiento considerado, el trabajo de 
la fuerza F  ejercida por el resorte sobre el cuerpo es negativo y por tan
to la energía potencial Ve se incrementa. Note que la expresión que se 
obtuvo para Ve es válida sólo si la elongación del resorte se mide a par
tir de la posición sin deformar del mismo.

El concepto de energía potencial se puede extender a otros tipos 
de fuerzas diferentes a las gravitatorias y elásticas aquí consideradas. 
Este sigue siendo válido mientras el trabajo elemental dU  de las fuer
zas bajo consideración sea una diferencial exacta. Por tanto, es posible 
encontrar una función V, llamada energía potencial, tal que

dU =  -dV (10.19)

Integrando la ecuación (10.19) sobre un desplazamiento finito, se ob
tiene la fórmula general

u 1 - 2  =  V i -  v 2 (10.20)

la cual expresa que el trabajo de la fuerza es independiente de la trayec
toria seguida y es igual al valor negativo del cambio en energía poten
cial. Una fuerza que satisface la ecuación (10.20) se dice que es unafuer-
za conservativa.

'Véase la nota al p ie de la página 561 de este capítulo.

'E n  la sección 13.7 de Dinámica se presenta tina exposición detallada de las fuerzas con 

serva tivas.



La aplicación del principio del trabajo virtual se simplifica en forma con
siderable cuando se conoce la energía potencial del sistema. En el ca
so de un desplazamiento virtual, la fórmula (10.19) se transforma en 
SU = — 8V. Además, si la posición del sistema está definida por una so
la variable independiente 6, entonces se puede escribir que 8V = (c/V/ 
dd) 86. Como 86 debe ser diferente a cero, la condición 8U = 0 para 
que el sistema se conserve en equilibrio ahora se transforma en

*10.8. ENERGIA POTENCIAL Y EQUILIBRIO 10.8. Energía potencial y equilibrio 583

dy_
(16

= 0 ( 10.21)

Por tanto, en términos de la energía potencial, el principio del trabajo 
virtual establece que si un sistema está en equilibrio, la derivada de su 
energía potencial total es cero. Si la posición del sistema depende de di
versas variables independientes (esto es, si el sistema tiene varios gra
dos de libertad), las derivadas parciales de V con respecto a cada una 
de las variables independientes debe ser cero.

Por ejemplo, considere una estructura hecha de dos elementos AC 
y CB que sostiene una carga W  en C. La estructura se sostiene median
te un pemo en A y un rodillo en B y un resorte BD une B al punto fi
jo D (figura 10.13a). El resorte tiene una constante k  y se supone que 
su longitud natural es igual a AD y, por tanto, el resorte está sin estirar 
cuando B coincide con A. Sin tomar en cuenta las fuerzas de fricción y 
el peso de los elementos, se encuentra que las únicas fuerzas que rea
lizan trabajo durante un desplazamiento de la armadura son el peso W 
y la fuerza F  ejercida por el resorte en el punto B (figura 10.1.%). De 
esta manera, la energía potencial total del sistema se obtiene al sumar 
la energía potencial V„ correspondiente a la fuerza dc gravedad W y la 
energía potencial Ve correspondiente a la fuerza elástica F.

Al seleccionar un sistema dc ejes coordenados con origen en A y 
observar que la elongación del resorte medida a partir de su posición 
sin estirar es AB = xB, se escribe

V, = ¡kx2B Vg = Wtjc

Expresando las coordenadas x¡¡ y yc; en términos del ángulo 6, se tiene

xB = 2l sen 6 yc  = l eos 6
Ve =  jk ( 21 sen 6)2 Vg = W(l eos 6)
v = ve + víí = 2kl2 sen2 6 + Wl eos 6 (10.22)

Las posiciones de equilibrio del sistema se obtienen igualando a cero la 
derivada de la energía potencial V. Por tanto, se escribe

d v
—r~ = 4kl2 sen 6 eos 6 — Wl sen 0 = 0 
d6

o bien, factorizando l sen 6, 

dV
—r~ = l sen 6(4kl eos 6 — W) = 0 
(16

Así, hay dos posiciones de equilibrio que corresponden, respectiva
mente, a los valores de 6 = 0 y 6 =  eos-1 (W /4kl).j

a)

c.

Figura 10.13

1 La segunda posición no existe si VV7 > 4kl.
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B

a) Equilibrio estable 

Figura 10.14

Considere las tres barras uniformes dc longitud 2a y peso W mostra
das en la figura 10.14. Aunque cada una de ellas está en equilibrio, 
existe una diferencia importante entre estos tres casos. Suponga que 
se perturba ligeramente la posición de equilibrio de cada una de es
tas barras y después se les deja libres: la barra a regresará a su posi
ción original, la barra b se mantendrá alejándose cada vez más de su 
posición inicial mientras que la barra c  permanecerá en su nueva po
sición. En el caso a se dice que el equilibrio de la barra es estable; en 
el caso b que es inestable, mientras que en el caso c es neutro.

A

c) Equilibrio neutrob ) Equilibrio inestable

Recuerde de la sección 10.7 que la energía potencial Vg con res
pecto a la gravedad es Wy, en donde y es la elevación del punto de 
aplicación de W medida a partir de un nivel arbitrario de referencia, 
se puede observar que la energía potencial de la barra de la figura 
10.14a es mínima en la posición de equilibrio considerada mientras 
que en el caso de la barra de la figura 10.14/; la energía potencial es 
máxima. En cambio, en la barra de la figura 10.14c la energía poten
cial permanece constante. Por tanto, el equilibrio es estable, inestable
o neutro, lo cual depende de si la energía potencial tiene un valor mí
nimo, máximo o constante (figura 10.15).

Como el resultado anterior es muy general, se le puede ver de la 
siguiente manera: primero, se puede observar que una fuerza siem
pre tiende a realizar trabajo positivo y por tanto, reduce la energía po
tencial del sistema al cual se aplica. Entonces, cuando un sistema es 
perturbado de su posición de equilibrio, las fuerzas que actúan sobre 
él tienden a restaurarlo a su posición original si V es mínima (figura 
10.15a) o tiende a moverlo lejos de dicha posición si V es máxima 
(figura 10.5/j). Pero si V es constante (figura 10.15c), entonces las fuer
zas no tienden a mover al sistema en ninguna forma posible.

Recuerde del cálculo diferencial que una función es mínima o 
máxima dependiendo de que su segunda derivada sea positiva o nega
tiva; en resumen, se puede decir (pie las condiciones de equilibrio 
para un sistema con un grado de libertad (es decir, la posición del sis-



tema queda definida en todo instante por una sola variable indepen
diente 6) son las siguientes:
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dV n d2V n 
—  =  0 >  0: equilibrio estable
Jf.í*. :i:; t.¿j*.: :!!: rí:;r — r  vit -:r *.

dv n d2V n
—j — =  0  - ^ 2" <  equilibrio inestable

(10.23)

a) Equilibrio estable

V

e
h) Equilibrio inestable 

Figura 10.15

c) Equilibrio neutro

Si la primera y la segunda derivadas de V son cero, será necesario 
analizar las derivadas de orden superior para determinar si el equili
brio es estable, inestable o neutro. El equilibrio es neutro si todas las 
derivadas son cero, puesto que en este caso la energía potencial V es 
constante. El equilibrio es estable si la primera derivada que se tiene 
un valor diferente de cero es de orden par y positiva. En todos los de
más casos, el equilibrio es inestable.

Si el sistema en estudio tiene varios grados de libertad, entonces 
la energía potencial V depende de diversas variables, por esta razón es 
necesario recurrir a la aplicación de la teoría para este tipo de funcio
nes y determinar si V es mínima. Se puede demostrar que un sistema 
con 2 grados de libertad es estable y que la energía potencial corres
pondiente V(0j, 62) es mínima siempre y cuando se cumplan de ma
nera simultánea las siguientes relaciones:

dV 
38 x

d2V \2/ d~v V

U fll *02/
d2V n 
^ f > 0

^  = 0 

d2V d2V
’ ae\ set 

f v  
°  ee¡

< 0

> 0

(10.24)



—V

W -  mt>

Resorte sin 
deformar F = fes

PRO BLEM A RESUELTO 10.4

Un bloque de 10 kg se fija al borde de un disco de 300 inm de radio, como 
se muestra en la figura. Si se sabe que el resorte BC está sin estirar cuando
0 = 0, determine la posición o posiciones de equilibrio del sistema y es
tablezca, en cada caso, si el equilibrio es estable, inestable o neutro.

SOLUCIÓN

Energía potencial. Represente con s la elongación del resorte, me
dida a partir de su posición sin deformar y ubique el origen de un sistema 
de coordenadas en O, se obtendrá

V(, = iks2 ve = Wy =
Midiendo 0 en radianes, se tiene

s = aO y = b eos 0

Al sustituir los valores de s y y en las expresiones de Vc. y V„ se escribe

Vc = \ka262 Vg = mgb eos 0 
V = Ve + Vg = ka2d2 + mgb eos 6

Posiciones de equilibrio. Si se establece dV/dd = 0, se escribe

dV
de = ka2e  — mgb sen 0 = 0

ka2 „ sen 0 = ----7- 0
mgb

Sustituya a = 0.08 rrt, b = 0.3 m, k = 4 kN/m y m - 10 kg, se obtiene

(4 kN/in)(0.08 m)2
sen 0 (10 kg)(9.81 m/s2)(0.3 m) 
sen 0 = 0.8699 0

9

donde 0 está expresada en radianes. Si busca numéricamente el valor de 0, 
se encuentra

0 =  0
0 =  0

Estabilidad del equilibrio. La segunda derivada de la energía po
tencial V con respecto a 0 es

cfV  . 2= ka — mgb eos 0

= (4 kN/m)(0.08 m)2 -  (10 kg)(9.81 m/s2)(0.3 m) eos 0 
= 25.6 — 29.43 eos 0

Para 0 = 0:
d2V
de2 25.6 -  29.43 eos 0 = -3.83 <  0

El equilibrio es inestable para 0 0

Para 0 = 51.7°:
cPV
déa = 25.6 -  29.43 eos 51.7° = +7.36 > 0

El equilibrio es estable para 0 = 51."i

y 0 = 0.902 rad 
y 0 = 51.7° <

mm
•V«:"■:r̂ -
m u

m i
m
111fi!
m

¡ágiló:;-;



R E S O L U C I Ó N  DE P R O B L E M A S  
EN F O R M A  I N D E P E N D I E N T E

En esta lección se definió el trabajo que realiza una fuerza durante un desplazamiento finito 
y la energía potencial de un cuerpo rígido o un sistema de cuerpos rígidos. Se aprendió cómo 
utilizar el concepto de energía potencial para determinar la posición de equilibrio de un 
cuerpo rígido o sistema de cuerpos rígidos.

1. La energía potencial V de un sistema es la suma de energías potenciales asociadas 
con las diversas fuerzas que actúan sobre el mismo y que realizan trabajo conforme dicho 
sistema se mueve. En los problemas de esta sección se deberá determinar lo siguiente:

a) Jm energía potencial de un peso. Ésta es la energía potencial debida a la gravedad, 
Vg = Wy, donde y es la elevación del peso W medida desde un nivel arbitrario de referen
cia. Note que la energía potencial Vg puede usarse con cualquier fuerza vertical P de mag
nitud constante y dirigida hacia abajo; por tanto, se escribe que Vg = Ptj.

b ) Energía potencial de un resorte. Ésta es la energía potencial Ve = \kx2, debida 
a las fuerzas elásticas ejercidas por un resorte, en donde k es la constante del resorte y x es 
la deformación del resorte medida desde su posición sin estirar.

Las reacciones en apoyos fijos, las fuerzas intentas en las uniones, las fuerzas ejercidas por 
cables y cuerdas inextensibles y otras fuerzas que 110 realizan trabajo no hacen ninguna con
tribución a la energía potencial del sistema.

2. Se deben expresar todas las distancias y los ángulos en términos de una sola va
riable, como el ángulo 9, cuando se esté calculando la energía potencial V del sistema. Es
to es necesario porque para poder determinar la posición dc equilibrio del sistema se re
quiere calcular la derivada dV/dtí.

3. Cuando un sistema está en equilibrio, la primera derivada de la energía po
tencial es cero. Por tanto:

a) Para determinar la posición de equilibrio de un sistema, después de que la ener
gía potencial V haya sido expresada en función de una sola variable 9, se debe calcular su de
rivada y después resolver la ecuación resultante dV/d9 = 0 para determinar el valor de 9.

b) Para determinar la fuerza o par requerido para mantener al sistema en una 
posición dada de equilibrio, se debe sustituir el valor conocido de 6 en la ecuación de 
dV/dd = 0 y obtener la solución de ésta para poder determinar los valores deseados de 
fuerza o par.

4. Estabilidad del equilibrio. Por lo general se deben aplicar las siguientes reglas:
a) El equilibrio estable ocurre cuando la energía potencial del sistema es mínima, 

esto es, cuando ¿tV/dd = 0 y d2V/d02 >  0 (figuras 10.14a y 10.15a).
b) El equilibrio inestable ocurre cuando la energía potencial del sistema es máxima, 

esto es, cuando dV/d8 = 0 y d2V/dd2 <  0 (figuras 10.14/; y 10.15&).
c) El equilibrio neutro ocurre cuando la energía potencial del sistema es constante, 

por tanto, dV/dO, dV^/dd2, así como todas las derivadas sucesivas de V son iguales a cero 
(figuras 10.14c y 10.15c).

Véase la página 585 para una exposición del caso cuando se tiene dV/d9 y dV2/d92, pero 
no todas las derivadas sucesivas de V son iguales a cero.



10.59 U se el método de la sección 10.8 para resolver el problema 10.30.

10.60 Use el método de la sección 10.8 para resolver el problema 10.31.

10.61 Use el método de la sección 10.8 para resolver el problema 10.32.

10.62 Use el método de la sección 10.8 para resolver el problema 10.33.

10.63 Use el método de la sección 10.8 para resolver el problema 10.34.

10.64 Useel método de la sección 10.8 para resolver el problema 10.36.

10.65 Use el método de la sección 10.8 para resolver el problema 10.37.

10.66 Use el método de la sección 10.8 para resolver el problema 10.38.

10.67 Demuestre que en el problema 10.1 el equilibrio es neutro.

10.68 Demuestre que en el problema 10.2 el equilibrio es neutro.

10.69 Dos barras uniformes, cada una de masa m, están unidas a los 
engranes de radio idéntico mostrados en la figura. Determine las posiciones 
de equilibrio del sistema, y establezca en cada caso si el equilibrio es esta
ble, inestable o neutro.

10.70 Dos barras uniformes, AB y CD, están unidas a los engranes de 
radio idéntico mostrados en la figura. Si mAB = 300 g y mCD = 500 g, de
termine las posiciones de equilibrio del sistema, y establezca en cada caso si 
el equilibrio es estable, inestable o neutro.

Figura P10.69 y P10.70



10.71 Dos barras uniformes idénticas, cada una de peso W y  longitud Problemas 589
L. están unidas a las poleas que se conectan por medio de una banda como 
indica la figura. Si no existe deslizamiento entre la banda v las poleas, deter
mine las posiciones de equilibrio del sistema, y establezca en cada caso si el 
equilibrio es estable, inestable o neutro.

Figura P10.71

10.72 Dos barras uniformes, cada una de masa m y longitud I. están 
unidas a los engranes mostrados en la figura. Para el rango de valores de 0 £  
6 £  180°, determine las posiciones de equilibrio del sistema, y establezca en 
cada caso si el equilibrio es estable, inestable o neutro.

D

Figura P10.72

10.73 Con el método dc la sección 10.8, resuelva el problema 10.39 y 
determine si el equilibrio es estable, inestable o neutro. (Sugerencia: La ener
gía potencial correspondiente al par ejercido por un resorte de torsión es jKti~, 
donde K es la constante torsional del resorte y 6 el ángulo de torsión.)

10.74 En el problema 10.40, determine para cada una de las posi
ciones de equilibrio si éste es estable, inestable o neutro. (Vea la sugerencia 
del problema 10.73.)

10.75 El ángulo 6 es igual a 43° después que un bloque de masa W 
se cuelga del elemento AB, como indica la figura. Si el resorte está sin esti
rar cuando ti = 20°, y sin tomar en cuenta el peso de AB, determine el valor 
de W y establezca si el equilibrio es estable, inestable o neutro.

10.76 Un bloque de peso W se cuelga del elemento AB, como indica 
la figura. Si el resorte está sin estirar cuando 6 = 20°, y sin tomar en cuen
ta el peso de AB, determine el valor de d correspondiente a la posición de 
equilibrio cuando W = 6.6 lb. Establezca si el equilibrio es estable, inesta
ble o neutro. Figura P10.75 y P10.76



590 Método del trabajo virtual 10.77 Una barra delgada AB, de peso insignificante, está unida a dos
bloques de 10 Ib A y B que pueden moverse libremente en las guías mostra-

^ _ das en la figura. Si la constante de los resortes es de 1 lb/in., y la longitud
sin estirar de cada resorte es de 7.5 in., determine el valor de x correspon- 

" r H diente a la posición de equilibrio.
IA

10.78 Una barra delgada AB, de masa m, está unida a dos bloques A y 
B que pueden moverse libremente en las guías mostradas en la figura. Si el re
sorte está sin estirar cuando y = 0, determíne el valor de y correspondiente a 
la posición de equilibrio cuando m = 12 kg, l = 750 mm y k = 900 N/m.

fí
20 in.

. on í».

Figura P10.77

Figura P10.78

10.79 La constante del resorte AB es k, y éste se encuentra sin esti
rar cuando 6 = 0. a) Sin tomar en cuenta el peso del brazo rígido BCD, en
cuentre una ecuación en términos de 0, k, a, l y W que se cumpla cuando el 
brazo esté en posición de equilibrio, h) Determine tres valores de 0 que co
rrespondan al equilibrio cuando k = 75 lb/in., a = 10 in., / = 15in.yW = 100 
Ib. Establezca en cada caso si el equilibrio es estable, inestable o neutro.

10.80 Un resorte AB de constante igual a 2 kN/m está unido a dos 
tambores idénticos como indica la figura. Si el resorte está sin estirar cuan
do 6 = 0, determine a) el rango de valores de la masa m del bloque para los 
cuales existe una posición de equilibrio, b) el rango de valores de 9 para 
los cuales el equilibrio es estable.

Figura P10.79

Figura P10.80 y P10.81

10.81 Un resorte AB de constante igual a 2 kN/m está unido a dos 
tambores idénticos como indica la figura. Si el resorte se encuentra sin esti
rar cuando 6 = 0 y m = 20 kg, determine los valores de 9 menores a 180° 
que corresponden a posiciones de equilibrio, y establezca en cada caso si és
te es estable, inestable o neutro.

10.82 La barra ABC está unida a los collarines A y B los cuales se 
pueden mover libremente en las barras que muestra la figura. El resorte, 
cuya constante es k, se encuentra sin estirar cuando 0 = 0. a) Sin tomar en 
cuenta la masa de la barra ABC, encuentre una ecuación en términos de 9. 
m, g, k y / que se satisfaga cuando la barra ABC esté en posición de equi
librio. h) Determine el valor de 6 correspondiente al equilibrio cuando m = 5

Figura P10.82 kg, k = 800 N/m y l = 250 mm, y asegúrese de que el equilibrio sea estable.



10.83 Una barra delgada AB de masa insignificante está unida a dos 
collarines Ay B que se pueden mover libremente a lo largo de las barras guía 
mostradas en la figura. Si jS = 30° y P = Q — 400 N, determine el valor del 
ángulo 9 correspondiente a la posición dc equilibrio.

Figura P10.83 y P10.84

10.84 Una barra delgada AB de masa insignificante está unida a dos 
collarines A y B que se pueden mover libremente a lo largo de las barras guía 
mostradas en la figura. Si p = 30°, P = 100 N y Q = 25 N, determine el valor 
del ángulo 9 correspondiente a la posición de equilibrio.

10.85 En la figura se muestra un bloque D de 25 lb que puede des
lizarse libremente sobre la superficie inclinada. Si la constante del resorte es 
de 2.5 lb/in. y el resorte se encuentra sin estirar cuando 9 = 0, determine el 
valor de 9 correspondiente a la posición de equilibrio.

10.86 En la figura se muestra un cable AB que está unido a dos re
sortes y pasa por un aro en el punto C. Si los resortes se encuentran sin es
tirar cuando;/ = 0, determine la distancia y correspondiente a la posición de 
equilibrio.

10.87 y 10.88 En la figura se muestra el collarín A que puede 
deslizarse libremente en la barra semicircular. Si la constante del resorte es 
k y la longitud sin estirar del resorte es igual al radio r, determine el valor 
de 6 correspondiente a la posición de equilibrio cuando m = 20 kg, r = 180 
mm y k = 3 kN/m.

16 in.

2 in

Figura P10.85

A' i

i:, = 6 lb/in. j:

Figura P10.86

Figura P10.87 Figura P10.88



10.89 En la figura se muestra una barra AB unida a una articulación 
colocada en A y a dos resortes, cada uno de constante k. Si h = 50 in., d = 24 
in. y W - 160 lb, determine el rango de valores de k para los cuales la ba
rra está en equilibrio estable en la posición mostrada por la figura. Cada re
sorte puede actuar tanto en tensión corno en compresión.

10.90 En la figura se muestra una barra AB unida a una articulación 
en A y a dos resortes, cada uno de constante k. Si h = 30 in., k = 4 lb/in. y 
VV = 40 lb, determine la distancia mínima d para que la barra esté en equi
librio estable en la posición mostrada por la figura. Cada resorte puede ac
tuar tanto en tensión como en compresión.

10.91 Una placa uniforme ABCD de masa insignificante está unida a 
cuatro resortes de constante k y se encuentra en equilibrio en la posición que 
indica la figura. Si los resortes pueden actuar ya sea en tensión o compre
sión y se encuentran sin deformar en la posición mostrada, determine el rango 
de valores de la magnitud P de las dos fuerzas horizontales iguales y opues
tas, P y -P, requeridas para que el sistema esté en equilibrio estable.

10.92 y 10.93 Dos barras están unidas a un resorte de constante k, 
el cual se encuentra sin estirar cuando las barras están en posición vertical. 
Determine el rango de valores de P para los cuales el sistema tiene equili
brio estable en la posición que muestra cada figura.

10.94 En la figura se muestra una barra AC unida a una articulación 
puesta en A y a un resorte de constante k, el cual se encuentra sin deformar 
cuando la barra está en posición vertical. Si el resorte puede actuar ya sea 
en tensión o en compresión, determine el rango de valores de P requeridos 
para que el sistema esté en equilibrio estable en la posición mostrada.



1,0.95 Las barras BC y EF están conectadas en G por medio de un Problemas 5 9 3

pemo unido a BC que puede deslizarse libremente en una ranura hecha 
en EF. Determine la masa mínima ni| necesaria para que el sistema esté en 
equilibrio estable en la posición mostrada.

10.96 En la figura se muestra una barra horizontal BEH conectada al 
collarín E ya  las barras verticales AC y GL El collarín puede deslizarse li
bremente en la barra ÜF. Determine el rango de valores de Q para los cua
les el sistema está en equilibrio estable en la posición mostrada cuando 
a = 480 mm, b -- 400 mm y P = 600 N.

*10.97 Las barras AB y BC, cada una de longitud l y peso insignifi
cante, que muestra la figura están unidas a dos resortes de constante k. El 
sistema está en equilibrio y los resortes se encuentran sin deformar cuando 
Ó, = 02 ~ 0. Determine el rango de valores de P para los cuales la posición 
de equilibrio del sistema es estable.

*10.98 Resuelva el problema 10.97 si l = 400 mm y k = 1.25 kN/m.

*10.99 En la figura se muestra una barra ABC de longitud 2a y masa 
insignificante, la barra está articidada en C a un tambor de radio a. Si la cons
tante de cada resorte es k y los resortes se encuentran sin deformar cuando
0i = = 0, determine el rango de valores de P para los cuales la posición 
de equilibrio en 0! = 02 = 0 es estable.

*10.100 Resuelva el problema 10.99 si k =  2 kN/m y a =  350 mm.

Figura P10.96

Figura P10.99



R E P A S Q  Y R E S U M E N 
D E L  C A P Í T U L O  10

Trabajo de una fuerza

Desplazamiento virtual

Principio del trabajo virtual

Figura 10.17

La primera parte de este capítulo se dedicó al estucho del principio 
del trabajo virtud  y  a su aplicación enlasolución de problemasde equi
librio. Primero se definió el trabajo de una fuerza  F  correspondiente 
a un desplazamiento pequeño dr [sección 10.2] como la cantidad

d ü  = F - d r  (10.1)

la cual se obtiene al realizar el producto escalar de la fuerza F  y el 
desplazamiento d r  (figura 10.16). Si se representa con F y ds, res
pectivamente, las magnitudes de la fuerza y el desplazamiento y 
con a  el ángulo que forman F  y dr, se puede escribir

SI

dU =  F  ds eos a  (10.1')

El trabajo dU es positivo si a  <  90°, cero si a  =  90° y 
a  >  90°. También encontró que el trabajo de un par de momento 
M que actúa sobre un cuerpo rígido es

dü  *  M de  (10.2)

donde dB es un ángulo pequeño, expresado en radianes, sobre el 
que rota el cuerpo.

Cuando se consideró una partícula localizada en A y sobre la 
que actuaban varias fuerzas F j,  F 2......... F„ [sección 10.3], se su
puso que la partícula se movía hacia una posición A' (figura 10.17). 
Como en realidad el desplazamiento no ocurrió, a éste se le llamó 
desplazamiento virtual y se le representó con Sr, mientras que al 
trabajo correspondiente de las fuerzas se le llamó trabajo virtual y 
se le denotó con SU. Así se obtuvo

«17 =  F í • Sr + F 2 • Sr +  -  + F„ • Sr

El principio del trabajo virtual establece que si una partícula está 
en equilibrio, el trabajo virtual total SU de las fuerzas que actúan 
sobre las partículas es igual a cero para cualquier desplazamiento 
virtual de la partícula.

El principio del trabajo virtual puede extenderse al caso de los 
cuerpos rígidos y sistemas de cuerpos rígidos. Como este principio 
está relacionado sólo con fuerzas que realizan trabajo, la aplicación 
del mismo proporciona una alternativa útil diferente al uso de las 
ecuaciones de equilibrio para la solución de muc 
ingeniería. Dicho método es muy útil en el caso de máquinas y me
canismos que consisten en varios cuerpos rígidos conectados entre 
sí, debido a que el trabajo de las reacciones en los apoyos y el de las 
fuerzas internas en las diferentes uniones con pernos que confor
man el sistema son iguales a cero [sección 10.4; problemas resueltos 
10.1,10.2 y 10.3].

A
Figura 10.16



Sha embargo, en eí easo de máquinas reales [sección 10.5], el tra
bajo realizado por las fuerzas de fricción debe ser tomado en cuen
ta, por lo que el trabajo de salida es menor que el trabajo de entrada. 
Se definió la eficiencia mecánica de una máquina como la relación

Repaso y resumen del capítulo 10 595

v
trabajo de salida 

trabajo de entrada (10.9)

en donde se puntualizó que para una máquina ideal (sin fricción) 
T] 3  1, mientras que para una máquina real T) <  1.

En la segunda parte de este capítulo se consideró el trabajo rea
lizado p or  las fuerzas con desplazamientos finitos de sus puntos de 
aplicación. El trabajo l/i_2  de la fuerza F  corresponde a un despla
zamiento de la partícula A desde A¡ hasta A2 (figura 10.18) se obtu
vo al integrar el término del lado derecho de la ecuación (10.1) o 
(10.1') a lo largo de la curva descrita por la partícula [sección 10.6]:

ü i ^ 2 = f SF - d r  (10.11)
Ai

:.*v\ A d:'-  -i '•

t/1-2 =  f  V  eos a) ds (10.11')
S1

De manera similar, el trabajo de un par de momento M correspon
diente a una rotación finita desde 6¡ hasta 02 de un cuerpo rígido

. 'iZM

se

Ux-2 = M d e  (10.12)
Jex

■ ■ . .

El trabajo realizado p or  el peso  W  de un cuerpo en el que su 
centro de gravedad se mueve de la altura y* hasta y 2 (figura 10.19) 
se puede obtener al hacer que F  =  W y a  =  180° en la ecuación 
(10.11'):

, :■ . ;  -"1 •> i7 ^  J '  i . . .  *, f *■ ' ■ ■ ■■■

Por tanto, el trabajo de W  es positivo cuando la altura y disminuye.

Eficiencia mecánica

Trabajo de una fuerza sobre 
un desplazamiento finito

Trabajo de un peso

Figura 10.19



596 Método del trabajo virtual

Trabajo de la fuerza ejercida por un resorte 

Resorte sin deformar

h
Figura 10.20

- xa-

Energía potencial

Expresión alternativa para el principio 
del trabajo virtual

Estabilidad del equilibrio

El trabajo de la fuerza  F  ejercida por un resorte sobre un 
cuerpo A conforme el resorte se estira desde x\ hasta x2 (figura 
10.20) se obtiene al hacer F  = kx, donde k es la constante del re
sorte y a  — 180° en la ecuación (10.11'):

kx dx = \kxI -  j h tf (10.15)

Así, el trabajo F  es positivo cuando el resorte regresa a  su posición 
sin deformar.

Cuando el trabajo de la fuerza F  es independiente de la trayec
toria real que sigue la partícula entre Ax y A2, entonces se dice que 
la fuerza es conservativa y  por tanto, su trabajo realizado se ex
presa de la siguiente forma

í/i->2 = Vi -  V2 (10.20)

donde V es la energía potencial asociada con F ; Vj y V2 represen
tan, respectivamente, los valores de V en A! y A2 [sección 10.7]. 
Las energías potenciales asociadas con la fuerza de gravedad  W  y 
con la fuerza elástica F  ejercida por un resorte se expresan como

Wy =  \kx2 (10.17, 10.18)

Cuando la posición de un sistema mecánico depende sólo de 
una variable independiente 0, la energía potencial V(6) del sistema 
debe estar en función de esta variable y, por tanto, se concluye que 
SU ~  —5V = —(dV/d6) 86, con base en la ecuación (10.20). La 
condición SU =  0 requerida por el principio del trabajo virtual para 
que el sistema se conserve en equilibrio se puede sustituir por la 
condición mi

dV
de =  o (10.21)

Cuando todas las fuerzas involucradas son conservativas, es más 
conveniente utilizar la ecuación (10.21) en lugar de aplicar direc
tamente el principio del trabajo virtual [sección 10.8; problema re
suelto 10.4].

Este enfoque presenta una ventaja más, porque es posible de
terminar si el equilibrio del sistema es estable, inestable o neutro 
con base en el signo de la segunda derivada de V [sección 10.9]. 
Por otra parte, si cPV/dO2 >  0, entonces V es mínima y el equi
librio es estable; pero si d zV /d62 <  0, entonces V es máxima y el 
equilibrio es inestable. Pero si (PV/dd2 = 0, entonces es necesario 
analizar las derivadas de orden superior.



Problemas de repaso

10.101 Si la fuerza de fricción máxima ejercida sobre el corcho por la 
botella mostrada en la figura es de 300 \", determine a) la fuerza P que se 
debe aplicar al sacacorchos para abrir la botella, h) la fuer/.a máxima ejerci
da por la base del sacacorchos sobre la parte superior de la botella.

10.102 La posición de la barra ABC está controlada mediante el ci
lindro hidráulico BD mostrado en la figura. Para la carga aplicada, determi
ne la fuerza que ejerce el cilindro hidráulico sobre el pasador colocado en B 
cuando 0 = 70°.

Figura P10.101

10.103 Determine la fuerza vertical P que debe aplicarse en G para 
que el mecanismo indicado por la figura se mantenga en equilibrio.

10.104 Determine el par M que debe aplicarse en el elemento DEFG 
para que el mecanismo que indica la figura se mantenga en equilibrio.

10.105 Encuentre una expresión para determinar la magnitud del par M 
requerido para mantener el equilibrio del mecanismo que muestra la figura.

10.106 En la figura se muestran dos barras AC y CE que se conectan 
entre sí mediante un pasador colocado en C y un resorte AE. La constante 
del resorte es de 1.5 lb/in., y éste se encuentra sin estirar cuando 6 = 30°. Si 
/ = 10 in., y sin tomar en cuenta el peso de las barras, determine el valor de
0 correspondiente a la posición de equilibrio cuando P = 40 Ib.

Figura P10.103 y P10.104

Figura P10.102

Figura P10.106

597



598 Método del trabajo virtual 10.107 Para el mecanismo que muestra la figura, determine el par M 
requerido para mantener el equilibrio cuando / = 1.8 ft, = 40 Ib y 0 = 65°.

Figura P10.108

10.108 Determine la fuerza vertical P que debe aplicarse en G para 
mantener el equilibrio del mecanismo que muestra la figura.

10.109 Para la armadura mostrada en la figura, determine el movi
miento vertical del nudo D si la longitud del elemento BF se incrementa en 
75 mm. (Sugerencia: Aplique una carga vertical en el nudo D y, empleando 
los métodos del capítulo 6, determine la fuerza ejercida por el elemento BF 
sobre los nudos B y F. Después, aplique el método del trabajo virtual para 
un desplazamiento virtual equivalente al incremento habido en la longitud 
del elemento BF. Este método debe usarse únicamente cuando se tienen 
cambios pequeños en la longitud de los elementos.)

B C D

t
9 m 

1

12 m-*-

F

— 12 m-*-

c  m
•*- 12 m 12 m-*-

Figura P10.109 y P10.110

10.110 Para la armadura que muestra la figura, determine el movi
miento horizontal del nudo D si la longitud del elemento BF se incrementa 
en 75 mm. (Vea la sugerencia del problema 10.109.)

10.111 Dos barras uniformes, AB y CD, están unidas a los engranes 
de radio idéntico mostrados en la figura. Si mAB = 3.5 kg y mc/> = 1.75 kg, 
determine las posiciones de equilibrio del sistema, y establezca en cada caso 
si el equilibrio es estable, inestable o neutro.

Figura P10.111



10..112 Una barra delgada AB de masa m está unida a dos bloques A 
y B, los cuales pueden moverse libremente en las guías mostradas en la fi
gura. Si el resorte se encuentra sin estirar cuando AB está en posición hori
zontal, determine tres valores de 6 correspondientes a la posición de equili
brio cuando m = 125 kg, / = 320 mm yk  = 15 kN/m. En cada caso establezca 
si el equilibrio es estable, inestable o neutro.

Problemas de computadora

Problemas de computadora 599  

R

Figura P10.112

10.C1 Si para el sistema mostrado en la figura a = 20 in., b = 6 in., L 
= 20 in. y P = 25 lb, utilice un programa de cómputo y grafique la fuerza 
presente en el elemento BD como una función de 6 para valores de 6 situa
dos entre 30 y 150°. Determine el rango de valores de 6 donde el valor ab
soluto de la fuerza presente en el elemento BD es menor a 100 lb.

10.C2 Los collarines A y B están conectados por medio del alambre 
AB y se pueden deslizar libremente en las barras que muestra la figura, donde 
la barra DE pertenece al plano xy. Si la longitud del alambre mide 500 mm 
y la masa de cada collarín es de 2.5 kg., a) aplique el principio del trabajo 
virtual para expresar, en términos de la distancia .t, la magnitud de la fuerza 
P requerida para mantener al sistema en equilibrio, b) grafique P como una 
función de x para 100 mm S i S  400 mm.

10.C3 Para mantener en equilibrio al sistema motriz que muestra la 
figura cuando se aplica una fuerza P sobre el pistón, es necesario aplicar un 
par M sobre la manivela AB. a) Si b = 48 mm y Z = 150 mm, utilice un pro
grama computacional y grafique la relación M/P como una función de 6 para 
valores de 6 desde 0 hasta 180°. b) Determine el valor de 0 para el cual la 
relación M/P es máxima y el valor correspondiente de dicha relación.

Figura P10.C1

Figura P10.C2

Figura P10.C3

10.C4 En la figura se muestra un resorte AB de constante k, el cual 
se encuentra sin estirar cuando 6 = 0. a) Sin tomar en cuenta el peso del 
elemento BCD, exprese la energía potencial y su derivada dV/dO en térmi
nos de a, k, W y 0. b ) Mediante un programa computacional y con W = 600 
N, a = 200 mm y k = 15 kN/m, grafique la energía potencial y dV/dO como Figura P10.C4



600 Método del trabajo virtual funciones de 0 para valores de 0 desde 0 hasta 165°. c) Determine los valo
res de 0 para los cuales el sistema está en equilibrio, y establezca en cada ca
so si el equilibrio es estable, inestable o neutro.

10.C5 Una carga vertical W se aplica en B al mecanismo que muestra 
la figura. La constante del resorte es k, y éste se encuentra sin estirar cuando 
AB y BC están en posición horizontal. Para / = 11 in. y k — 12.5 lb/in. grafi
que W como una función de 6 para valores de 0 desde 0 hasta 80°.

Figura P10.C5

10.C6 En la barra ABC, el pistón se controla mediante el cilindro 
hidráulico BD mostrado en la figura. Mediante un programa computacional, 
grafique la magnitud de la fuerza ejercida por el cilindro hidráulico sobre el 
pasador B como una función de 0 para valores de 0 desde 5 hasta 120°.

*10.C7 Un bloque de 8  kg se cuelga del punto medio C  del cable AB, 
el cual está unido a dos resortes como indica la figura. Si los resortes se en
cuentran sin estirar cuando y = 0, grafique la distancia y correspondiente a 
la posición de equilibrio como una función de la constante k2 del resorte pa
ra 400 N/m < k2 — 600 N/m.

- 400 mm -
10.C8 Una barra delgada AB de peso W está unida a dos bloques A y 

8, los cuales pueden moverse libremente sobre las guías mostradas en la 
figura. La constante del resorte es k, y éste se encuentra sin estirar cuando 
AB está en posición horizontal. Con / = 20 in. y k = 1 lb/in., use un programa 
computacional para determinar los tres valores del ángulo 0 correspondientes 
a la posición de equilibrio para valores de W que vayan desde 1 hasta 12 Ib 
en incrementos de 1 Ib.

10.C9 Una carga vertical W se aplica en C sobre el mecanismo que 
muestra la figura. Si k = 5 kX/m, el resorte se encuentra sin estirar cuando
0, y sin tomar en cuenta el peso del mecanismo, use un programa de cómpu
to y grafique 0 = 0 como una función de W para valores de W que vayan 
desde 40 hasta 480 N.

Figura P10.C8 Figura P10.C9



Fundamentos para la 
certificación en ingeniería 

en Estados Unidos

Es necesario que los ingenieros obtengan una licencia cuando su tra
bajo afecta en forma directa la salud, la seguridad o el bienestar pú
blico. Se intenta asegurar que los ingenieros alcancen un mínimo de 
calificación, la cual incluye competencia, habilidad, experiencia y ca
rácter. El proceso de certificación incluye un examen inicial, llamado 
Fundamentáis o f  Engineering Examination, sobre la experiencia pro
fesional, y un segundo examen denominado Principies and Practice 
o f  Engineering. Quienes aprueban estos exámenes obtienen la certi
ficación de Ingeniero profesional. Los exámenes se desarrollan bajo 
los auspicios del National Council o f  Examiners fo r  Engineering and 
Surveying.

El primer examen, Fundamentáis o f  Engineering Examination, se 
puede presentar justo antes o después de la graduación de un pro
grama de estudios de cuatro años. El examen analiza los contenidos 
de un programa normal de licenciatura en ingeniería, lo que incluye 
la estática. Los temas que aborda dicho examen se cubren en este li
bro. La siguiente es una lista de las principales áreas temáticas, con 
referencia a las secciones del libro donde aparecen. También se in
cluyen problemas que pueden resolverse para repasar el material.

Sistem as de fu erzas co n cu rre n te s  (2 .2 -2 .9 ; 2 .1 2 -2 .1 4 )
Problemas: 2.34, 2.35, 2.40, 2.79, 2.85, 2.90, 2.99 

V ecto res fu erza  (3 .4 -3 .1 1 )
Problemas: 3.16, 3.18, 3.23, 3.28, 3.37, 3.39 

E q u ilib rio  en  dos dim ensiones (2 .1 1 ; 4 .1 -4 .7 )
Problemas: 4.3, 4.10, 4.13, 4.21, 4.35, 4.37, 4.67, 4.76 

E q u ilib rio  en  tres d im ensiones (2 .1 5 ; 4 .8 -4 .9 )
Problemas: 4 .102, 4 .104 , 4 .111, 4 .116, 4 .120 , 4 .132, 4 .148  

C e n tro id e  de un á re a  (5 .2 -5 .7 )
Problemas: 5.1, 5.3, 5.17, 5.32, 5.53, 5.91, 5.98, 5.99, 5.130, 

5.133
Análisis de a rm ad u ras (6 .2 -6 .7 )

Problemas: 6.2, 6.3, 6.7, 6.29, 6.30, 6.42, 6.43, 6.52 
E q u ilib rio  de arm azo n es en dos dim ensiones (6 .9 -6 .1 1 )  

Problemas: 6.76, 6.78, 6.84, 6.95, 6.98 
C o rta n te  y m o m en to  fle cto r (7 .2 -7 .6 )

Problemas: 7.22, 7.30, 7.37, 7.41, 7.45, 7.65, 7.74,
7.76
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602 Apéndice F icció n  (8 .2 -8 .5 ; 8 .1 0 )
Problemas: 8.1, 8.13, 8.15, 8.21, 8.34, 8.101, 8.102, 8.104, 

8.105, 8.111 
M om entos d e in ercia  (9 .2 -9 .1 0 )

Problemas: 9.1, 9.5, 9.31, 9.33, 9.38, 9.71, 9.75, 9.82, 9.88, 
9.94, 9.105
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Sistema fuer/a-par, 111 
Sistema gravitacional de unidades, 9 
Sistema Internacional de Unidades, 5-8 
Sistemas

de fuerzas, 122-128 
de unidades, 5-13 

Sistemas de fuerzas, 122-133 
Sistemas equipolentes de vectores, 124 
Sistemas equivalentes de fuerzas, 123-124 
Slug, 9
Solución de problemas, método de, 11-13 
Superficie

áspera, 160, 192, 193 
de revolución, 238 
sin fricción, 160. 192, 193 
sumergida, fuerzas sobre una, 249, 476 

Superficies ásperas, 160, 192, 193 
Superficies sin fricción, 160, 192, 193 
Superficies sumergidas, fuerzas sobre, 249, 476 
Sustracción de vectores, 19

Tensión, 77, 289, 356 
Teorema de los ejes paralelos

para momentos de inercia: de áreas, 485-486 
de masas, 516 

para productos de inercia: de áreas, 500 
de masas, 534 

Teorema de Varignon, 83 
Tiempo, 2 
Tonelada

de Estados Unidos, 9 
métrica, 6n.

Tonelada métrica, 6n.
Tomillos, 433-434 
Tomillos de autosujeción, 434 
Tornillos de rosca cuadrada, 433-434 
Trabajo

de entrada y de salida, 566-567 
de la fuerza ejercida por un resorte, 581 
de las fuerzas sobre un cuerpo rígido, 562-564 
de una fuerza, 560-561 
de un par, 562-563, 580 
de un peso, 581 
virtual, .563 

Trabajo de entrada, 566-567 
en elementos, .356 
en estructuras, 287
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Trabajo de salida, 566-569 
Trabajo virtual, 563

principio del, 560, 563-566 
Transmisibilidad, principio de, 3, 75-76 
Transmisión por banda, 453-454

Unidades, 5-13. Véase también Sistemas 
específicos de unidades 

Unidades de uso común en Estados Unidos, 
9-13

Unidades del SI, 5-8 
Unidades métricas, 5-7

Vector negativo, 18

Vector par, 111 
Vector positivo, 81 
Vectores, 17 

coplanares, 20 
deslizantes, 18, 76 
libres, 17 
ligados, fijos, 17 
par, 110 '

Vectores coplanares, 20 
Vectores unitarios, 27-28, 4 
Vigas, 363-381

apoyos de las, 363-364 
carga en las, 363 
claro de las, 364 
combinadas, 363 
tipos de, 363



Respuestas a problemas

En las s igu ien tes páginas se p resen tan  las respuestas a los p rob lem as cuyo n ú m ero  no está en  letras cursivas. Las respuestas a los 
p rob lem as señalados con  nú m eros en  t ip o  cu rsivo  n o  se incluyen  en  e l p resen te  listado. Las respuestas a los p rob lem as d e  com p u 
tad ora  se p rop orc ion an  en  w w w .m h h e .com /b ecrjoh n s ton 8 .

CAPÍTULO 2

2.1 37 lb ^  76.0°
2.67

2.69
170.5 lb 1F 7.50°. 

b) 916 N. d) 687 N.
2.2 57 lb ^  86.0°. 2.70 a) 2.30 kN. b) 3.53 kN.
2.4 5.4 kN 12.0°. 2.72 27.4° <  a  <  223°.
2.5 a ) 103.0°. b) 276 N. 2.73 a) +557 Ib, -611 Ib, +468 lb.
2.6 a) 25.1°. b) 266 N. b) 54.1°, 130.0°, 60.5°.
2.7 a) 72.2°. b ) 1.391 kN. 2.75 fl) +706 N , +450 N , -3 2 9  N.
2.8 a) 26.9 Ib. b) 18.75 lb. b) 38.3°, 60.0°, 111.5°.
2.10 a) 7.48°. b) 138.4 N. 2.76 a) -6 1 1  N, +1  785 N , +222 N.
2.11 a) 108.6 lb. b) 163.9 lb. b) 108.7°, 20.0°, 83.3°.
2.13 a) 45.9 lb —*. b) 65.5 lb. 2.78 a) + 1 4 I .3 IK  -90 .01b , +65.9 lb.
2.14 a) 4.88 N  5-, 6.00° b) 69.8 N. b) 38.3°. 120.0°, 68.5°.
2.15 37.2 lb ^  76.6°. 2.79 a ) -90 .1  N , +190.5 N , -63 .1  N.
2.16 56.6 Ib -F  85.8°. b ) 114.2°, 30.0°, 106.7°.
2.18 1.302 kN  75.8°. 2.80 a j 439 N. b) 65.8°, 30.0°, 106.7°.
2.19 41.4 kN  ^  72.0°. 2.81 F = 225 N ; 0, =  73.2°, =  110.8°, 0. =  152.7°.
2.21 (2.4 kN ) 1.543 kN, 1.839 kN ; (1.85 kN ) 1.7.38 kN, 2.83 a ) 132.5°. b) F , =  5.3.9 lb, Fz =  7.99 lb; F =  74.0 lb.

0.633 kN; (1.40 kN ) 1.147 kN, -0 .803  kN. 2.84 a) 153.7°. b ) Fx =  -15 .3 7  lb, F„ =  7.85 Ib; F = 39.0 lb.
2.22 (5 kips) 3.83 kips, 3.21 kips: (7 kips) -2 .3 9  kips, 6.58 kips; 2.85 a) F j =  75.6 N , Fz =  224 N. b) 6X =  71.3°, »z = 26.1°.

(9 kips) —8.46 kips, 3.08 kips. 2.87 +30.0  lb, -3 5 .0  lb, -3 0 .0  lb.
2.24 (204 Ib) -9 6 .0  lb. 180.0 lb; (212 lb) 112.0 lb, 180.0 lb; 2.88 +28.8 lb, -3 6 .0  lb, +38.4 lb.

(400 Ib) -3 2 0  lb, -2 4 0  Ib. 2.90 +  200 N, +1000 N , +740  N.
2.25 a ) 1 674 N. b) 1 371 N. 2.91 -2 0 0  N, +370 N , -16 0 .0  N.
2.26 a ) 39.2 Ib. b) 25.2 Ib. 2.93 4.28 kips; 6X =  93.7°, =  31.3°, 0Z = 121.1°.
2.28 a) 339 lb. h ) 218 lb 2.95 1 122 N ; 0r =  147.7°, dv =  61.6°, 0Z =  104.2°.
2.29 a ) 47.9 N. b) 16.38 N. 2.96 1 122 N ; 6X =  150.1°, »v = 60.1°, 9Z = 91.6°.
2.31 4.73 kN *£  20.6°. 2.97 fl) 1492 lb. b) 2 040 Ib; 0, =  90.0°, 6y =  139.2°,
2.32 14.66 kips ít=. 61.4°. =  49.2°.
2.34 905 N  45.0°. 2.99 a) 360 N . b) 424 N.
2.35 45.2 lb 7”  62.3°. 2.100 Tab = 3.25 kN; Tad =  1.775 kN.
2.37 1019 N 26.1°. 2.102 9.71 kK.
2.38 1.295 kN 88.3°. 2.103 1 031 N  t-
2.39 a) 116.0 lb. b) 60.0 lb. 2.105 55.9 Ib.
2.40 a ) 40.3°. b) 1.130 kN. 2.106 Fka =  23.5 lb; Fca =  14.77 Ib; FDA = 26.6 Ib.
2.41 a) 56.3°. b) 1021 N. 2.107 6.66 kN T-
2.43 a) 169.7 Ib. b) 348 lb. 2.108 8.81 kN t-
2.44 a ) 2.20 kN. b) 2.43 kN. 2.109 Tah =  86.2 Ib; Tac =  27.7 lb; TAD = 237 lb.
2.46 a ) 38.6 lb. b) 44.3 Ib. 2.112 0 < P <  0.386 Ib.
2.47 a ) 405 N. b) 830 N. 2.113 í ' d a  =  62.9 N; T,m =  T,x: =  56.7 N.
2.49 Tc =  5.87 kips; T¡) =  9.14 kips. 2.114 Toa = 62.9 N ; T „ „  =  Tnc =  57.8 N.
2.51 Fc =  1.433 kN ; Fd =  1.678 kN. 2.115 Tar = 4.3.3 k.N; Tac = 2.36 kN ; TAn =  2.37 kN.
2.52 Fe = 2.99 kN; F „ =  1.060 kN. 2.116 Fah =  1 742 N ; TAC =  1 517 N ; TA„  = 403 N
2.53 a) 786 N . b) 3.26 kN. 2.118 0 < P <  0.1600 lb.
2.54 a) 3.12 kN. b) 20.3 N. 2.120 Tab =  81.3 lb; TAC =  22.2 lb.
2.55 o ) 169.6 lb. h) 265 Ib. 2.121 Tbe = 1.310 N ; TCf =  4.38 N ; TDG =  4.89 N.
2.57 fl) 62.8 N. b) 758 mm. 2.122 Tbe = 4.84 N; TCf =  1157 K ; Tnc =  4.58 N.
2.58 a) 19.85 lb. b) 62.3 Ib. 2.123 Tadb =  81.9 Ib; W  = 143.4 lb.
2.59 a) 50.0°. b) 35.0 lb. 2.124 TADb =  68.6 lb; Toe =  14.23 lb.
2.60 a) 1 216 N. b) 77.5°. 2.126 a) 221 N . b) 715 N. c) 2 060 N.
2.61 a ) 1 510 N. b) 57.5°. 2.127 a) 2.27 k.N. b) 1.963 kN.
2.62 4.97 m. 2.129 a) 45.6°. b) 27.1 lb.
2.65 16.81 in. 2.131 a) 549 N. b) 315 N.
2.66 a ) 90.0°. b) 305 N. 2.132 a) 5.23 kN. b) 0.503 kK.
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2.134 149.1 Ib í t .  32.3° o 274 Ib 32.3°.
2.135 a) 576 N . b) 67.5°, 30.0°, 108.7°

2.136 a) Fv = -3 5 9  Ib, F . = -4 3 7  Ib. b) 0X = 70.5°, 0„ = 126.7°.

2.137 758 Ib; 9, = 65.0°, 0,, = 33.0°, 0; = 69.9°.

2.139 177.2 Ib.

CAPITULO 3

3.1
3.2
3.3
3.5
3.6
3.7
3.9
3.10 
3.12 
3.14
3.16
3.17

3.19

3.21
3.23
3.24

3.25
3.27
3.28
3.30
3.31
3.32
3.33 
3.35 
3.37
3.39
3.40
3.42
3.43
3.44
3.45
3.46
3.47
3.49
3.50
3.52
3.53
3.54
3.55
3.56
3.57
3.58 
3.60 
3.62
3.64
3.65
3.67
3.68
3.69
3.70
3.71
3.72

13.02 N  • m l
13.02 N  • m

16.03 Ib • in. V  

49.9° o  59.4°.
a) 386 N • m V b) 160.1 N  A  56.0°.

a) 386 N  • m \  b) 193.2 K  c) 189.5 N A  78.7°.
a) 7 600 Ib • in. Y  b ) 7 600 Ib ■ in. V

250 Ib.

140.0 N  • m V 

12.54 N  • ni J.

126.0 mm.

a) ( —4i +  7j +  1 0 k )/ V 165.

b) ( - 2 Í  +  2j -  3 k )/ V Í7 .
a) —(18.00 N  ■ m )i — (15.75 N • in)j — (40.5 N ■ m)k.

b) (6.38 X ■ m )i +  (1.500 N  • m )j +  (11.63 N • m)k.

c) 0.
(886 N  • m )i +  (259 N • m )j -  (670 N  • m)k.
(572 Ib • ft )¡ -  (153.2 Ib • ft)j +  (1 532 Ib • ft)k. 

o ) (1 200 N  • m )i -  (1 500 N  • m )j -  (900 N  • m)k. 

b )  - ( 1  200 N • m )i +  (1 500 N  • m )j -  (600 N  • m)k. 

(19.49 Ib ■ ft )i -  (99.0 Ib • ft )j -  (2.12 Ib ■ ft)k.

1.946 m.

29.7 ft.

1.491 m.

8.07 in.

0.645 in.

1.141 m.
P  • Q  =  -2 3 ; P  • S =  -7 4 ; Q  • S =  37.

63.6°.

a) 134.1°. b) -7 6 .6  Ib. 

a) 65.0°. b) 75.3 Ib. 

a) 84.0°. b) 26.2 N.

a) 230 in.3 b) 32.0 in.3 
13.00.

Mx =  - 1  598 N  • m; MtJ =  959 N  • m; M. =  0.

A i, =  - 1  283 N  ■ m; M:J =  770 N • m; M. =  1 824 N  •

15.00 Ib.

P =  186.8 N ; 4> =  9.87°; 0 =  48.1°.

28.0 N  ■ m.

14.75 ft.
-18 0 .0  N  • m.

-222 N • m.
—24.9 kN • m.

-3 5 .9  kN  • m. 

aP/V2.
b) o / V 2 .

—225 Ib • ft.

215 mm.
8.26 ft.

9.26 ft.

1.741 m.

a) 24.0 N  • m V b) 35.6°. c) 1.000 m. 
a) 26.7 N. b) 50.0 N. c) 23.5 N. 

o) 426 Ib ■ in. ¿. b) 9.72 in. 

a) 86.2 Ib ■ in. \  b) A  53.1°. c) 4.03 Ib.
M = 19.50 X  • m; tí, =  67.4°, tíy =  90.0°, 6Z =  22.6°.

3.74
3.75
3.76 
3.79

3.81
3.82
3.83

3.84

3.86
3.87

3.88
3.90
3.91

3.93

3.94

3.95

3.96 
3.98

3.99
3.100

3.101 
3.103
3.105
3.106
3.107 
3.109

3.111

3.112

3.113
3.114

3.115

3.117

3.118

3.119

3.120

M =  103.1 X  • m; 0X =  43.4°, 0y =  52.3°, 0. =  108.3°.

M  =  3.50 kip • in.; 0V =  33.1°, 0,, =  64.8°, 0; =  69.9°.

a) F „  =  135.0 N  M b =  16.88' N  • m Y

b) =  225 N  F c; =  225 N

VA «  1.750 kN ¿  65.0°; F c  =  1.050 kN ¿  65.0°.

F „  =  22,5 Ib ít »  30.0°; F c  =  31.5 Ib 30.0°.

a) Fr: =  54.0 Ib 30.0°; M c  =  532 Ib ■ in. Y

b) F ,¡ =  30.3 Ib 5^ 63.0°; F c  =  33.0 Ib

a) F  =  200 Ib ¿; d  =  9.00 ft.

b) F  =  200 Ib i , d  =  0.

F  -= —(60.8 N )¡ — (89.7 N )k ; 3.59 m a la derecha de A.

a) F a  =  22.0 Ib AL 20.0°; \ l A = 26.0 Ib • in. \
b) F a  =  22.0 Ib AL 20.0°; 1.259 in. abajo de A. 
a) 120.0 N ; y =  19.98 mm. h) -16 .26° o -85.0°.

F  =  - (2 5 0  kN )j; M  =  (15.00 LN • m )¡ +  (7.50 kN • m)k. 

F  =  (6.00 lb )i -  (48.0 lb )j +  (24.0 lb)k;

M  =  (540 Ib • ft )i -  (135.0 Ib • ft)k.

F  =  -(2 .0 0  k N )i -  (9,50 kN )j +  (4.00 kN )k;
M  =  (19.00 kN  • m )i -  (12.00 kN • tn)j -  (19.00 kN • m)k. 

F  =  -(190 .5  N )j -  (110.0 N )k ;

M  =  (75.7 N  • i » } ¡  +  (22.0 N  ■ m )j — (38.1 N  ■ m)k.

F  =  (.54.0 lb )i -  (18.00 Ib)j +  (27.0 Ib)k,

M  =  (707 Ib ■ in.)¡ +  (778 Ib ■ in.Jj — (.'336 Ib • in.ik. 

a) —(2.40 N )j. b) x =  -16 .89  mm, z =  —24.5 mm.
a) Carga a-, K  =  1 000 N  i ;  M  =  6.00 kN ■ m \

Carga b\ K =  1 000 N |; M  =  6.60 kN • ni Y 

Carga c: R  =  1 0(K) N  J,; M  =  6.60 kN • in J.

Carga d: R =  I 0(X) N  i ;  M  =  6.60 kN • m Y  

Carga e: R  =  900 N [ :  M  =  6.60 kN • m Y 

Carga f  R  =  1 000 N  M  =  5.80 kN • m Y 

Carga g; R  =  900 N i ;  M  =  6.60 kN  • m \
Carga h: R  =  1 000 N  J,; M  =  6.60 kN • m Y

b) Cargas b, d y h.
Carga f.
a) R  =  600 N  l ;  1,500 m. b) R  ~  300 N |; 1.333 m.

c) R  =  500 N  1.600 m.
Sistema fuerza-par en £. 

a) 7.82 ft. b) 4.48 ft.

a) 158.2 N  ^  86.0°. b) 302 mm a la derecha de F.
a) 72.2°. b) 127.6 N  y  87.4°.

a) M  =  115.2 Ib • in. Y  a =  39.3°. b) 56.1 Ib ?  45.0°.

a) R  =  3.72 kips 3^ 55.2°; 0.0406 in. a la izquierda 

de EF.
b) 55.9°.
.350 N  21.4°; 92.6 mm a la izquierda de B y 27.4 mm a 

la derecha de F.
a) 7.35 N  AL 55.6°. b) 478 mm a la izquierda de B.
c) 34.7 mm arriba y a la izquierda de A. 

a) 211 mm. b) 211 mm.
a) R  =  F 'Si tan~'(í>2/2/ix);

M  =  76.6 N • m; tí, =  12.20°, 0,, =  90.0°, 0, =  77.8°.

M
_ (2Ir  -  b2)x -  2 (h /b f x* F Y  b) 0.354 ft.

m)k.

V / »4 +  4 /i2* 2 

R =  — (300 N )i  -  (240 N )j +  (25.0 N )k ;

\ f =  - (3 .0 0  N  • m )i +  (13.50 N • m )j + (9.00 N 

A =  (2.00 N )i  -  (169.1 N )j  +  (12.00 N )k ;
B  =  -(12 .0 0  N )i  +  (169.1 N )j  -  (6.00 N )k .

a) B =  (2.32 lb)i; C =  (1.580 lb)i -  (3.30 lb )j -  (1.110 lb)k.

b) f i„  =  -3 .3 0  Ib; Mx =  2.55 Ib • ft.
a) 53.1°. b) R =  (40.0 N )j +  (5.(X) N )k ;

\1 =  - (2 4 .0  N ■ rn)i +  (45.0 N  • m)k.

a) R  =  (43.3 N )j;

M  =  (6.88 N  ■ m )i +  (5.63 K  • m )j +  (9.74 N  • m)k.
b) En sentido contrario al de las manecillas del reloj.
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3.122 R  =  - (8 .0 0  lb )i +  (56.0 lb )j -  (20.0 lb )k ;

M  =  - (8 1 .0  lb • ft )i +  (123.0 lb • ft )j +  (444 ll> ■ ft)k.

3.123 280 kX; i  =  0.750 rn, 2 =  -0.18.56 m.
3.124 l 'H = 80.0 k.N; Ff- =  60.0 kN.

3.125 680 kips; t  =  91.1 ft, z  =  43.2 ft.

3.126 a =  58.4 ft; b =  52.4 ft.
3.129 a) 2P; 8, =  O, H,, = -9 0 .0 “, 0,_ =  90.0°. h) -0,7.50fl.

c) y =  3.00a, z  =  2.50o.
3.131 o ) —(21.0 K )j. b) 0.571 m. c ) E l e je de la Uave de torsión 

es paralelo al eje y y en x =  0, z =  41.7 mm.

3.133 a ) R  =  - (3 5 .0  lb )¡ -  (12.00 lb)k. b) 5.11 in.
c) y =  5.75 in., z — 4.57 in.

3.135 a) 3F(2 i -  20j -  k)/25. h) -0.0988a.

c) x =  2.00a, z  =  -1.99ün.
3.137 R =  (4.00 lb )¡ +  (6.00 lb )j -  (2.00 lb)k; p  =  1.226 ft; 

y =  -3 .6 8  ft, z  =  -1 .031 ft.
3.138 F a =  - (M /h ) i + H[1 +  (a /b%  F B =  (M /b)i -  (a/b)Rj.
3.142 a ) 80.0 N • m ¿ b) 20.5 N . c ) 177.8 N  20.0°.

3.144 <j) - ( 1  840 lb • ft )i -  (368 ib  • ft)k.

b) - ( 1  840 lb • ft)i +  (2  160 lb • ft )j +  (2  740 lb • ft)k.

3.145 38.9°.

3.146 4.00 ft.

3.148 a ) F  =  1 000 N  ^  20.0°: M  =  1 724 N • m l  
b) F  =  1 000 N  ^  20.0°; M  =  958 N ■ m

3.150 F  =  (2.00 Ib )i +  (38.0 lb )j -  (24.0 lb)k;

M  =  (792 lb • in .)i +  (708 lb • in.)j +  (1 187 lb • in.)k.

3.151 R  =  362 N  ^  81.9'; A i =  327 N  • m.

3.152 R  =  - (7 .0 0  lb )¡ -  (8.00 lb )j -  (4.00 lb)k;

M  =  —(12.00 lb • in.)i +  (10.50 Ib • in.)j +  (7.50 lb • in.)k.

CAPÍTULO 4

4.1 a) 271 lb J,. b) 570 Ib T-

4.2 a) 2.70 kips b) 3.80 kips t-

4.3 a) 34.0 kN  t  b) 4.96 kX f-

4.4 a) 81.1 kN . b) 134.1 kN f .
4.7 a ) A  =  10.05 k \  t ; B =  15.35 kN f . 

b) A  =  8.92 kK B  =  16.48 kN f-
4.8 fl) 0. b ) A  =  10.68 kN  f ;  B =  14.72 kN f.

4.9 28.0 Ib £  Tc =s 36.0 Ib.

4.10 1.250 kN  <  s  27.5 kN.

4.12 4.64 lb s  WA &  531 lb.
4.13 25.0 mm £  a £  125.0 mm.

4.15 a ) 150.0 Ib. b) 292 lb ¿L 17.5°.
4.16 a ) 8.00 lb ¿L 60.0°. b) 8.05 lb T’  6.62°

4.18 « )  A  =  165.0 N  J ;B  =  165.0 N  |-
b) A  =  275 N —»; B =  275 N  <-.

c) A  =  141.5 N ^  60.0°; B =  141.5 N  ^  60.0°.

4.19 a ) 300 N. b) 449 N 7* 32.3°.
4.21 o ) 7.70 lb/in. b) J1.05 lb 13.60°.

4.23 a ) A  =  258 N  22.8°; B  =  187.5 N

b) A  =  253 N  ^  20.2°; B =  265 N  ^  45.0°.
4.24 o ) A  =  238 N — B =  213 N  28.1°.

b) A  =  336 N  ^2 45.0°; B  =  2.13 N  IT  36.3°.

4.26 a) A  =  27.1 lb ¿S. 58.4°; E  =  3.57 Ib X  60.0°.
b) A  =  26.6 lb 3.97°; E  =  21.0 Ib 60.0°.

4.27 aj 594 N . b) 646 N 24.6°.

4.28 fl) 384 N. b) 409 X  ¿2. 22.4°.

4.29 T =  195.0 N; C  =  216 N 7 '  .33.7°.

4.30 T =  32.1 Ib; A  =  36.4 lb 81.0°.

4.31 T =  101.0 lb; A  =  76.0 lb  ^  86.9°.

4.33 a ) 26.6°. b) B  =  F V 5 / 2  ^  26.6°;

C  =  P V 5/2 ^  26.6°.

4.34 a) 45.0°. b) B =  P V 2 ^  45.0°; C  =  P

4.35 T =  0.566P; C  =  0.364P — .

4.37 a ) 600 N. b) A  =  4.00 kN ; B =  4.(K) kN

4.38 a ) A  =  953 N  5^ 80.0°; B =  435 N  ^  55.0°. 

b ) 415 N

4.39 a) 4.24 lb.

b) N a =  .5.80 lb 5b, 45.0°; N D =  5.80 lb 45.0°.
4.40 a ) 0. b) 3.00 lb.

o) N a =  3.67 lb i v  45.0° N „  =  3.67 Ib 4.5.0°.

4.41 A  =  D =  0; B =  868 N  —►; C  =  126.1 N

4.42 A  =  C  =  0; B =  422 N <—; D =  45.2 N
4.45 o ) A  =  98.1 N f ; M A =  44.1 N • m %

b) A  =  138.7 N  *£  45.0°; M A =  44.1 N  • m \
c) A  =  196.2 N  t ;  M a =  S8.3 N  • m %

4.46 C  =  16.97 Ib 45.0°; M c  =  2.40 lb ■ in. V

4.48 a ) A  =  3.00 Ib t ;  M a =  28.0 lb • in, \
b) A  =  1.800 Ib t ;  M  t =  8.80 lb • in. V

4.50 a ) E  =  39.6 kN |; M K =  64.8 kX • ni J. 
b) E  =  21.6 k.\ t ;  =  91.8 kN  • m J.

4.51 a ) 50.4 kN. b) M E =  51.8 kK • m.
4.52 T„,,„ =  1.999 kN; =  1.560 kK.

4.53 a ) sen- l (2A//mg2). b ) 20.1°.

4.54 a) 30.0°. b) —15.00°.
4.56 32.0°.

4.57 a ) 2 s e n 'H k l/V 2 (k l -  P )]. b) 141.1°.

4.59 a ) tan -* (P / tí). b) 63.4°.

4.60 a) tan 0 — sen 0 = W/Zkl. b) .50.6°.

4.61 (1) Completamente restringido; determinado; equilibrio; 

A  =  116.6 N  59.0°, B =  60.0 N

(2 ) Impropiamente restringido; no determinado;

sin equilibrio. (3 ) Parcialmente restringido; determinado:

equilibrio;
A  =  C  =  50 N f .  (4 ) Completamente restringido; 
determinado; equilibrio; A  =  .50 K  f ,

B =  78.1 N í t .  39.8°, C  =  60 X  —>. (5) Completamente 

restringido; no determinado; equilibrio; A,, =  50 N |. 
(6 ) Completamente restringido; no determinado; 

equilibrio; A* =  60 N  — B, =  60 K  . (7) 

Completamente restringido; determinado; equilibrio; A  = 
C  =  50 K  f . (8 ) Impropiamente restringido; no 

determinado; sin equilibrio.

4.63 P  =  120.0 N; A  =  150.0 N  36.9°.

4.64 a  s; 57.7 mm.

4.65 a ) 7.70 lb/in. b) 11.05 lb í t ,  13.60°.

4.67 « )  A  =  150.0 lb U  C  =  167.7 lb 5-. 63.4°. 

b) A  =  194.5 lb i ;  C  =  253 lb 77.9°.

4.69 Fum-ta =  1-018 kN t ;  B  =  1.027 kK ^  82.7°.
4.70 76.9 mm.

4-71 F ..„K,.j„.i... =  314 N  ^2 76.3°; B =  227 N í t ,  70.9°.

4.73 43.0 lb !t=. 80.8°.
4.74 44.1 lb ^2 80.9°.

4.76 77.5 N  30.0°.

4.77 a ) 44.0 Ib ^  65.3°. b) 46.6 lb T- c ) 88.5 Ib.
4.78 fl) 2.61 kips ^  75.0°. b) 2.36 kips ^  73.4°.

4.79 a ) 440 N. b) 550 N  36.9°.

4.80 T =  122.4 lb; C  =  194.7 lb " 5  33.7°
4.81 « )  10.29 Ib 45.0°. b) 87.6 lb 85.2°.

4.82 o) 15.26 Ib ^  30.0°. b) 88.6 lb ít ,  81.4°.

4.84 a) 95.4 lb. b) 142,9 lb ít ,  60.5°.
4.86 a) 2.77R.

b) A  =  1.303mg ¿L 6 0 . r ; B =  0.652mg 7* 12,15°.

4.87 a ) 19.90 lb 39.3°. b) 99.6 lb ¿2 72.0°.

4.89 34.5°.

4.90 tan 0 =  2  tan fi.
4.91 a ) 43.0°. b) A  =  45.7 K  ; B  =  108.2 N  65.0°.
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4.92
4.93
4.95
4.96
4.97
4.98 
4.100

4.102
4.103
4.104
4.106
4.107
4.108

4.109
4.111
4.112
4.114

4.115

4.116

4.117

4.118

4.120

4.121

4.122

4.123

4.125

4.126 

4.128 

4.130

4.131

4.132

4.134

4.135

4.136 

4.138

4.140

4.141

4.142
4.143
4.144

614

sen .*(o/L),/3.

15.04°

a ) 18.43°. b) mg/5.
A  =  (120.0 N )j +  (133.3 N )k  D  =  (60.0 N )j +  (166.7 N)k. 

C  =  (192.6 lb )j -  (168.4 lb)k; D  =  - (6 2 6  lb )j +  (95.4 lb)k. 

C  =  (37.9 lb )j -  (96.0 lb)k; D  =  - (8 3 3  !b )j +  (192.0 lb)k. 
a) 150.0 N. h) C =  -(12 .08  N )j -  (120.0 N )k ;

D  =  (52.3 N )j -  (180.0 N )k .

N a  =  371 N  i ;  N „  =  618 N  ¿; N c  =  679 N  |.

34.0 kg; x =  0.600 m, z =  1.200 m.

Ta =  5.00 Ib; Tc =  3.18 Ib; T „  =  21.8 Ib.

a ) \y  =  0.656 Ib t ;  B„  =  C „ =  0.1569 Ib f .  b) 62.0°.

Ta =  W f 3; T¡¡ =  2 W (V 3  -  1 )/3 V 3 ; Tc =  2W /3V 3 .

a ) Ta =  Tb = W/3; Tc =  4W/3.

b) x =  U 2 -  V 3 )/ 3 , z = L [ 1 -  (1/2 V 3 )].
a) 450 mm. b ) RA =  48.2 N ; R„ = Rc =  43.4 N.

a) 13.50 Ib f . b) 0. c ) 13.50 Ib

Tbd =  '¡'he =  176.8 Ib; C  =  - (5 0 .0  lb )j +  (217 lb)k.
a) Tke = 857 N ; TBF =  455 N.

b) A  =  (73.9 N)i +  (878 N )j -  (127.9 N )k . 

a) 29.7°. h) 586 N .
c ) A  =  (72.0 N )¡ +  (842 N )j -  (126.0 N )k.

Tad = 2 160 N ; TBF. =  2 990 N;

C  =  (4 480 N )i -  (213 N )j +  (320 N )k . 
r íVD =  1 890 N ; TBt: =  2 610 N;

C  =  (3 920 N )l  -  (76.7 N )j +  (280 N )k.

7'ÍY; — 440 Ib; l  icfh =  51o Ib;
D  =  (1 153 lb)¡ -  (132.2 lb )j -  (9.09 lb)k.

a) 116.6 Ib.
h) A  =  - (7 2 .7  lb )j -  (38.1 lb)k; B  =  (37.5 lb)j.

a ) 93.5 Ib. b) E  =  (26.2 lb )i -  (38.1 lb)k;
F  =  (28.8 lb )i +  (44.0 lb )j +  (120.6 lb)k.

a ) 97.1 N. b) A  =  - (2 3 .5  N )¡ +  (63.8 N )j -  (7.85 N )k ;

B  =  (9.81 N )j +  (66.7 N )k.

a ) 233 N. b) A  =  (183.9 N )¡  +  (63.8 N )j  +  (139.0 N )k ;

B =  (9.81 N )j — (16.35 N )k .

a) 97.9 N . b) A  =  (50.4 N )j -  (4.75 N )k ;
B =  - (5 .3 4  N )¡ -  (77.8 N )j +  (22.6 N )k.

Fce =  202 Ib; A  =  - (5 6 .3  Ib)¡;

B =  - (5 6 .2  lb )i +  (150.0 lb )j -  (75.0 lb)k.

a ) 5.60 Ib. b) D  =  (1.500 lb)k;
M u =  (1.320 Ib • in.ii +  (10.08 Ib • in.)j +  (0.896 Ib • in.)k.

a ) Fcf = 44.4 N ; FnF =  18.47 N.

b) B =  (81.3 N )j  -  (8.21 N )k ;
M b =  (1.149 N  • m )j +  (0.657 N  • m)k.

a ) 39.4 N. b) B  =  - (7 .6 3  N )i +  (34.3 N )j +  (17.80 N )k ;

M „  =  - (3 .5 6  N  ■ m )j -  (22.3 N  • m)k.

Tm, =  780 Ib; 7'be =  TCF =  650 Ib;
A  =  (1 920 lb )í -  (300 lb)k.

TUI =  164.8 N ; Teh =  933 N; TFG =  187.8 N ;
A  =  (1 094 N )i +  (98.7 N )j -  (21.3 N)k.

Td i =  180.6 N ; Tkh =  960 N ; TFC =  100.9 N ;

A  =  (1067  N )i +  (110.4 N )j -  (11.45 N )k.

A  =  - (2 0 .0  lb)j +  (40.0 lb)k; B =  -(3 0 .0  lb )¡ -  (16.(X) lb)j: 

C  =  (30.0 lb )i +  (36.0 lb)j.

B  =  (104.0 N )k ; C  =  (36.0 N )j -  (36.0 N )k ;

D  =  - (3 6 .0  N )j +  (12.00 N )k.

a) 7.24 N . b) A  =  - (4 .4 8  N )i  +  (20.2 N )j -  (1.379 N )k ; 

N s =  (3.68 N )j  +  (2.76 N )k .

a ) (3.20 lb )i +  (4.27 lb)j.
b) A  =  - (3 .2 0  lb )i +  (5.73 lb )j -  (3.00 lb)k; B  =  (3.00 lb)k.

127.6 N.
125.8 N.

100.7 Ib.

4.145 182.41b.

4.146 a) x =  6.00 ft, y =  12.00 ft. b) 26.8 Ib.

4.147 a)x =  0 ,y  =  24.0 ft. b) 28.3 Ib.

4.148 37.8 N.

4.150 42.0 Ib.
4.152 300 mm <  d <  800 mm.

4.153 932 N.

4.155 C  =  457 Ib ^  88.1°; M c  =  769 Ib • in. ¡.
4.157 a) 183.1 Ib. b) 177.5 Ib ít . 32.3°.

4.158 75.0 mm.

4.159 A  =  (112.3 N )i +  (41.7 N )j; B  =  (112.3 N )¡ +  (125.1 N )j; 

C  =  - (2 2 5  N )i.
4.161 a) 100.1 Ib. b) A  =  (33.3 Ib)¡ +  (109.6 lb )j +  (41.1 Ib)k;

B =  (32.9 lb )j +  (53.9 lb)k.
4.162 Tbg  =  400 Ib; Td„  =  300 Ib; TF¡ =  0;

A  =  (500 lb )i -  (240 lb)k.

CAPÍTULO 5

5.1 X  =  140.0 mm, Y =  165.0 mm.

5.2 X =  8.22 in., y  =  4.00 in.

5.3 X  =  105.0 mm, Y =  90.0 mm.

5.5 X  =  18.02 mm, Y =  84.9 mm.

5.6 X  =  8.32 in., Y =  3.61 in.

5.8 X  =  68.2 mm, Y =  4.55 mm.

5.9 3.02.

5.10 —^ e o s  a. 
ir —2a

5.11 X =  8.56 in„ Y =  0.

5.13 X =  -3 .1 7  in., Y =  0.668 in.

5.14 X  =  90.0 mm, Y  =  26.8 mm.

5.16 X  =  80.4 mm, Y  =  82.9 mm.
5-17 ( & ) ,  =  174.1 in3; (^ > 2  =  -174 .1  in3.

5.18 (£>*), =  42.3 X 103 mm3; ( £ r)2 =  -4 2 .3  X 103 mm3.

5.21 X  =  116.7 mm, Y =  166.7 mm.
5.22 X  =  8.71 in„ Y =  4.32 in.

5.23 X  =  54.9 mm, Y =  71.8 mm.

5.24 X  =  60.1 mm, Y =  —3.16 mm.

5.25 a) 0.350 Ib. b) 1.458 Ib 5^ 83.1°.

5.26 63.6°.

5.27 319 mm.
5.28 a ) 1.427r. b) 2.11r.

5.31 x =  2íj/3, y =  2/i/3.

5.32 x = 2a/5, y =  3h/7.
5.35 x =  2a/3(7T -  2), y =  26/3(tt -  2).

_  2 3 — sen2 a
5.36 x =  0 , 1 1  — -R-z,— ;------- —̂ sen a.J 3 2a +  sen2a

5.37 x =  a/4, y =  36/10.
5.38 x =  39a/50, y =  -39/;/175.

5.39 x =  2Í./5, y =  12A/25.
5.40 x =  18a/19, y =  148¿>/95.

5.42 —2rV2/3 ir.
5.43 2a/5.

5.45 x =  0.363L, y =  0.1653L.

5.46 x =  0.549U, y =  0.
5.47 a ) V  =  1.949 ft3; A  =  10.56 ft2. b) V =  5.25 ft3;

A =  25.1 ft2.

5.49 a ) V  =  155.5 X 106 mm3; A  =  1.885 X 106 mm2.

b) V  =  245 X 106 mm3; A  =  3.20 X 10e mm2.
5.50 a ) T^a^b. b) 2ir^aPb. c) 2mrb/3.
5.51 V  =  2.10 in3; A  =  16.83 in2

5.53 720 mm3.
5.55 V  =  255 X 103 mm3; A  =  37.5 X 103 mm2.

5.57 5.13 kips.



5.58 648 gal.

5.59 30.5 g.

5.61 a) R =  1 764 N ; 3.80 m a la derecha de A.
b) A  =  ] 764 N t ;  M a =  6.70 kN • m \

5.62 a ) I! =  720 Ib; 11.2.5 ft a la derecha de A.
b) A  =  270 Ib t ¡  B  =  450 lb |-

5.63 A  =  1.280 kN j ;  B =  4.48 kN  f .

5.64 A  =  6.00 kN f ; B =  4.80 kN

5.66 A  =  90.0 lb f ;  Ma =  675 lb ■ ft \
5.67 A  =  7.20 kN f ;  B  =  3.60 kN

5.69 B =  7.04 kN ] ;  C  =  15.46 kN f .

5.71 a ) 1.172 ni. b) A  =  3.53 kX t :  B =  7.06 kN f .

5.73 wA =  5.56 lb/ft; K ;< =  7.25 kips.

5.74 a) 1.527 kips j .  b) 1.630 kips/ft.

5.75 a ) H  =  17.97 kips —»; V  =  120.3 kips f .

b) 15.63 ft a la derecha de A.
c) B  =  18.06 kips 1F 5.71°.

5.76 a ) H  =  176.6 kN V  =  1 3.50 kN  t- b) 5.09 in a la 

derecha de A. c) R  =  236 kX 1F 41.6°.

5 .78 100.0 mm.

5.79 B =  1 200 lb ->•; A  =  1 190 Ib

5.80 4.75%.

5.82 a ) 2.35 kN b) 1.782 kN [ .  c) 5.31 kN f .

5.83 1.337 kK

5.84 A  =  44.6 kips 1F 65.2°; B =  43.8 kips |-

5.85 27.3 in.

5.87 A  =  4 020 N  44.1°; D =  124.1 N

5.88 0.7S2 m.
5.90 «) -1.118K. b) 0.884.
5.91 7/¡,/16.
5.92 —3fl/4ir.
5.93 a) 0.548L. b) 2 V 3 .

5.94 —1.312 mm.
5.95 51.4 mm.
5.98 3.21 in.

5.99 0.976 in.

5.100 X =  360 min. Y  =  266 mm, Z  =  —60.7 mm.

5.101 X  =  2.41 in.. Y  =  3.41 in., Z  =  3.79 in.

5.102 X =  150.0 mm, Y =  200 mm, Z  =  40.2 mm.

5.103 X  =  136.2 inm, Y  =  197.8 mm, Z  =  180.0 mm.

5.104 X  =  9.00 in „ Y_= -2 0 .4  m „ Z  =  12.81 in.

5.106 X =  340 mm, Y  =  314 mm, Z  =  283 mm.

5.108 X =  205 mm, Y  =  255 mm, Z  =_75.0 mm.
5.109 X =  116.7 mm, Y  — 10.3.0 mm, /  =  78.7 mm.

5.111 X  =  3.20 ft, Y  =  4.01 ft, Z  =  3.00 ft.
5.113 5.35 mm.

5.114 50 mm.

5.115 3.44 in. arriba de la cara inferior de la base.

5.116 5| =  21fl/88; í 2 — 27a/40.

5.117 x¡_ =  21fc/88; x2 =  27/i/40.
5.119 x — 5fl/16, y = z = 0.
5.121 x =  a, y =  77Z>/100, 2 =  0.
5.122 x = a\ 1 — (4/ir2)]/2, y = z = 0.
5.123 x = z = 0, y = h(2 + ir)/16.
5.128 b(¡y„ -  \ t ji -  \y 2)/(y0 ~ V ji ~ i f /2)-
5.129 í  =  0 ,y  =  5/i/16, 2 =  -a/4 .
5.130 X  =  1.421 mm, Y =  12.42 mm.

5.131 X  =  5.95 in., Y =  14.41 in.

5.133 12.00 in.

5.134 X  =  2fl/5, y =  4/i/7.

5.136 15.26 gal.

5.138 A  =  3.33 kN M A =  6.33 kK  • in "¡.
5.139 8.32 ft.

5.141 X =  20.4 mm, Y  =  -4 .5 5  mm, Z  -  29.0 mm.

C A P IT U L O  6

6.1 FAh = 1 500 lb T; Fac = 800 Ib T; FBC =  1 700 lb C.
6.2 Fab = 3.39 kN C ; Fac =  2.60 kN T; FKC =  3.00 k.N C.
6.3 Fab = 1 080 Ib T; Fac = 1 H00 lb C; F„c =  1 170 Ib C.
6.5 I 'ab = F a e  = 6.71 kN  T; F a c  = FAIJ = 10.00 kN C;

1‘bc = Fd e  =  6.00 kK C; F c d  =  2.00 kN T.
6.6 F ab = 21.9 kN C; F a d  =  40.6 kK T; F m : =  18.50 kN C;

F  FU} = 30.4 kN C; FCd  =  18.50 kN T.
6.7 F ab = 4.00 kN FAd  =  15.00 kN 7'; F b d  =  9 00 kK C;

F Hf. = 5.00 kK í ’: Fcu = 16.00 kN C ; FDE = 4.00 kN C.
6.9 FAh = Fbc =  Fcd ~ 24.0 kips T\ Faf. ~ 38.4 kips T.

Faf = 30.0 kips C: Fbf ~ Fh<; =  FCc  ~ Fen = 0;

F o n F f c  = F q h  =  26.0 kips C; F,.: f  -  24.0 kips C:
6.10 Fab = F fh  = 5.00 kips C;

F ac = F c e  =  F f.c  =  1'gh ~ 4.00 kips T; F g c  = F f q  = 0;

I ’bd —F d f  = 3.98 kips C; F b e  = F ky = 0.238 kip C;

F d e = 0.286 kip T.
6.12 F ab = F e c  =  17.50 kN C; FAC =  Fra = 15.08 kK T,

F hc = F e f  =  2.26 kX C; F b d  = F „ E = 15.50 kN C;

F Ca = F „ r  = 9.00 kN T; Fc f  =  7.00 kX T.
6.13 Fab = 15.00 kN C; F a c  =  12.92 kX T; F BC =  2.26 kX C;

F ho = 13.00 kX C; F c o  =  8.00 kK T; F Cf  =  5.60 kN T;

F ue = 10.00 kN C; Fdf =  4.00 kN  T; Fef =  0;

F e c = 10.00 kN C; Ffg =  8.62 kN T.
6.15 F ab = 6.01 kX C; Fac = 3.33 kN 7; Ffíc =  0.601 kK C;

F bd = 5.41 kK C; Feo =  0.850 kN T; Fcc =  0.583 kN C
F c i = 3.47 kX T; F,)e = 9.28 kN C; F,)f = 6.00 kN T;
Ff.f = 0.

6.16 F ec. = 0.583 k.N C; FCI =  3.47 kN T; FEy =  0;

Fk(: = 9.28 kN C; Feo =  6.00 kN T- Fc ll =  6.25 kX C;

FV;, = 0,500 kN T: F ,„  =  0.601 kN C; F „, =  6.85 kN  C;

F , j - = 3.80 kN  T.
6.17 l'Mf 3.61 Idps C; Fac ~ 4.11 kips T; FBc =  0.768 kip C;

F bu - 3.84 kips C: F c d  -  1 -371 kips T. F c e  ~ 2.74 kips T;
F de = 1.536 kips C.

6.18 F'd f = 4.06 kips C; F n c  =  1.371 kips T; F KC =  2.74 kips 7';

F p c = 0.768 kip C; Ff h  = 4.29 kips C; F<;h =  4.11 kips T.
6.19 F ab 10.06 kX C; Fac =  9 00 kN T; FB<; =  2.81 kX C;

F bd - 14.64 k x  C ; FbE =  4.16 kN T; FCE =  9.43 kN T;
Fm = 2.05 kN C; Fde =  18.45 kX C; FIX; = 3.43 kX T,
F f.<; = 13.72 kX T.

6.23 Fab = 8.97 kK C ; Fac =  8.28 kX T-, FBC =  3.4.5 kX  C ;

F bu = 14.04 kN C; Fbe =  4.68 kX T; FCE =  8.97 kK T;

F c f = Fkf =  0; FdE =  5.61 kK T: FnG = 8.60 kK C;

F'd ii = 7.10 kN C; Feh =  13.14 kN T.

6.25 Fab = 430 Ib C; Fac = 255 lb T ; F„<: =  1 319 Ib T;

F bd = 1 700 Ib C; FCd  = 986 lb  T; Ft:E =  744 lb T-,
F d e = 1 050 Ib T; F „f =  1 750 lb C ; Fef =  1565 lb

F f.c. = 0; Ffg =  350 Ib C.
6.26 Fab = F b d  ~  8 20 kips T; Fac ~  8.00 kips C;

Fhc: = 0.600 kip C; Fcd =  1342 kips 7'; FCE =  9.20 kips C;

Fde = 0.330 kip C; í-'dc =  9.43 kips T; Fef =  9.99 kips C;

F e c = 0.858 kip T, Ffc =  7.99 kips C; Fr„  =  6.00 kips C.

6.27 Las armaduras de los problemas 6.14, 6.15 y 6.23 son 
armaduras simples.

6.28 Las armaduras de los problemas 6.21, 6.25 y  6.29 son 
armaduras simples.

6.29 BF., FJ. FC, CU, HI. IJ.
6.30 AI, DI, El. FK, CK.
6.31 BC, BE. DE, FH, HI, IJ, OQ. QR.
6.33 BC, LM.
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6.35 a ) BF, BC, CG, CH. fc) BE, El, FC, C.H, HI, I],
6.36 FAB =  975 K  C ; Fac =  5.00 N  T, FA„  =  5.93 kN C,

FBC =  611 N  C ; Fbd =  4.94 kN  T; Fco  =  1-335 kN  T.
6.37 FAB =  1.395 kN C, FAC =  415 N  C; FAD =  4.24 kN  C; 

FHc =  672 N  T, FBn =  4.94 kN T, FCD =  534 N  C.
6.38 Fa„  =  335 Ib C; FÁC =  O; FAO =  375 Ib T;

Fae =  75.0 Ib T; F „c =  1(X).0 Ib T. F B„  =  150.0 Ib C.
Fcd =  141.4 Ib C; FCE =  50.0 Ib C ; F,m =  25.0 11» C.

6.39 F'AB =  FAn =  FKc =  0; FAc  — 1 <00 N  C;
Fae =  2 130 N  T; Fbd =  1 275 N  T;
Fbe =  Feo =  1 125 N C; F „ E =  600 N  C.

6.40 fc) FAK =  252 Ib T, Fbe =  373 Ib C; Fde =  F f;f =  0;

F f:(; =  365 Ib T; F eh  =  240 Ib C.

6.41 fc) Fqq =  348 Ib C; Fea =  F^c, ~ ¡ i-{: =  0:

F£C =  365 Ib T; F (;„  =  275 Ib C.
6.42 F c f  =  3.25 kips T; Fef =  0.1398 kip F: Ft:(; =  3.38 ldps C.

6.43 Ff¡ =  2.75 kips T; Fm =  1.258 kips C; F,¡j =  1.625 kips C.

6.44 F jjo  =  2.14 kN C; FBE =  429 N  C; FC£ =  2.47 kN T.
6.46 FCe =  14.35 kN T, FDE =  11.41 kN T; Fdf =  25.6 kN  C.

6.48 Fof =  13 00 kN  C; F ,x ; =  4.22 kN C ; F f:c =  16.22 kN  7\
6.49 F,;i =  16.22 kN T; Fm =  l.(XX) kN T, F„¡ =  17.33 kN  C.

6.50 Fbd =  29.8 kN C: FC¡J =  6.25 kN T, FCE =  22.5 kN T
6.51 Feg =  16.88 kN T-, FhC =  8.01 kN T-, Ffh =  22.3 kN C.
6.52 Fce =  10.00 kips C; Fde =  4.00 kips C, Fef =  3.00 ldps T.
6.53 F c ; =  4.00 kips C; F ,„  =  15.00 ldps T-, F,j =  3.00 kips T.
6.55 F¡k =  0.707 kip C; Fj¡ =  0: Fy.« =  6.35 ldps T.
6.57 FCI =  7.18 kips T; FHj =  8.03 kips C; F,¡ =  4.46 ldps C.

6.58 Fc.e =  7.34 kN C, Fc r  =  3.58 kN T, Fdf =  2.35 kN  T.
6.60 Foc =  1.800 kips C ; Ff „  =  1.800 kips T.
6.62 F ,ík  =  53.9 kN C ; F ,K =  57.3 kN  C.

6.63 Fec =  44.1 kN  T; Ff ¡ =  26.2 kN  C.

6.64 FB„  =  15.31 kN C; FCD =  2.42 kN T,
Fce =  13.26 kN 7\

6.65 F,m  =  10.51 kN C; FBE =  1.211 kN 

Fck = 9.49 kN T.
6.67 F « t  =  10.00 kips T: Fm: =  0; Fef =  5.00 kips T.

6 .68 F ce  =  15.00 kN T, F,}E =  25.0 kN T,
FdF =  30.0 kN C.

6.70 a) Parcialmente restringida, 

fc) Parcialmente restringida.

c) Completamente restringida, estáticamente determinada.

6.71 a) Completamente restringida, estáticamente determinada, 

fc) Parcialmente restringirla.
c ) Impropiamente restringida.

6.73 a) Impropiamente restringida, 

fc) Parcialmente restringida,
c) Impropiamente restringida.

6.74 a) Completamente restringida, estáticamente determinada, 

fc) Parcialmente restringida.
c) Completamente restringida, estáticamente no determinada.

6.76 A , =  120.0 Ib \  = 30.0 Ib B, =  120.0 Ib 

By =  80.0 Ib C  =  30.0 Ib i ;  D  =  80.0 Ib t-
6.78 C,, =  1 824 N  D , =  1 824 N  D „ =  480 N  i ;

E , =  1 824 N  Ey =  1 824 N  |-

6.79 C,, =  1 600 N t ;  Dx =  1 600 N  D y =  0:

E , =  1 600 N  , E,, =  1 600 N  j .

6 .80 a) 7.32 Ib C. fc) A  =  6.26 Ib 16.69°.

6.82 A , =  356 N  B, =  229 N  B,, =  127.3 N  f ;

C ,  =  127.3 N  C v =  178.2 N  D „ =  305 N  l .

6.83 A t =  300 N  — B, =  300 N  Bv =  0;
C , =  0, Cy =  3<X) N  =  300 N

6.84 a) A , =  14.40 Ib , A ,  =  9.60 Ib t ;  E , =  14.40 Ib 
E „ =  14.40 Ib \ .b ) A x =  6.40 Ib Ay = 1.600 Ib 

E , =  6.40 Ib E,, =  22.4 Ib t-
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6.85 a ) A , =  120.0 N  A ,  =  200 N f ;  E , =  120.0 N  

E,, =  120.0 N t  ■ fc) A , =  96.0 N  A , =  *>.0 N 
E , =  96.0 N  E v =  224 N f .

6.86 a) Aj. =  19.20 Ib A „ =  19.20 Ib E v =  19.20 Ib 

E y =  19.20 Ib i .  b) A , =  51.2 Ib Ay =  12.80 Ib 

E , =  51.2 Ib E,; =  12.80 Ib |-

6.88 a) A  =  78.0 Ib 7^ 22.6°; C  =  144.0 Ib C  =  72.0 Ib

I  =  :30.0 Ib t-  b) A  =  78.0 Ib ^  22.6'; C  =  72.0 Ib 

C  =  0: I  =  30.0 Ib T

6.89 a) B , =  200 N By =  40.0 N  l ;  Tx =  200 N 

Fv =  160.0 N  t- fc) B, =  320 N  B„ =  40.0 N 
F v =  320 N  Fj, =  160.0 N  c) B v =  320 N 

B„ =  40.0 N i ;  F, =  320 N  F,( =  160.0 N |.

6.92 A , =  400 Ib Ay =  183.3 Ib f ;

E , =  400 Ib E „ =  257 Ib

6.93 A , =  308 Ib A , =  84.3 Ib
E , =  :i08 Ib E„ =  .356 Ib

6.94 A , =  17.CX) N  A ,  =  94.1 N  t ;
E j =  17,(X) N  — E y =  75.9 N  f-

6.95 A . =  45.0 N A ,  =  30.0 N  [■
B, =  45.0 X  By =  270 X  f .

6.96 a ) A  =  15.76 kips f :  B =  26.2 kips f .
fc) C  =  34.6 kips ; D  =  34.7 kips ^  4.10°.

6.97 a) A  =  2.52 kips B =  31.5 kips f .
fc) C  =  4.93 kips ; D -  13.87 kips ^  69.2°.

6.98 A , =  10.80 kN A ,  =  7.00 kN f ;

B, =  16.20 kX B (/ =  0.500 kN i ;
D j  =  27.0 kN D „ =  6.50 kN |.

6.100 B t =  530 Ib B,, =  38.5 Ib i ;

C 7 =  299 Ib Cy =  385 Ib

6.101 B , =  60.6 Ib By =  41.7 Ib i ;
C , =  60.6 Ib C y =  29.7 Ib ].

6.103 a) A ' y  B'. b) 215 X

6.104 a) A , =  27.5 kips —*. A ,  =  16.25 kips f .  

fc) B, =  27.5 kips , B,( =  2.25 kips J,.

6.105 a ) A , =  28.8 kips — A,, =  19.38 kips f . 

fc! B, =  28.8 ldps Bv =  1.625 ldps f .

6.106 a) 1009 Ib <£ 18.18°. fc) .357 Ib T.

6.108 a >  0,600 ra.

6.109 Fc (r =  9.00 kN  C ; F o c  =  6.00 kN  T.
6.110 Fhf =  7.20 kN 7’; F p c  =  3.00 kN C.

6.111 F8C =  6.00 kX T; Fch =  3.00 kN C.

6.113 A  =  3F/13 T; D  =  P/13 f ;  F  =  9P/13 t-

6.114 A  =  F/15 t ;  D  =  2F/15 j :  E  =  8F/15

i l  =  4F/15 f-
6.115 a ) E l armazón no es rígido, fc) Pueden encontrarse reacciones 

para un valor arbitrario de Bx; el armazón es rígido.

c) A  =  2.09P  ^  16.70°; B  =  2.04P 11.31°;
el armazón es rígido.

6.116 a ) A  =  2.06F ^  14.04°; B =  2.06P 5^ 14.04°; el armazón 

es rígido, fc) El armazón no es rígido, c) A  =  1.250F i *  36.9°; 

B  =  1 .031P-¿  14.04°; e l armazón es rígido.
6.117 a) A  =  2.24P 26.6° B = 2F — el armazón es rígido, 

fc) El armazón no es rígido, c) A  =  P ' f ; B  =  P  | ; C  =  F 

f ; el armazón es rígido.

6.118 a ) 2.86 kN i . fc) 2.70 kN  ^  68.5°.

6.119 a) 420 N . fc) 2.83 kN  T '  68.5o.
6.122 a) 456 N  . fc) 505 N  T.
6.123 113.7 Ib ^  16.17°.

6.124 101.0 Ib ^  18.89°.

6.125 995 Ib in. J.
6.127 a ) 3.87 X  • rn J. fc) 5.11 X  • m J.
6.128 a) 248 N fc) 187.9 N

6.129 9.38 N  • m J.



6.130 46.3 N -  tu J.

6.131 9.13 N  • m V

6.132 7.50 N - m  Y
6.133 '2.77 kips • in. j .

6.136 D =  30.0 kN ; F  =  37.5 kN  ^  36.9°.

6.137 C, =  7.42 kN i ,  H  =  3.12 kN ík  70.3°.

6.139 720 Ib.
6.140 2.22 kN.
6.141 156.6 N.

6.142 7 8 3 II).

6.143 11.46 Ib 1F 30.0°.
6.144 43.1 Ib 60.0°.

6.146 8.82 kN.

6.147 6.48 kips 62.1°.
6.148 a) 0. b) C , =  7.20 kips Cy =  1.500 kips J..

6.150 a) 7.68 kN  C. b) 21.7 kN  C.

6.151 a) 36.0 rrirn. b) 60.0 N  • m j .
6.152 a ) (112.5 Ib • ¡n.)i. b) G  =  0, M c  =  (410 Ib • in.)i;

H  =  0 , M „  =  - (11 7 .0  1b • in.)i.

6.154 a) 43.3 N  • m. b) B =  - (5 0 .0  N )k ; D =  (83.3 N )k ;

E  =  - (3 3 .3  N )k .

6.155 E v =  2 040 Ib E „ =  3 160 Ib T; F* =  540 Ib

F ,  =  2 410 Ib 1; H , =  2 580 Ib H,y =  750 Ib 1.

6.156 FAB =  Fbd =  0; FAC =  3.00 kips T; FAD =  5.00 kips C; 

Fcd =  4.00 kips T; Fck =  9.00 kips T. PCF = 10.00 kips T; 

Fdf ~  6.00 kips T; FE¡; =  8.00 kips T.
6.157 Ffo =  1.750 kips T-, Fm  =  2.52 kips C;

Fch =  0.838 kip T; Fc¡ =  FIK =  FK, =  1.677 kips T;
Fm = Fij =  Fjk =  0; Ffij =  F¡L =  2.12 kips C.

6.158 Fab =  6 Í.9  kN  C; FAC =  56.5 kN C; FAO =  30.2 kN T. 
Fae =  19.01 kN T; F „ „  =  43.0 kN T; FBt =  56.0 kN  C; 

Fc.e =  82.0 kN T; Fc.c. =  84.0 kN  C ; FDE =  44.0 kN T; 

Fdf =  67.1 kN T; FEG =  0.
6.160 Fab =  36.4 kN T; FAG =  20.0 kN  T; Ffc =  51.6 kN C.

6.162 A , =  4.50 ldps , A,, =  5.00 kips B =  2.25 kips —>;

C A. =  2.25 kips — C,, =  5.00 kips "f ■
6.163 Bv =  175.0 Ib B, =  50.0 Ib |;

E , =  175.0 Ib E v =  125.0 Ib |.

6.165 a) 220 N  b) 254 N  T. c) 280 N  ^  38.3°.

6.166 1 680 N.

C A P Í T U L O  7

7.1 (En E])  F  =  0; V  =  1200 N  M  =  180.0 N - m J .
7.3 (En CJ) F  =  127.3 N  ; V  =  178.2 N  f ;

M  =  11.46 N - m J .

7.5 (En  AJ) F  =  124.8 Ib V  =  52.0 Ib j ;  M  =  520 Ib • in. V

7.6 (En  CK) F  =  125.2 Ib V  =  24.0 Ib V  M  =  312 Ib • in. ¡.
7.7 (En  BJ) F  =  0; V  =  0; M  =  2.41 N  ■ m J.

7.8 (En BJ) F  =  0; V  =  44.1 N  f ;  M  =  4.22 N  • m "¡.

7.9 (En BJ) F  =  4.39 Ib ^  60.0°; V  =  16.39 Ib ^  30.0°;

M  =  30.4 Ib • in. ¿
7.11 (En CJ) F  =  1.482 Ib A  V  =  103.1 Ib \ ;  M  =  4,3.5 Ib • in. J.

7.13 (En AJ) F  =  6 260 N  19.80°; V  =  339 N  T '  70.2°;

M  =  346 N • m ¿.
7.14 =  PL/4, a =  L/2.

7.15 (En BJ) F  =  250 N \ ;  V  =  120.0 N  M  =  120.0 N  • m %
7.16 (En  AK) F  =  560 N  V  =  90.0 N  ¡ ;  M  =  72.0 N  ■ m J.

7 .17 (En  DJ) F  =  1 036 N  ^  67.4°; V  =  17.31 N  5*. 22.6°;
M  =  22.5 N - m J ,

7.18 (En  AK) F  =  463 N  5^ 53.1°; V  =  41.1 N  %  36.9°;

M  =  61.7 N  • m V

7.19 (En CJ) F  =  152.8 Ib V  V  =  19.58 Ib 

M  =  170.3 Ib • in. "¡.

7.21 a) (En  AJ) F  =  ?/2 V  =  0; M  =  O.

b) (En ÁJ) F  =  11P/14 1; V  =  2P/7 ; M  =  2Pa/
c) (En  AJ) F  =  5P/2 V  =  2P M  =  2Pa J.

7.23 (En AJ) M  =  0.0774YVV J.

7.24 (En AJ) M  =  0.01085VVV

7.25 ti =  27.7° (En  AJ) M „ lix =  0.0777Wr J.

7.26 0 =  66.6°; (En  AJ) M „ „ „  =  0.0362Wr V
7.29 b) M0/L ; Mu/ 2.

7.30 b) P: Pa.
7.31 b) w()L/2,; u)oL2/6.

7.32 b) P; 1.5Pa.
7.34 b) 12.63 kips; 29.8 kips • ft.

7.36 h) 3.50 kN; 4,50 kN  • m.

7.37 b) 5.56 kN ; 6.59 kN  • m.

7.39 b) 175.0 Ib; 900 Ib • in.
7.40 b ) 33.0 kips; 99.0 kips • ft.

7.41 b) 6.00 kN; 6.00 kN • m.

7.43 b) 4.00 kN; 4.00 kN ■ m.
7.45 7.00 kN; 7,50 kN • m.

7.47 h) 495 Ib; 648 Ib • ft.

7.48 b) 585 Ib; 783 Ib ■ ft.
7.49 360 N ; 140.0 N • m.

7.51 a) 0.311 m. h) 232 N  • m.

7.52 a) 1.434 ft. b) 470 Ib • ft.

7.53 « )  411 N . b) 1 029 N  • m.
7.54 a) 1.063 m. b) 8.50 kN • m.

7.56 s ) 9.25 ft. b) 373 Ib • ft.

7.57 a) 0.414 wL- 0.858 wL2. b) w L /4; wL2/ 4.

7.58 b) M0/L ; M„/2.
7.60 b) WqL/2: ujoL2/6.

7.61 b) P\ 1,5Pa.
7.62 b) 12.63 kips; 29.8 kips • ft.

7.64 b) 780 N ; 210 N  • m.

7.65 b ) 9.90 kips; 26.2 kips • ft.

7.66 b) 5.56 kN; 6.59 kN • m.

7.68 b ) 175.0 Ib; 900 Ib ■ in.

7.69 b) 33.0 kips; 99.0 kips • ft.

7.70 b) 124.0 N ; 75.4 N  ■ m.

7.72 b) 1.985 kN • m, 1.260 m desde A.
7.74 a) 70.0 kips • ft. b) 114.3 kip • ft.

7.75 14.40 ldps ■ ft, 6.00 ft desde A.
7.76 b) 52.0 kN • m, 3.00 m desde A.
7.78 b) 50.0 kips • ft, 10.00 ft desde A.
7.79 b) 26.9 kips • ft, 7.33 ft desde A.

7.80 a) V  =  (w0/L ) { -2 x 2 +  Lx);
M =  (u .'o/eLX^.x3 +  3Lx2). c ) w^L2/ 6, en x =  L.

7.81 a) Para O S r S  2a: V  =  (tvo/2a)(3a2 — x2),
M = (w0/6a)(—9a3 +  9a2x -  x3). c) 1.5tv(/ i2. 
en i  =  0.

7.82 b) 1.359u>o«2, en x =  2.10a.

7.85 a) P  =  175.0 N  J ; Q =  175.0 N

b) Vc  =  800 N; =  -75 .0  N • m.
7.86 a) P  =  600 N  1; Q  =  400 N |.

b) =  3.40 kN  • m, 1.875 m desde C.

7.87 á) P =  1113 N  i ;  Q  =  277 N

b) A/mfe =  3.68 kN • m, 2.22 m desde C.
7.88 a) 1.125 m. b) A * =  4.00 kN A „ =  2.25 kN t-

c) 5.00 kN.

7.89 a) 2.26 in. b) 1.508 m.

7.91 5.00 ft.

7.92 a) 4.65 kN ¿L 23.8°. b) dB =  1.112 in; 

da =  1.641 m.
7.93 a ) 1.385 m.

b) A  =  8.45 kN ^  39.7°; E  =  6.61 kN ^  10.46°.



7.94 a) 12291b. b) 11.00 ft.

7.96 a ) 29.0 lb. fc) 4.06 ft.
7.97 a =  4.33 ft; b =  10.67 ft.

7 .98 a) A  =  2.08 kN 22.6°. b) 107.0 kg.

c) Tah =  2.08 kN; Tkc =  1.000 kN; TCn =  0.650 kN.

7.101 a ) 33.1 kg. b) 99.5 N.

7.102 a ) 1775 N. b) 60.1 m.
7.103 a) 4.50 m. b) ( TA8)mix =  410 N; (TBC)m6x =  400 K.

7.104 a) .56 400 kips. b) 4 284 ft.

7.105 a) .50 200 kips. b) 3 575 ft.

7.106 a ) 11.25 in. b) 1.433°.

7.108 3.75 ft.
7.110 a ) 58 900 kips. b) 29.2°.

7.111 a ) 30.0 in. desde A. b) 1.746 lb.

7.112 a) 1.713 m. b) 6.19 tn.

7.113 a ) 2.22 m. b) 5.36 kN.

7.115 2.26 m.
7.116 (In =  1.112 m; dD =  1.641 m.

7.120 !/ =  fc [l — cos (wc/L)]; T0 =  to,J,2/h v * ; 

r ma,  =  ( w o L M V M h W )  + 1.
7.122 a ) 2.92 m. b) 5.23 N.

7.123 a ) 29.7 ft. b) 61.5 lb.

7.124 a ) 412 ft. b ) 875 lb.
7.127 a ) 7.94 m. b) 24.0 m.

7.128 a) 0.530 m. b) 114.7 N.

7.129 a) 30.2 m. b) 56.6 kg.

7.131 a ) 4.22 ft. b) 80.3°.
7.132 5.23 m.

7.133 8.05 ft y 17.97 ft.

7.135 a ) 18.78 m. b) 3.53 kg/m.

7.136 27.3 lb —
7.137 40.7 Ib —
7.138 a ) a =  26.8 m; b =  20.4 m. b) 35.3 m.

7.139 a ) a =  20.1 m; b =  15.29 m. b) 26.5 m.

7.140 a) 3.15 m. h) 231 N.
7.141 a) 20.7 ft a la izquierda de B. b) 9.55 Ib.

7.143 a) 1.326Tm/ic. b) 12.72 km.
7.146 a ) 0.338. b) 0„ =  56.5°; Tm&[ =  0.755u>L.
7.147 (En  A]) F  =  48.7 lb ^  60.0°; V  =  64.3 lb ^2 30.0°; 

M  =  309 lb • in. J.

7.148 (En  EJ) F  =  50.0 Ib \ ;  V  =  30.0 Ib 
M  =  90.0 lb • ft J.

7.150 b) 8.00 kips; 33.0 kips • ft.
7.151 b) 18.00 kN; 48.5 kN  • m.

7.153 a ) 22.5 kN ■ m, 1.500 m desde A. 
fc) 30.2 kN • m, 1.350 m desde A.

7.154 a ) V  =  (wa/ 6 L )(3 x2 -  6Lx +  2L2);

M =  (w„/6L)(x3 -  3Lx2 +  2L*x).
c ) 0.0642u>oí.2, en i  =  0.423L.

7.156 a) 3.35 kN  5^ 17.35°. b) 3.88 kN ¿L 34.5°.

7.157 a) 24.0 ft a la izquierda de B. b) 3 450 lb.

CAPÍTULO 8

8.1 a ) 31.1 lb. b) 127.0 lb.

8.3 Equilibrio; F  =  4.04 N  / .

8.4 El bloque se mueve; F  =  19.00 N  </.
8.5 7.56 N s P í  59.2 N.

8.6 28.9°.
8.7 a ) 81.7 N . b) 19.29°.

8.9 a ) 0 <  0 £  55.7°. b) 167.9° < 9 s  180.0°.

8.12 a ) 361 N  b) 196.2 N  .

8.13 49.1°.

8.14 23.4°.

8.15 a ) 58.1°. b) 166.4 N.
8.17 a ) 0.360Wr. b) 0.422Wr.

8.18 a) 390 lb. b) 510 Ib.
8.20 a ) 17.53°. b) 0.252W.

8.21 0.539.

8.23 a ) 4.62° y  48.2°. b) 0.526W y  0.374W.

8.24 3.46 <  L /a  =£ 13.63.
8.25 2.62 kK i.
8.26 0.1865.

8.27 0.1905.

8.28 0.283.

8.30 a) 0.526. b) 0.277.

8.32 21.8° £ # <  62.9°.

8.34 1.817 k g < m <  10.01 kg.

8.35 66.1 kg <  m <  364 kg.

8.36 2P//(tan 0 -  ¡xs).
8.37 0.1400.

8.40 a ) 24.3 lb ■ in. % b) 19.22 lb • in. \
8.41 7.72 lb.

8.42 a) 0.322 kg. b) 3.60 kg.

8.43 0.1757.

8.45 236 Ib £  P  s  289 lb.

8.46 441 lb.
8.47 480 lb.

8.50 a ) 72.3 kN  b) 27.0 kN

8.51 a ) 99.3 kN b ) 45.3 kN
8.52 o) .367 lb. b) 367 lb.

8.54 8.89 kN.

8.55 38.6°.
8.56 117.5 11».

8.57 6.60 N.

8.58 a ) La  cuña es forzada hacia arriba y  hacia fuera entre las

placas.

b) La cuña se volverá autobloqueante en 0 =  4.20°.

8.60 714 N  20.0°.

8.61 0.203.
8.62 a ) 205 lb — h) E l movimiento de la placa en B es

inminente.

8.63 a ) 204 lb . b) La  plancha no se mueve.

8.64 0.385.

8.65 0.332.

8.69 737 lb • ft.
8.72 a ) Tom illo  .4. b) 1.535 N  • m.

8.73 3.07 N • m.

8.74 134.1 lb • in.

8.75 15.35 kN.

8.76 123.8 lb.

8.78 79.9 lb.
8.80 a) 0.344. b) 120.2 N.

8.81 Tab = 290 N; Ten = 310 X ; TEF =  331 N.

8.82 Tab =  310 K ; Tcn = 290 N ; Tef =  272 N.

8.83 a ) 1.177 kips. b) 1.349°.

8.84 253 K.

8.85 2.50 N.
8.88 a ) 5.96 lb. b) 3.99 lb.

8.89 99.3 mm.

8.90 1.768 lb.

8.91 1.596 N • m.

8.95 1.326 lb.

8.97 1.200 mm.

8.98 42.7 N.

8.99 a ) 56.0 lb. fc) .54.0 lb.
8.100 216 mm.
8.101 a ) 0.329. fc) 2.67 tums.
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8.104 286 N s P s  4840 N.

8.105 24.3 lb <  V <  411 lb.

8.106 a) 500 lb. b) 0.212.

8.107 421 lb • in.

8.109 o) 47.9 N. b) 1.900.
8.110 a ) Ta =  42.0 N ; TB = 98.0 N . b) 0.270.

8.111 a ) Ta =  .55.7 N; T „  =  104.3 N. b) 10.93 N • m J.
8.112 101.1 N • m.

8.114 0.361.

8.115 a ) 432 N  • m. b) 0.219.

8.116 a ) 1.940 kg. b) 63.7 kg. c) 20.2 kg.
8.117 203 kg.

8.118 a ) 3.69 Ib £  W A £  69.3 lb. b) 5.61 lb <  W A £  45.6 lb.

8.120 a ) 4.55 Ib £  WA £  56.2 lb. b) 6.92 lb £  VV, <  37.0 lb.
8.122 5.97 N.

8.123 9.56 N.

8.124 a ) 538 N • m J. b) 1.142 kN

8.126 0,350.

8.130 857 lb • in.

8.131 32.1 lb.
8.132 El bloque se mueve; F =  193.2 N  / .
8.133 fl) 50.5°. h) 66.5°.

8.135 0.1835.

8.136 0.750.
8.137 a) W  s  4.07 N y W >  86.4 N . b) W  >  246 N.

8.139 2.46 kips .
8.141 0.0787.

8.142 397 lb • in.

CAPÍTULO 9

9.1 a3(bi +  3¿2)/ 12.
9.2 5a'fc/33.

9.3 a%¡21.
9.5 a{bl + b2)(b2x +  b\)¡  12.
9.6 5afc3/17.

9.7 31afo3/30.

9.9 7Tfl¿3/8.
9.11 0.1107a/,3.

9.12 ira 'b /8.
9.14 0.273fl3i .

9.16 59ai)3/30; 1.086b.

9.18 9a3fe/14; 0.621a.

9.19 0.217a¿3; 0.642/,.

9.20 1.482a3í>; 1.676o.

9.21 « )  4a4/3; a V I 73. b) 17a4/6; flV l7 / 1 2 .
9.22 1 labia2 +  3fo2)/6; V l l ( f l 2 +  3í>2)/30.
9.24 0.415r4; 0.822r.

9.25 a) 3n(Rt -  «í)/8. b) Ix = I„  =  3tt(R\ -  fit)/16.
9.26 b) -10 .56% ; -0 .772% ; -0.0488% .

9.27 3ira4/64; f l V 6/4.

9.31 614 X 103 mm4; 19.01 mm.

9.32 449 in.4; 2.65 in.
9.33 1.894 X 10® mm4; 33.4 mm.

9.34 909 in.4; 3.77 in.

9.37 3 000 mm2; 325 X 103 mm4.

9.38 24.6 X 10® mm4.

9.39 1,500 in.; 40.0 in.4
9.41 Ix =  65.0 in.4; /„ =  6.43 in 4
9.42 Ix =  6.51 X 10® mm4; =  5.12 X 10® mm4.

9.44 Ix =  2,52 X 10® mm4; =  1.056 X 10® mm4.

9.45 a ) 11.57 X 10® mm4. b) 7.81 X 10® mm4.

9.46 a ) 60.2 X 10® mm4 b) 60.1 X 10® mm4.

9.48 a) 13.09 X 103 in 4 b) 8.56 X 103 in 4

9.49  i*  =  44 .5  in.4, Iy =  27.7_in.4; kx =  2 .16  in., k:/=  1.707 in.
9.50  Ix = 195.9 X  10* mm4, Iy =  190.7 X 10® mra4; 

ks =  114.0 mm, k,j= 112.5 mm.
9.52  12.29 mm.
9 .5 3  l x =  37 .7  X 106 min4; 7,( =  3 .8 6  X 106 mm4.
9.55  b =  91.2  mm; l x =  11.34 X  10® mm4,

/„ = 34.0  X 106 mm4.
9 .5 6  a) 14.48 in. b) Ix =  81 .7  in4, /,, =  263  in4.
9.57 h/2.
9.59 h(a +  3b)/(2a + 4b).
9.61 F a  =  F„ =  918  N; Fc = Fd = 94 4  N.

9.62  7 .39  ft.
9 .6 3  225  mm.
9 .6 4  5a/4.
9 .6 8  3a 2¿ 2/16.
9.69 b2h2/ 8.

9 .7 0  0 .1419a V .
9 .71  300  X 103 min4.
9 .7 2  501 in4.
9 .7 3  138.2 X 10® mm4.
9 .7 4  - 159.6 X 103 mm4.
9 .7 5  1.573 X 10® mm4.
9 .7 8  2.81 in.4
9 .8 0  I_x. =  3.31 X 103 in.4; l,y  = 2.31 X 103 in.4;

IxV =  1.947 X 103 in.4
9.82  I_x. =  4.61 X 10® mm4; ly. =  3 .82  X 10® mm4;

Ixy  =  - .3 .8 3  X  106 mm4.
9.83  =  149.9 X  103 mm4; /,,< =  469  X 103 mm4;

I , y  =  143,5 X 103 mm4.
9.84  lx. =  5 .30  in.4; =  6 .73  in.4; Ixy  =  4 .38  in.4
9.86 7.22°; 4 820  in.4, 802  in.4
9.88  12.06°; 8 .06  X  10® mm4, 0 .365  X 106 mm4,
9.89  - 2 4 .0 ° ;  52 4  X 103 mm4, 94 .9  X 103 mm4.
9.90  - 1 9 .6 4 ° ;  10.45 in.4, 1.577 in.4
9.92 l x. =  3.31 X  103 in.4; I t/ =  2.31 X  103 in.4 

7,y  = 1.947 X 103 in.4 _
9.94  =  4.61 X  10® mm4; ly, =  3 .82  X  10® mm4;

I_xy  = - 3 . 8 3  X 10® mm4.
9.95  y  -  149.9 X 103 mm4; Iy- =  469  X 103 min4;

Ixy  =  143.5 X  103 m m 4.
9.96  l x- =  5 .30  in.4; Iy. =  6 .73  in.4; Ixy  =  4 .38  in.4
9.97  20 .2°; 1.754a4, 0 .209a4.
9.98  7 .22°; 4  820  in.4, 802 in.4
9.100  29 .7°; 405 X 10® mm4, 83 .9  X 106 mm4.
9.101 - 2 4 .0 ° ;  524 X 103 mm4, 94 .9  X  103 mm4
9 .1 0 3  2.95°; 10.67 X 10® mm4, 4.84 X 106 mm4.
9.104  - 3 0 .1 ° ;  5 530  in.4, 1 75 7  in.4
9 .1 0 5  a ) - 2 1 5  X  103 mm4. b ) - 2 8 .1 ° .  c) 568  X  103 mm4.
9.106  19.64°; 10.45 in.4, 1.577 in.4
9 .1 0 7  - 2 4 .0 ° ;  8 .33  X 10® mm4, 1.509 X 10® mm4.
9.10 8  a ) - 7 .5 0 ° .  b) 646  in.4, 274 in.4
9.112  ± 1 5 9 .4  X 103 mm4
9.113  a) 0.0699m a2. b) 0.320ma2.
9.114  a) m (r? +  r|)/4. b) m (rf +  rl)/2.
9.116  a) 5mb2/6. b) m (28a2 +  13¿2)/48.
9.117  a) Iaa■ -  mb2/ 24 ; I BR- =  mh2/ 18. b) m{3b2 +  4h2)/72.
9 .1 1 8  W  =  m(b2 + 24d2)/%4-, IEE. =  m(h2 +  18rf2)/18.
9.119  a) 5ma2/18. b ) 3 .61m a2.
9.121 5mb2/\S.
9.122  m(93r| +  3 2 L 2)/140.
9.124 m(b'2 + 3h2)/5.
9.125 m(a2 + b2) /5.
9.126  m(a2 + 3/i2)/6; V (a 2 +  3fc2)/6.
9.127 Ix = I y = ma2/ 4; l .  =  ma2/2.
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S.129 2.04 X 10 3 Ib • ft • s2; 1.744 in. 9.184 a) K, =  0.1639VVa2/g; K2 =  1.054Wa2/g; K:¡ =  1 .1 1 5 W

9.131 2mr2/3; 0.816r. b) (ex)x =  36.7°, ( » „ ) !  =  71.6°, <&.), =  59.5°;

9.132 a) pTrhiai +  2a2a2 -  3a4)/2. b) a2/ V 3 . c) 2pTrha2/Ü. (0r)2 =  74.9°, (0y)2 =  .54.5°, (0 j)2 =  140.5°;

9.133 281 X 10 “ 3 kg • m2 (6x)3 =  57.5°, iO„h = 138.8°, (6Z)3 =  112.4°.
9.134 a) 1.044 in. b ) 2.42 in. 9.185 a) K¡ =  0.203pía4; K2 =  0.698pta4; K3 = 0.765pío4

9.136 a) 46.0 mm. h) 8.54 X 10 3 kg • m2; 45.4 mm. b) (0,t) i  =  40.2°, (O ,), =  50.0°, (0=)! =  86.7°;
9.137 Ix =  34.4 X H T® Ib • ft • s2; l y =  232 X IO "6 Ib • ft • s2; (8x)2 = 56.2°, í0(/)2 =  134.5°, (0 J2 =  63.4°;

9.139
Iz =  221 X  10'” 8 Ib • ft • s2.

Ix =  5.14 X IO 3 kg • m2; I,j =  7.54 X 10“ 3 kg • m2; 9.186
<dx)3 =  70.8°, (0 , )3 =  108.0°, (0 J3 =  15.3.2°. 

a ) K, =  10.02 X 10 3 Ib • ft • s2;

9.141
L  =  3.47 X 10~3 kg • m2.

L  =  91.0 X 10“ 3 Ib • ft • s2; l v =  221 X 10 3 Ib • ft ■ s2;

K2 =  18.62 X IO-3  Ib ■ ft • s2; 

K j  =  22.9 X 10 3 Ib • ft • s2.

9.142
l z =  186.7 X  10-3  Ib ■ ft • s2.

/, =  19.31 X 10“ 3 kg • m2; l v =  1.253 kg • in2;

b) <0r), =  35.2°, (0v)i =  (0 ,), =  65.9°;

(0t)2 =  90.0°, Í0y)2 =  45.0°, (0 J2 =  135.0°;

9.143
I ,  =  1.238 kg • m2.

a ) 34.1 x  10~3 Ib • ft • s2. b) 50.1 X 10~3 Ib • ft • s2. 9.187
(0 ,)3 =  54.7°, (8t/h  = (ezh  =  125.3°. 

a3fc/30.
c) 34.9 X 10 3 Ib ■ ft ■ s2. 9.189 7.36 X 106 mm4; 32.0 mm.

9.144 21.2 kg • m2. 9.191 a ) 122.4 x  IO6 mm4. b) 64.4 X 10® inm4.

9.145 3.98 kg • m2. 9.192 l x =  396 in.4, 1,, =  190.5 in.4; k, =  4.58 in., k ,=  3.17 i

9.146 2.88 X IO "3 Ib • ft • s2. 9.193 l x =  9.34 in.4; /„ =  131.2 in.4
9.148 4  =  7, =  6.85 X IO -3 kg • m2; l y =  12.63 X IO-3  kg ■ m2. 9.195 -11 .0 0  in.4

9.149 l x =  23.2 X  IO "3 kg • m2; I tJ =  21.4 X  10~3 kg • m2; 9.196 -20 .0 °; .39.6 in.4. 5.37 in 4

Iz =  17.99 X 10~3 kg • m2. 9.197 m(3a2 +  4L2)/12.

9.151 I„ j =  0.488 X  10~3 Ib • ft - s2; I,,z =  1.184 X l ( r 3 Ib • ft • s2; 

=  2.70 X  10~3 Ib • ft • s2. CAPÍTULO 10
9.152 l sy =  757 X 1 0 "*  Ib • ft • s2; Iyz = 826 X 10 6 Ib • ft • s2: 

/ „  =  1.225 x  io ~ 3 Ib • ft • s2. 10.1 180.0 N i .
9.154 I „ j  = -69 1  X IO "6 kg • m2; l yz =  203 X 10“ K kg • m2; 10.2 28.01b i .

Izx =  -8 4 8  X IO "6 kg • m2. 10.3 18.00 N  • m 1
9.155 l „ j  =  786 x  10 6 kg • m2; l yz =  64.5 X IO '6 kg • m2; 10.5 132.0 Ib

í „  =  -7 1 .6  X 10“ 6 kg • m2. 10.6 a) 54.0 N ; 60.0 mm — h) 126.0 N ; 140.0 mm —».
9.157 I „ j  =  -0.1931 kg • m2; I yz =  0.310 kg • m2; 10.7 a ) 36.0 N; 40.0 mm b) 54.0 N: 60.0 mm

í . v =  2.26 kg • m2. 10.9 2P sen 0/cos (0/2).

9.159 Ixy =  12.75u.'«3/g; /,,, =  7tt!a3/g; I-x =  1.5t¿¡«3(ir  +  4)/g. 10.10 (3P/2) tan 0.

9.161 l „ j  =  115.2 X IO "6 Ib • ft • s2; l yz =  246 X  10~8 Ib • ft ■ s2; 10.13 7.96 kN.

l . y =  154.3 X  I O '6 Ib • ft • s2. ' 10.14 5.47°.

9.162 L j  =  -0-576 kg • m2; \,¡z = I „  = 0. 10.15 3Pa/2.
9.164 a ) mac/20. b) l XIJ = mab/20; I,JZ = mbc/20. 10.18 a) Pl sen 20. b) 3PÍ eos 0. c) Pl sen 0.

9.165 m a2(10h2 +  3a2)/12(fc2 + a2).' 10.19 a) 126.9 Ib ■ ft \  h) 81.4 Ib • ft V

9.166 3.22ma2. 10.20 o) 369 Ib —*. b) 477 Ib —*.
9.167 44.3 X IO-3  Ib • ft • s2. 10.21 34.6 N  5^ 30.0°.

9.169 5W o2/18g. 10.22 96.5 N  ■ m "j.

9.170 5pte4/l 2. 10.23 36.4°.
9.171 6.74 kg • m2. 10.24 57.5°.
9.173 25.3 X IO-3  kg • m2. 10.25 39.2°.

9.174 10.97 X  10 3 kg ■ m2. 10.28 39.1°.

9.175 a) b/a = 2.00; c/a =  2.00, b) b/a  =  1.000; c/a =  0.500. 10.29 90.9 N.

9.176 a) 2.00. b) V Í A 10.31 330 mm.

9.177 a ) 1/V3. b ) V7/12. 10.33 40.2°.

9.179 a) ma2/ 6. b ) Ix- = ina2/d-, l y- = l,- = 1 lnuj2/12. 10.34 32.8 Ib.

9.181 a) K, = 0.363ma2; K2 =  1.583™ *; K t =  1.720ma2. 10.35 60.4°.

b) « U j =  (<»«), = 49.7°, (tfv), = 113.7°; 10.37 io.7r.
(<y2 =  45.0°, (0,,)¡> =  90.0°, ídz)2 =  135.0°; 10.38 16.41°.

(Sxh  = (ezh  =  73.5°, (0 , )3 = 23.7°. 10.39 61.2°.

9.182 a) K¡ =  34.9 X IO-3 Ib • ft • s2: K.2 =  34.0 X 10 3 Ib - ft • s2; 10.40 78.7°; 324°; 379°.
K3 =  50.2 X 10“ 3 Ib • ft ■ s2. 10.41 99.3 Ib 7^ 44.7°.
b) (ev), =  « y ,  =  9o.o°, (e,)! =  0; 10.43 15.27°.
(dx)2 = 3.43°. (%h  =  86.6°, (6z)2 =  90.0°; 10.45 3.21 kips / ,

(0X)3 .= 93.4°, (0V)3 =  3.41°, (0-)3 =  90.0°. 10.47 r¡ =  1/(1 +  p, cot a ).

9.183 « )  K l =  1.180 X 10 3 Ib • ft ■ s2; 10.48 PJ/[2(tan 0 -  /x,)].

K2 =  10.72 X  10~3 Ib • ft • s2; 10.49 Mmix =  250 N • m; :Vím(n =  100.0 N • m.

K3 =  11.70 X  10‘ 3 Ib • ft • s2. 10.50 Qmtx =  P {3  tan 0 +  ^ 5)/2; p „ , ín =  P(3 tan 6 -  *>)/2.

b) (8x)i = 72.5°, (ey) i =  83.0°, ( f l j j  =  18.89°; 10.51 37.6 N ; 31.6 N

(0V)2 =  19.38°, (0,j)2 =  83.7°, (6z)2 =  108.3°; 10.52 17 =  tan 0,/tan (0 +

(0X)3 =  98.2°, (8vh  =  9.46°, (6Z)3 =  94.7°. 10.55 1.451 in. (más corto).
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10.56 0.527 in. (más largo). 10.83 49.1°.
10.57 12,50 mm i . 10.85 62.2°.
10.58 9.38 mm 10.86 9.15 in.
10.60 330 mm. 10.88 46.6°.

10.61 15.03° y 36.9°. 10.89 k >  6.94 lb/in.
10.62 40.2°. 10.90 12.25 in.
10.65 10.77°. 10.91 /’ <  kn.
10.69 0 =  45.0°, estable; 0 =  —135.0°, inestable. 10.92 P <  2kL/$.
10.70 6 =  31.0°, estable; 0 =  -149.0°, inestable. 10.95 m tff/ah.
10.73 0 =  61.2°, estable. 10.96 Q >  432 N.
10.74 0 =  78.7°, estable; 0 =  324°, inestable; 0 =  379°, estable. 10.97 P <  0.382kl.
10.75 W  =  2.47 lb, estable. 10.99 P <  0.219/ca.
10.76 0 =  109,3°, estable. 10.101 o ) 75.0 N  t- b) 225 N j
10.77 14.66 in. 10.102 17.90 kips y .
10.79 a) cos (8/2) — sen {0/2) =  [1 -  (W¡/ka2)] cos 0. 10.104 27.0 lb • ft

b) 34.2°, estable; 90.0°, inestable; 145.8°, estable. 10.105 PL/2 tan 0.
10.81 0 =  12.92°, estable; 0 =  77.1°, inestable. 10.107 &5.2 lb • ft J.
10.82 o ) (1 — eos 8) tan 0 = 2mg/kl. b) 52.0°, estable.
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